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I. 


Heber  die  Hmelpnnkte  der  seoaetri« 


sehen  Oebllde. 
Henrn  ]>r*  An  loa  M  ulUr^. 

«»id.  pMÜBMor  der  UuHk.  n  dtr  OaUerrilit  !■  Zdvielf. 


Die  Geometrie  überhaupt,  clie  höhere  nriedie  elementare,  eut- 
bSlt  manche  Sitae,  «relcbe  alftvQlli^  toofirt  dastehen,  im  Gegea- 

aatze  zu  vielen  S&tzen,  deren  nähere  oder  entferntere  Verwand* 
acbaft  mit  an'Jeren  nachgewiesen  wird.  So  wird  z.  1$.  gezeigt, 
dasfl  einem  Dreiecke  AJuC  drei  Punkte  PQR  zalcommen,  yod 


weleba  mit  einander  in  einer  geraden  Linie  liegen:  die  drei  Linien, 

^vetrbe  a»!s  H^n  Kckpunkten  A  C  nach  den  Mitten  dor  Seiten 
gehen,  schneiden  einander  in  einem  Punkte/^  und  drei  zu  den  Seiten 
senkrechte  Linien  haben  einen  Punkt  Q  mit  einander  gemein, 
wenn  sie  durch  die  Mitten  der  Seiten  gehen,  aber  einen  Punkt 
-  Rf  wenn  sie  durch  die  Eckpunkte  gehen,  Dass  bei  Vierecken, 
Fünfecken  w.  s.  w.  Analoge»  sich  finden  lasse,  ist  aiiss(  r  Zwei- 
fel; gleichwohl  geben  die  Lehrbücher  darüber  nicht  Aulschluss. 
Aehnliches  gilt  von  anderen  Eigenschaften.  Ein  solches  Isolirt- 
sein  einer Einzelnbeit  ist  immer  ein  Zeichen,  dass  man  nicht  alle 
Seiten  kennt,  und  namentlich  iene  nicht,  welche  den  Weg  zur 
Auffindung  des  Ganzen,  dem  das  Eioselne  angehört«  zu  zeigen 
geeignet  sind.    Hierin  lag  sn  aHen  Zeiten  ein  n^htiger  Sporn 


die  Einsicht  (in  das  Ganze  zn  erlangen.  Es  sind  indess  Tielfach 
alle  Bemühungen  vergeblich;  nicht  selten  aber  bleibt  auch  eine 
Saehe  ohne  Bleaehtwig,  weil  man  fon  dem  Wertbe  denelben 
keine  Ahnung  bat,  während  die  Aufündung  des  Gänsen,  dem  die 
dMthe  angehSrt,  lu  de«  minder  «cfaitierignn  AnfgahoB  m  aihlaa 

Thdilfl.  1 


Digitized  by  Google 


2 

ist.  In  letzterer  Beziehung  bietet  der  Punkt  P  eines  Dreiecke« 
ABCy  in  welchem  die  dtel,  am  den  Eckponkten  nach  den  Bütten 
der  Seiten  gehenden  Linien  eisander  durchschneiden,  ein  merk- 
m'irdiges  Beispiel«  dessen  n&here  Belenchtong  einiges  Interesse 
geträbren  dfirlle. 

Wenn  man  (Taf.  I.  Fi^  1.)  von  den  Seiten  eines  Dreie<Aes 
ABC  jede  in  drei  t^Iciche  Theile  theilt,  und  von  den  Thoilnners- 
punkten  mn»..  iedes  Paar,  das  einer  Seite  zunächst  üegt,  durch 
eine  i^rade  Linie  verbindet,  so  erhält  man  drei  Linien  mq,  nr, 
p»\  jede  derselben  ist  zu  einer  Seite  des  Dreiecks  parallel,  und 
je  zwei  von  ihnen  halbiren  einander;  folglich  geben  alle  drei doreh 
einen  Punkt  P. 

Dieser  Punkt  P  ist  eben  derselbe,  in  welchem  die  aus  den 
Eckpunkten  nach  den  Mitten  der  Snitrn  drehenden  Linien  r'ujnn- 
der  durchtichueiden:  denn  eine  durch  .dl  uadP  gelegte  Liuic  muss 
die  Seite  IBC  halbiren.  Wir  haben  somit  eine  Bestimmung  des 
Punktes  P  nnabhingig  von  den  dwd»  die  Eckpunkte  gelegten 
Idnien. 

Betrachten  ivir  nun  (Taf.  L  Fig.  2.)  den  Punkt  P  als  anf 
die  erwähnte  Weise  bestimmt»  analeglBn  durch  denselben  die 
Linien  Aa  und  Bb,  mu\  ausser  diesen  noch  eine  dritte  Linie 
MO,  welche  nicht  durch  einen  Eckpunkt  geht.  Diese  drei  Linien 
Aa,  Bb  t  MO  haben  das  mit  einander  gemein,  dai»ä  jf^de  durch 
P  geht,  und  alle  drei  Seiten  durchscbn^det  Nun  bestehen,  dem 
Vorhergehenden  zufolge,  zwischen  den  von  P  ab  gesäUten  Seg- 
menten der  Linien  Aa  und  £ö  die  beltannten  Sätze 

mithin  auch  die  Sätze  . 

w  fragt  »ich  aino:  welcher  Znsamroenhaog  besteht  zwiscbeo  deu 
Segmenten  PM,  PN  und  PO  der  dritteo  Lisie  JVOt 

Die  Autwert  liegt  in  dem  Satze 

dessen  Richtigkeit  auf  folgend«  Weise  dare;i'tliau  wird. 

Man  betrachte  AB  und  AC  als  Transversalen  des  Dreieckes 
POa,  so  hat  man  die  Sütze 

PA.0BMMas  PMmA.OB, 

PAataONm:PXmA,OC% 

wdOdm, :  weil  aA^^.Pa»  PAss^Pa,  mA  %.QBsa%aCaBC  ist» 


^  kjui^  o  uy  Google 


RS—  MC  ' 

HlertD  (Sbre  mali  ein: 

'      .       •         '  " 

OB^OC^BC 

and  subtrabire  dann  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten,  so  er- 
giebt  Mk 

PO  pg_ 

PM  /»iV"**' 

j  ^ 

PM-^ PN^  PO* 

WM  beiftefeD  werden  sollte. 

Durch  den  Satz  (a)  \»i  eine  erweiterte  ßedentung  des  Punk- 
te« P  geiToiraen:  es  ÜM.  6bl  <Mwte  snsgedrtfckt,  das  fiir  die 
Segmente  einer  jeden  durch  P  gelegten  geraden  Linie  gilt.  Im 
besonderen  Falle,  wenn  eine  durth  P {gelegte  Linie  zugleich  durch 
einen  Eckpunlct  geht»  werden  zwei  Segmepte  gleich  gross,  und 
wenn  die  liittle  ni  eib^  Mte  pKrahel  M,  so  wird  em  iSegmeirt 
SSO»«  and  die  beiden  anderen  sind  gleieb  gross. 

Ehe  ich  die  gefundene  Bedeutung  des  Punktes  P  benutze» 
um  einen  Schritt  weUer  zu  tbün,  werde  ieh  den  notlogen  Pmkt 
betiacbten,  der  einem  Tetnseder  snkemmt 

Wenn  man  ^Taf.  I.  Fig.  3.)  von  den  Kanten  eines  Tetrae- 
ders  ABCD  eine  jede  In  vier  gleiebeTheiie  tbeilt,  und  jede  Ter- 

nion  der  Theilungspunkte,  welche  einer  Seitenfläche  zunfichsl 
liegt,  durch  gerade  Linien  verbindet,  so  erhält  man  zuölf  Linien, 
und  durch  diese  zugleich  vier  Ebenen  aöc,  a'c'd'ia"d"b'',  b"'ü'"dP*J 
Jede  der  zwQlf  VerbindmigBlinien  ist  sa  einer  Kante  päraflel ; 
daher  Vlnrehsehneiden  diese  Linien  einander  in  solchen  Funkten 
m  n  p  ,  wodurch  ft  t^c  einzelne  derselben  in  drei  gleiche 
Theile  j;etbeilt  wird.  A^eil  jede  der  Ebenen  abc,  aVrf', ....  zu 
einer  Öeiteullächc  parallel  ist,  so  ist  jede,  zweien  dicker  Ebenen 
gemeinsame  Linie  zu  einer  Kante  parallel.  Die  sechs  Durch- 
schnittslinien fier  Ebenen  ahn,....   gohrn  nhcr  durch  die  Punkte 

mn  ,    daher  müssen   jede  zwei  derselben  eiiinndtr  balbiren. 

Biefaus  aber  £oJgt,  das«  die  sechs  Linien  mm',  ttu%  pp',....  durch 
einen  einsigen  ninkt  P  geben. 
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Lest  man  durch  den  so  bestimmten  Punkt  P  und  durch  den 
Eckpunkt  A  eine  gerade  Linie  AP,  so  muss  diese  der  gegen- 
übeiiiei^QdeD  SeitenllScbe  BCD  in  einem  Punkte  P  begei^nen, 
dem  vennCge  seiner  Lage  in  dein  Dreiecke  BCD  die  in  (a)  be- 
zeichnete Eit^enschaft  zukommt.  Werden  nänilicfi  von  A  aus  durch 
p  und  p'  die  Linien  AQ  und  AH  gezogen,  und  zugleich  Q  in  BC 
und  R  in  CD  mit  einander  verbmiaeii,  eo  ist  die  nene  Linie  QR 
zu  pp'  parallel»  mithin  P"  die  Mitte  von  QR\  zugleich  ist  BQ 
von  BC,  und  DR  von  Z>C  der  dritte  Theil,  also  QR  7m  BD 
paraiiei;  folglich  hat  P*  die  erivähnte  Lage.  Endlich  ist  P'A 
^U^P*,  iiä  PA^Z.PP',  oder 

I   _  3 
PP'  —  PA' 

Man  lege  mm  (Taf.  I.  Fig.  4.)  durch  P  eine  gerade  Linie 
LPO,  welche  7\vnr  nicht  durch  einen  Eckpunkt  geht,  alier  den- 
noch mit  jeder  Seitenfläche  einen  Punkt  gemein  hat.  Diese  Linie 
liegt  mit  APP*  in  einer  Ebene,  welche  ebenfalls  jede  Seitenlläche 
durcbeehneidet.  Es  eeien  AM*,  AN\  A(y,  h(y  die  DurcbechDitte* 
llnieo  der  Seitenflächen  und  der  erwähnten  Ebene,  und  demge* 
mSss  L3fN0  die  Punkte,  welche  die  Linie  iPOfmit  den  Seiten- 
flächen gemein  bat.  Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man,  weil 
Ad^,  Aa*,  AO*  TraasTetealeD  de«  Dreieckes  LPP*  eiod,  die 
Sitse 

PA.LiU  P'M'^  PM.LM'.P'A , 
PAJ^NJ^'N'^PN.LN'J^A, 
PA  LO.P'O  —  PÜ.LÜ  .P'A . 
Well  nM  PA^H.PP',  und  P'A^U'P'  iat,  so  felgt  >ierauffs 

Z,LM  A,LM' 
PM  —  P'M'  * 

PN  r  .P'ja* ' 

XLO  A.LO' 

PO  ~ 

Hierin  fflhre  man  ein: 

LM::^PL'-PMi  LM'^P'L'^P'M' 
LNssPL-^PNi  LN'^P'L^P'N', 

LO=iPL-i-PO;  LO'=P'L+P'(y 

ond  enbtrabire  dann  ^dleSornfte  der  ersten  and  swniten  Gleiefcvng 
▼on  der  dritten»  eo  entspringt 
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Dem  GeMtie  (a)  lufolge  itt  sImt 


1-  ^  ^ 


Dieser  Satz  giebl  den  ZuMUBneohMg  der  Segmente  PL,  PM, 

PN  und  PO  an.  *  * 

Bei  der  Aonahme  der  Linie  LPO  ist  überhaupt  eine  Richtung 
l^ewäblt.  bei  welcher  die  Punkte,  in  denen  die  Linie  LPO  den 
6eileiiüacheu  begegnet,  von  einauder  vür^cbieden  eiod:  indemi 
tet  die  Richteng  von  LPO  docfi  eine  soldie,  daee  auf  oer  etnen 
Seite  von  J*  der  Punkt  O  allein  ii»t,  während  auf  der  anderen 
Seite  die  drei  Punkte  L  AI  xV  lie^ren  Im  Gegeojsatze  zu  diesef 
Richtung  der  Linie  LPO  steht  eine  niitlon  (Taf.  I.  Fig.  5.),  bei 
fveicher  die  Punkte  LMPiO  paactvei»^  verlheilt  sind,  auf  der 
einen  Seite  von  P  die  Pnnlcte  L  und  M,  anf  der  andeien  aber 
N  ond  O  liegen.  Man  hat  übrigen«  in  diesem  wie  im  Terber- 
gellenden  Falle  die  S&Ue 

3Xüf  _  i.LM' 

TM  ^  P'M'  * 

« 

a.LiV_  4 .  LIS'  . 

W  ~  />iV'  ' 

3,LO_  i.LQ 
PQ  -  P'O'  * 

und  hieraus  erliiit  man ,  nenn  man  die'Werthe 

« 

L/tf  =  PL—  PMi  L3t^  P'L—  P» , 

UV=  PL^PN'^  LN'  ^P'L^  P'JS' , 

LO-^PLi^POiLO'^P'L'^P'O' 

einführt,  und  dann  die  erste  Gleichung  voik  der  Summe  der  2wei- 
ten  md  dritten  anbtnbirt,  die  Gleiehang: 

Nach  («)  «et  aber 
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Die  SäUe  (£)  und  (y)  sind  zwar  verschieden,  wie  die  F&Ue, 
aaf  wticbe  sio  Bezug  baoen.  Bringen  wir  eher  diese  GleiebmigtB 
anf  4ie  Foim 

.    ^  FL  ^  TW^  PN'^  ^i'O 

ee  ftllt  ia  #e  Angen,  dass  j^im  vo»  den  SKtM«  (ü^  and  (y)  na» 
ebie  speelelle  Anwendunc  eines  allgemeinen  Äaties  ist,  der  alae 
lautet:  einem  Tetraeder^  kommt  ein  Funkt  P  von  sofchpr  I^age  m, 

weiche  in  den 
▼OB  P  ab  ge- 
Ohiebong 

beseicbneten  Weise  BBiaaiaieBhiagea«  " 

In  gleicher  Welse  kann  mau  in  Bezug  auf  die  Segmente  einer 
inetaden  Linie ,  welelie  durch  den  Punkt  P  eines  Dreieckes  gel^ 
Ißt.  unr)  in  den  Paukten  M  N  O  die  Selten  darcbacbneidet,  dea 
&ütz  auisteUen: 

"=w+iw+  jRy 


Nachdem  die  eigentliche  Bedeutung  des,  einem  Tetraeder 
angehurigen  Punktes  P  naobgewiesen  wofden,  ia^^  .es  leicht,  den 
Beweis  so  liefern,  dass  einem  Vierecke,  öder  besser  aosgedrfickt, 
ebMSi  Aggregate  von  vier  geraden  Lwlen,  die  b»  einer  Ebene 

liegen,  ein  solcher  Punkt  P  lukomme,  "if»  dem  Dreiecke.  Afaa 
nehme  an,  es  sei  der  einem  Tetraeder CZ>  zukommende  Punkt 
P  bestimmt,  und  es  seicu  durch  P  zwei  gerade  Liniep  eelegt« 
▼on  denen  die  eine  in  den  Pqnkten  LMNQ,  die  andere  '4Wil 
Punkten  h'M'N'O'  die  Seitenflächen  durchdringt.  Die^e  geraden 
Linien  LPO  m  d  J/PO'  TM^^f^n  in  einer  Ebene  E,  und  bestim- 
men daher  in  den  6eiteuQächen  des  Tetraeders  viet  «olcbe  gesade 


i^iyui^u^  Ly  Google 


Lioieo  LL^  MM',»..,  welche  eiu  «bente  .Aegreeat  coi 
Um  Mline  iveltor  %xt,  Id  ilar  Eheae  E  Mlee  mcli  l*ooeh  endete 

Serade  Linien  gelegt,  welche  in  den  Pnokten  V  M'^"  (Jf',  U.  8.  W. 
ie  Seitenflächen  durchschneiden.  In  sofern  die  Punkte  LMNO.. 
uk  den  Seitenflächen  dee  Tetraeder«  liegen,  bat  man  die  2>ät£e: 

 i_    1     I  I 

i>X/+  PM'^  M'^ Püf' 
u.  w. 

NdD  ^hOren  'aber  die  Pukte  LM,  aoch  dem  Aggregale 

te  fier  Linien  LL',  MJ\i',...  an;  es  hat  also  der  Punkt  P  in  dem 
AggMgate  eioe  solche  Lage,  das«  zwischen  den, Segmenten  irgend 
•hier  gßnAmK  l4B)et  welche  in  dem  Aggre^te  dw^.deii  Punkt 
P  gelegl  tot*  der  in  den  ▼ewtebindettMUiehyilggy.  be«eSeliiui|e 
Ziieammenhäiig  besteht 

Hiemit  let  die  Beeehrinkttng  anf  Dreieck  und  Tetraeder  be- 
seitigt, ond  das  Bestehen  eines  allgemeinen  Gesetzes  angedev- 

tet,  das  sich  ungefähr  so  ausdrucken  lässt:  in  einem  Aggregate 
von  71  geraden,  in  einer  Ebene  liegenden  Linien,  und  auch  in 
einem  Aggregate  ¥on  n  Ebenen  giebt  es  einen  Punkt  P  von  sol- 
cher Lage,  aase  in  einer  geraden  Linie,  welche  durch  P  geht, 
und  in  den  Punkten  Ai,  A.^  -- An  die  Bestandtheile  des  Agsrcj^a* 
tes  durchschneidet,  die  von  P  ab  gezfihlten  j$egmen^  PA^»PJ^. 
in  einem  durch  die  Gleichung 

^11  1 

.  ^=PA^FJi^  :^PSi 

beseldineleB  ZuenBinenbauce  afehen»  md  daaa  dieee  Relation 
b  Bezug  aur  die  ttiriitBng  der  geraden  lanie  an  seine  Bedingong 
geknaiili  ist.  r        .  . 

In  diesem  al^emoiaen  ftitse  ic(t,  in  iofem  man  deaAen  Get- 

tnng  im  Voraus  zugiebt,  die  dem  Punkte  P  beigelegte  Sigen- 
Schaft  rücksichtlich  der  Segmente  einer  durch  P  gehenden  gera- 
den Linie  ganz  unzweifelhaft;  dagegen  bleibt  unbestimmt,  ob  ein 
Aggregat  nur  ehien  einzigen  Punkt  P,  oder  aber  mehrere  solche 
Pnnkte  haben  könne;  und  eben  so  ist  ungevviss,  ob  das  Vorkom- 
men solcher  Punkte  P  unbedingt,  oder  ourcb  die  Bescbaffenheat 
der  Aggregate  hedinj^  ist 


Lisat  man  diese  Fragen  Yorliufig  bei  Seite,  und  sieht  ledig- 
4in  dem  Punkte  P  beigelegte  Eigenschaft ,  so  kann  & 
iicfat.<mlgehBn,  dnne  w  dof  Aäf^  denelben  gnr 
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iiMIrfs  liegt,  was  eiM  BeadMnkmig  Mif  Aggregate  vao  gerade» 
Linien  und  auf  Aggregate  von  Ebenen  als  notnwendig  bezeicb* 
nete;  ist  im  Gegentheile  unverkennbar,  das«  ein  solcher  Punkt 
P  TermOge  der,  seiner  Lage  zukomineudea  Eigeuscbaft  ganx 
wolü  doer  lammmen  Linie,  und  aacti  einem  Aggregat*  v«n  ^era* 
den  oder  krummeD)  Linien,  die  in  einer  Ebene  liegen,  angeliSiMi 
kann,  und  dass  das  Gleiche  auf  Fificbeo  und  auC  Aggregate  von 
Fl&cben  Anwendung  liodet 

» 

Diese  Betrachtungen  fuhren  «war  nicht  zur  Gewiaaiieit,  ge- 
währen alter  die  Einsicht,  dass  man  hei  der  Frage  nach  dem 
Vorkommen  der  Punkte  P  es  mit  einer  Eigenschaft  zu  thun  hat» 
Welcbe  den  ebenen  Liniengebilden  und  auch  den  Flächengebilden, 
also  flberbaupt  den  t>;eon)etrtscben  Gebilden  zukommt.  Als  eine 
den  geometrischen  Gebilden  ^emeinfjnmf^  Eiiimist  halt  Icann  aber 


dasselbe  muss  mit  anderen  Eigenscbalten,  welche  den  UebilU^u 
ebenfalls  gemeinsam  sind,  irgendwie  sasamineii  blagsn,  in  dem 
Systeme  aller  Eigenschaften ,  welche  die  Gebilde  mit  einander 
gemein  haben,  eine  bestimmte  Stelle  einnehmen.  Will  man  also 
aber  das  Vorkommen  der  Punkte  P  zur  vollen  Klarheit  gelangen, 
so  rouss  man  sieh  in  einem  ganz  anHeren  Gebiete  amsebea ,  ab 
die  ElemeotarsStxe  fiber  jene  Punkte  anandeeten  acbemen» 


Seit  <1or  FJnfnhnini»  der  Coordinaten  durch  Desrrirtps  wer- 
den  die  krumiueu  Linien  und  eben  so  die  Flächen  nach  den  ihnen 
zukommenden  Gleicbungen  ia  Ordnungen  vertbeilt,  In  der  Weise, 

dass  der  Grad  ihrer  Gleichune  zugleich  die  Ordnung  einer  Linie 

oder  FIScbe  bezeichnet,  und  (TeTTi^eüiriss  alle  TJnien  und  alle  Flä- 
chen, deren  Gleichungen  von  einerlei  Grad  sind,  als  zu  einerlei 
Ordnung  gehörig  betrachtet  werden. 

Hiernach  ist  es  ganz  richtig,  (Inss  die  Gleichungen  alfer  zu 
einerlei  Ordnung  geborigen  Linien  oder  Flächen  nichts  weiter  sind  , 
als  Specialflille  «iner  allgerndnen  Gleichung,  d.  i.  einer  solchen, 
deren  CoefBcienten  ohne  Werth-  und  Formbestimmung,  ledig* 
lieb  unbestimmte  Zeichen  sind.  Von  einer  solchen  Glcichang 
kann  man  aber  nicht  umgekehrt  sagen,  sie  sei  die  rtll gemeine 
Gleichung  aller  zu  einer  Ordnung  gehörigen  Linien  odur  Flächen, 
aus  dem  einfachen  Grande,  weiroie  Gleichung  ein  grosseres  Ge- 
biet iinilasst,  das  ausser  den  Linien  oder  Flächen  auch  noch 
andere  Gebilde  enthalt.  So  ist  es,  um  ein  Beispiel  an/ufiibren, 
schlechthin  ungenau,  wenn  man  die  Gleichung;  zwischen  den  Co- 
ordinaten     vom  dritten  Grade 


so  lange  ABC...  lediglich  /(  Irhen  ffir  die  CoefBcienten  sind,  als 
die  allgemeine  Gleichung  der  Linien  dritter  Ordamg  beteachtet: 


« 
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einem  Aggregate  von  drei  gerades  Linien,  die  in  einer  Ebene  lie- 
gen, Ulla  tMn  so  ttnem  Aggregate  von  einer  geraden  Linie  und 
einem  Kegelschnitt  gehört  eine  Gleichung  zwischen  den  Coordi- 
naten  eines  seiner  Punkte  an,  weiche  ebeDfalls  vom  dritten  Grade 
ist,  und  jede  solche  Gleichung  i«t  in  der  obigen  aJ.^meipe9  ab 
ft|isrisHill  entfcskea*  Um  also  Aen^n  stt  sein«  Bia».sfige^ 
'  es  soisB  alle  ebenen  Liniengebllds-^ttsr  (Mswig  in  ^^  .sibigeiK 
nHgsasinen  Gleidkng  bcgriÜBD. 

Eben  no  nnbestrdtbsr  «id  richtig  irt  andit-  dass  eine'TJnter 
Sucbiing  der  zu  einer  Ordnung  eeliOrigen  Linien,  wobei' die  all- 
gemeine Coordinatengleichunt;  des  entsprechenden  Grades  als 
Grundlage  <lient,  nicht  mit  den  Linien  selbst  anfangen  kani^.  £s 
ftbkt  «ftmlicb  die  Definitfen  dieser  Linien  afs  solcher,  indem  da»> 
jenige,  was  durch  die  Coordioateiigleicl^iBg  ausgedrückt  v^ird^ 
sich  nicht  auf  diei^e  oder  jene  Gebilde  aussehliesMicb»  .^Qndern 
auf  alAe  Gebilde  derseibeii  Ordnung  bezieht. 

Bei  einer  solchen  Auffassung  der  Dedeutung,  vielclie'den 
allgemeinen  Coordinatengieichungen  zukommt,  steht  schon  vor 
aller  Untersuchung  als  unzweifelhaTteThatsache  fest,  dass  den  Linien- 
gebilden too  einerlei  Ordnung,  dergleichen  auch  den  Flächengdliilden 
von  elneiltai  Ordnung  viele  Eigenschaften  gemein  sein  .nilSMn. 
Hiervon  ausgehend  habe  ich  in  der  Schrift :  i  e  Fundamental- 
gejsetze  der  höheren  Geometrie'*,  wovon  so  eben  die  erste 
Abtbeilung  in  der  UaLlbergerscheu  Veriagsbandlun^. in  Stutt- 

£art  evscIiieDen  ist,  in  nOg^cbfgrOastsr  VdiMind^keit  .diejenigen 
esetze  zu  entwickeln  versucht ,  welchen  die  gemeinsamen  Eigen» 
schalten  sowohl  der  Linien  —  als  der  Flächengebilde  unterworfen 
sind.  Hierbei  stellt  sich  die  Mannigfaltigkeit  und  die  verschieden- 
artige Matar  jener  Eigenscilaflen  lieraus.  Es  finden  siclk  solche 
E^enscbaflen ,  denen  dne  unbedingte  und  unveränderte  Geltung 
j^OKommt,  welche  also  von  der  besonderen  Beschaffenheit  der 
Gebilde  völlig  unabhUngig  sind;  sodaim  ergeben  sich  auch  Eigeoi 
schatten  von  verfind  >licher  Natur,  welclie  too-  der  Beechaffenneili 
der  Gebilde  mehr  oder  weniger  abhängen.  Insbesondere  erlangt 
man  in  Bezug  aufUeber-  und  auf  Unterordnung  der  gemeinsamen 
Eigenschaften  eine  solche  Einsicht,  dass  auch  nicht  der  mindeste 
Zweifel  obwalten  kann.  Indem  die  Untersuchung  auf  dies  alles 
cingelit,  und  namentlich  auch  auf  die  Modifieationen,  welche  die 
veränderlichen  Eigenschaften  erleiden  kniiiien,  iiihrt  sie  Schritt 
fiir  Schritt  tiefer  in  die  einzelnen  Theile  des  Gebietes  der  zu- 
sammenböxigen  Gebilde,  und  man  hat  endlich  die  individuellen 
CMiiMe,  in  streng  logiseirar  Anordnung  aufgeliOhrt. 

Die  Art  und  Weise,  zu  den  gemeinsamen  Eigenschaften  der 
zu  einerlei  Ordnung  gehörigen  Gebilde  zu  gelangen,  ist  ziemlich 
efaifadi.  Bmdk  die  Veraneeetsong  der  Ceordinatengleicbuiyg  des 
nten  Grades  bat  man  zunidist  das  Mittel  sur  formellen  Bdiand- 
Inn^  der  Frage  nach  denjenigen  Punkten  ,  welche  eine  gerade 
Linie  mit  doem  Linien-  oder  Flächengebilde  de(  nt^n  Ordnung 
geraein  haben  kann.  Die  AnsabI  dieser  Punkte  Ist,  wie  bekannt, 
nicht  grosser  als  n ,  und  man  findet  die  einielnen  Punkte  nicht 
aUein  durch  finnit^ag  ibrer  Coordinatee,  soodera  auch  auf  awei 
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andere  Weise»  >  welche  dareut  berobea,  daas  die  Laee  einer  ge- 
raden  Linia  beattnmit  Wt  «eifiU  d««b  ^/tam  IbrBr  Poakte 
dQteh  Ihre  lUcbtiiiig«  ab  ancli  dofcb  avrei  ibrar  Pankte. 

'  lod«ni  man  did  Lage  emer  geraden  Linie  otler  eieer  Traua> 
toMttlen  T,  welcbe  tln  GeUMo  L  der  nAiv  Onhiung  daneblieliael 
deCt  dureh  Vorauseetzung  ihrer  Riehliing  uod  eines  Punktes  O 
derselben  bestimmt,  ist  die  Muglichkett  darfceboten,  die  Punkte 

Ai,   An*  welche  das  Gebüde  L  mit  der  Traosversalen  T 

eemein  hat,  durch  ihre  Lage  f^en  O  anzugeben:  man  hat  nur 
die  Segmente  0A%,  OA2.'"'ÖAn  zu  bestimmen.  Wenn  aber  A 

iri?cnf!  einer  von  den  Punkten  A^,   A^  An,  also  OA  eines  der 

Segmente  OA^,  0Ar,,...OAn  ist,  so  iasscFi  j*ich  die  Coordinaten 
des  Punktes  A  einzeln  darstellen  durch  da«^  Segment  OA,  durch 
Äe  Coordioaten  von  O»  und  dnreb  die  Elemente  der  Richtung 
*  der  Transversaten  T;  die  Substitution  dieser  Wertbe  der  CoordP 
naten  von  A  in  der  vorausgesetzten  Coordniatengleiebwi^  fährt  m 
«^oer  (Gleichung  für  OA  von  der  Form 

Die  Coefiictenten  M^M^...  dieser  Gleichung  eutbalten  dreierlei 
GrOisen; '  dte  Coeflßcienten  der  vorausgesetzten  Coordinatenglei- 
chung,  sodann  ^ie  Coordinatcn  des  PunkteH  O,  und  endlich  die 
Elemente  der  Richtung  der  Transversalen  7';  zugleich  läsnt  sich 
die  Art,  in  welcher  die  Coefficienteo  Mf^M^  aus  den  erwähnten 
Grtaen  gebildet  «werden,  dureb  ein  Geavts  ausdrtbsbeBi.  Im  FaH« 
L  ein-Liniensebilde  nter  Ordnung  ist»  ^msm  GleiflInDg  aniiihiD 
aeDkrecbton  CoordhMtMi  darcb  den  Sata 

angezeigt  wird,  hat  man  unter  der  Voraussefzunp,  das»  |«  die 
Cioovdniaten  de»  Puoktea  O  seien,  und  das«  die  rraottversaie  ,T 
tn  des  Wlahl»! »  wm  Am  der  x  geneigt  aal,  dua  Bil^aogc^eaetg: 

IH0SCIB  vQlIrg  analoe  Ist  da«  fiiManesgesela  «ao  Mr  Ifr  dw 
f>lt;  <hM  d^  eebible  %  >iB  lUebengeäMe  ist 

Nach  Torsteheader  Biidungsnorm  ist  Mr  m  Ruckaieht  der  Co* 
ordinaten  in  eiae'  OrtMe  4m  rtm  DhBMw,  «o  daaa  ia  die 
Coordinaten  ^  gar  nicht  voikanmen.  In  Jf|  aar  die  efston  Potea- 
lad,  deraelben.  n.  dl  w. 

aind  die  Waraela  4er  abbM 

CdlHebllftg  mr  OA\  '  daher  hat  man  zwischen  diesen  Segaieatea 

ütid  den  Cocfficienten  iVo/Wi  .  -  jen»»r  Gleichung  ein  Systeai  «an 
n  Slitsea«  dessen  allgemeines  Glied  durch  di«  Gletcbaog 
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bezeichnet  wird,  voranegesetzt,  daae  der  Av^druck  link«  die 
Suiume  der  Verbindungen  aoe  OAnOA^,,^,  su  p  Elenenten  an- 
dtnti« 

Der  Pnnkt  O  \h\  hierbei  ale  angenommen  betrachtet.  Ob  die 
Annahme  eine  directe  oder  eine  mittelbare  ist,  bk9i>t  ausser  der 
BeaebtvBg.  Unter  deo  nittelbareo  ABoalmMB  von  O  iet  aller  aneb 

t'ene  zulhssig,  welche  festaetzt,  der  Punkt  O  aoll,  wie  die 
^Inkte  Ai,A^..An  aach  lieeen  mugen,  gegen  diese  Punkte  in  der 
TraDsversalen  T  eioe  solcne  Lage  haben,  daaa  awiacben  den 
fi^^^enten  04if,04:^^-\  <lie  Gleichung 

etMtftedet.  DSeeer  Ferdemqc  nindidi  geeltaen  nach  dem  Vorher^ 

sehenden  die  Coordinaten  aea'  Pnnims  O,  wenn  sie  solche 
Werthe  haben,  dass  JUk^O  wird,  fm  Falle  also  das  Gebilde  ^ 
ein  Liniengebilde  ist,  so  miiaa  der  Forderung  (C)  gem&sa  sein 

Diese  *Gteichung  zwischen  £  und  17  bt  vom  Aten  Grade  und 
gehurt  einem  Liniengebilde  der  Aten  Ordauitg  an.  Von  dic«em 
Liiiiengebilde  moaa  aho  O  ebenfalls  ein  Pifiilct  sein,  wenn  O 
dnrch  seine  Lage  in  der  Ttnaefeffsai^  T  der  gestellten  Ferde^ 
rang  (C)  geniigen  soll 

Welt  das  Gebttde  (D)  von  d^l^^  Aten  *Ordniinf|[  Ist,  so  kann 

dasselbe  A  Punkte  nüt  der  Transversalen  T  gemein  haben.  Des- 
halb enthält  die  Transversale  T  zwischen  den  Punkten  AifA^-'A» 
nicht  bloss  eiuen  Punkt  O,  n^defn  k  solche  Puekte  O,  vqs. 
Am&n  jeder  durch  seine  Lage  die  Forderung  (C)  befriedigt« 

Die  Coordinaten  ^rj  iu  der  Gleichung  (D)  beziehen  sich  über'» 
hanpt  auf  einen  Punkt  des  Gebildes  (i)),  aber  n^ht  noth wendig 
m^.an^chliesaüch  auf  0*  diesem  Grunde  enthäi(  die  Glei- 
e|jytP||.(D)  von  der  tfiansrepsalesi  «T*,  lediglich  den  Wioktl  u.  Es 

nnas  also  jede  Transfersale,  deren  Richtung  durch  u  an<;ezeigt 

ist,  von  dera  Gebilde  (D)  in  h  solchen  Punkten  geschnitten  wer* 

den,  von  denen,  jeder  in  seiner  Lii^e  T  der  Forderung  (C)  genügt 
'  t  '  • 

Wegen  dieser  Eigenschaft  nenne  ich  das  Gebilde  (D)  einen 
zur  Richtung  u  gehurigen  Diameter  der  Aten  Ordnung  des 
Lia««og«bildes  L,  '    ■  1 

.  •  !... 

Wenn  die  Gleichung  (D)  auch  nicht  für  jeden  Werth  ron  u 
einem  Liniensebilde  angehört,  so  sind  unter  aen  müslichen  Wer- 
tjben  von  u  doch  solche,  bei  dfiren  je^Wi.die  Gl<^U;nHag  (U)  ein 
Uniengebilde  beseicbnet 

Ein  Liniengeltilde  L  der  nten  Ordnung  hat  demnach,  und 
zwar  unbedingt,  Diameter  der  Aten  Orduung,  Dies  gilt  al>er  für 
jeden  der  Wc^  kSl,  9,  Jtf^l;  MMh^  fceMiMD  ebeKLIuen. 
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gebiide  L  der  nten  Ürdnuog  Dijunet«  der  •rsten»  zweiteii» 
.^.(fi--'l)toii  Ckdfiung  SU.. 

Dieser  S-d/.  gilt  auch  för  FläcbcM^rchilde  der  nten  Ordnung, 
uur  mit  dem  üoterscbiede,  da««  abdaim  di«i  ^  Diluneter  nicM 
Linim*»  «oBdsm  ehNifaUs  PISdbeBgttbttd*  «ind. 


Ich  betrachte  dud  im  Besonderen  die  Diameter  der  (rt  — l)ten 
OrdvoDC»  w«il  dieaa  Aber  dM  Vorkommen  der  Punkte  P,  von 
denen  oben  die  Rede  war,  beettnunten  Aafschliue  geben. 

Indem  mau  h  =  n  —  1  setzt,  erhält  mau  aus  dem  obigen  Satze 

8~))  fibr  den  m  Ricbtong  u  gebürigeu  Diameter  der  (n — l)teo 
rdnnng  die  Gleiclinn^ 

Hiernach  ittud  die  Gleichungen  jener  Diameter,  ivelcbe  stt  den 
Richtungen  usaO  und  i«=:90*'  geboren,  folgende: 

0=^>.  (b) 

Diese  xwei  Diameter  kOnoeo  einander  durchschneiden  in  einer 
Anzahl  von  Pnnbten,  iMiclie  mOglicber  Welse  bte  zu  (n—l)*^  «n* 
steigt.  Es  ist  aber  offenbar,  dass  die  Coordinaten  jener  Punkte» 
welche  die  Diameter  (h)  und  (c)  mit  einander  gemein  haben,  auch 
der  Glerchnnij  (a)  genügen,  und  zwar  unabhängig  von  u.  Daher 
sind  diejenigen  Punkte,  io  welchen  die  Diameter  (b)  und  (c)  ein- 
ender derebeebneiden»  allen  Dfametem  der  (n— l)ten  Ordnong 
gemein« 

Die^c  Ponkte,  von  denen  jeder  allen  Diametem  der  {n — ])teo 
Ordnung  gemein  ist*  nenne  ich  die  Mittelpunkte  des  Lfauen- 
gehUdes  £. 

Es  sei  O  ein  Mittelpunkt  des  Gebildes  L\  durch  O  sei  nach 
beliebiger  Richtung  hin  eine  Transversale  T  angenommen,  und 
68  seien  A-i....  An  die  Ptniktc  .  welche  T  mit  />  i^einein  hat. 
Dieser  Annahme  geniiiss  ist  O  ciii  Punkt  de«  zur  Richtung  von 
T  gehörigen  Diaroeters  der  (n — l)ten  Ordnung,  daher  muss,  dem 
obigen  Satse  (Q  zufolge,  swiscben  den  Segmenten  OAitOA%„»* 
OAn  folgende  Glelcbnng  statt6nden: 
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Dieser  Glelf  hung  geschieht  Genüge,  und  zwar  ganz  unab- 
hängig von  der  Kicbtuog  der  Transversalen  T,  wenn  0  ein  Dop- 
pelpunkt M'GobHdea  L.  hki'  ^mn  ^hä  ^Mtm  Falle  sind  unter 
den  Segmenten  OAi  ,OA.j,..,.  irgend  zwei  =0.  Demnach  ist  jeder 
Doppelpaakt  des  Gebildes  L  sngleidi  ein  Mittelpookt. 

Im  Felle  O  nicht  ein  Doppelpunkt  des  Gebilde«  L,  also 

überhaupt  nicht  ein  Punkt  von  £»  selber  ist»  kann  man  die  voran» 

Sehende  Gleichung  durch  das  Prodact  aus  allen  Segmeoteu  di?i' 
iren,  und  es  entsteht  der  Sats 
t »  .. 

A  ^  1  1 

Hierdorcb  wird  nun  klar,  dass  die  fräber  besprochenen  Punkte 
P  nichts  anderes  sind  als  Mittelpunkte  der  Gebilde«.'  Eben  darum 
sind  jetzt  auch  die  ^Mittel  bezeichnet,  durch  welc  he  man  in  jedem 
gegebenen  Liniengebil,de .  jene  Punkte  P  wirklich  linden  kann. 

Da  di»'  Kpsfirnmung  der  Punkte  P,  wie  mir  scheint,  nicht 
ohne  Intt  resso  und  Nutzen  ist,  und  dieser  Gegenstand  in  nietner 
oben  erwähnten  ächrilt  nur  kurz  berührt  werden  konnte,  so  dürfte 

oSberes  EinefbfD  in  die  Sache  oiebt  iinervrilnscht  seia.  1^ 
werde  mich  jedoch  auf  Aggregate,  welche  aus  geraden  Linien, 
besteben,  beschränken,  und  insbesondere  die  Bestimmiiog-  der 
Punkte  P  mittelst  Zeichnung  erläutern. 


Ein  ebenes  Liniengehildo  L  sei  aus  rt  gpradni  I.iiiion  zusam- 
mengesetzt, und  es  soUen  diese  Linieo  alle  einander  durch- 
schneiden. 

Die  Anzahi  der  Punkte,  In  welchen  die  n  Lioien  einander 
durchschneiden,  i8t=-^2~  •  «^«der  von  diesen  Punktea  ist  eio 

Doppelpunkt,  also  auch  ein  Mittelpunkt  von  L.  Die  Anzahl  aller 
dem  Gebilde  L  zukommenden  Mittelpunkte  iüt  aber  =(n — 1)*,  da* 
her  ist  die  Anzahl  der  dem  Gebilde  L  angehorigen  Punkte  P, 
d.  h.  jener  Mlttelpnnkte»  welche  nicbt  zagleich  Doppelpunkte 


=(«-rl)*  i72-  -  — r;ä~:  • 

Hiernach  hat  also 

^in  Aggregat  von  3  geraden  Linien   1  Punkt  P, 
,  »  4     „        „3  Punkte  P, 

^      M  t»  ff      1^  »»  >»  Ö  ff  Pf 

n,      •  .n    ^       »•  99      ^0       ff  Pf 


u 

Oi*  CUaabug'  das  TommgeMtitcB  Gebilde*  LkUüe  Vutmi 

Setxt  mao  also  zur  Abkürzung 

so  tät  in  anaerem  Falle 

S       SS  #i  »i^ti^t  •••• 

folglich  die  Gleicbunir  (p)  d^s  zar  Ricbtong,  u  gehörigen  Diame- 
tem      (»— i)teii  <mhuiig  jetzt  IM^ndes 

Diese  GlelchünjT  Ist  vom  (n — l)ten  Gratle,  und  gehßrt  einer 
Lipie  der  (72— ])ten  Ordnung  an.  In  dieser  Linie  liegen  alle  Mit* 
tel^nkte  von  L-,  «ie  geht  siIbq  durch  alle  Punkte,  in  w^cfaendto 
Beetondtheile  von  L  einander  dnrcbsdiaeideD,  und  entbilt  so- 
gleich die     — — Punkte  P.    Man   hat  also  nur  zwei 

solche  Linien  der  (n— l)len  Ofdanng  ao  leichneB«  m  die  Buiürto 

P  zu  erhalten. 

Man  kann  aber  noch  leichter  zum  Ziele  kommen.  Bezru  fineo 
wir  nämlloh  die  Grössenreihe  Fi,F^,...F„ ,  indem  wir  nicht  \oii  F^, 
sondern  überbau|it  von  einem  Gliede  F^  derselben  zu  zählen  an- 
&ngen,  durch 

•  * 

wobol  also  Fff«  mit  Ff  einerlei  Ist»  md  hemerlcen»  dann 

ä^iF^F^i     F^^i)^ F^. d(F^i.F^f^^,. F^n^i) 

ist»  ao  erbalCen  wir  ans  (I)  die  Gleichung: 

4  F^i .  F^t  ...«F^^i  .(cotn-^coti^^). 
IWird  nun  «asA^  angenomraen,  so  folgt  hieraus 

Der  sor  Richtung  wssk^  gehörige  Diameter  der  (a — l)ten  Ordnung 
Ist  blefaadi  ein  Aggregat,  bestebeod  aaa  der  ger adea  Linie 
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aul       der  Lioi*  der  (h— 2)teD  OrdooDg,  welcher  die.jlJiiiiaMPDy 

I 

angeti5rt.  Ht*  tADle  'F^tttO  Iftt  «hl  Beefmidtbeil  L,  ttnd  eot- 
hSlt  daher  n^I  I>Appeli)unkte;  die  Übrigen  Doppelpailite  Wie 
die  Punkte  P  mäaeen  also  in  der  Linie  (11)  liegen.- 

Hiernach  reichen  iwei,  nach  der  Vorschrift  dee  Sattes  (II) 
gebildete  Lioieii  Un,  um  die  Punkte  P  zu  befitinimen*  Ihrer  Glei- 
chung zofoli^e  wird  aber  eine  Linie  (II)  auf  folgende  Weise  ge- 
funden; man  betrachtet  irgend  welche  n — 1  Linien  oder  Bestand- 
thcile' dek'.GeUldii .  eis  ein  besoiideree  Aggregat,  und 'eueht 
fiir  dieses  einen  Diameter  der  (n— 2)ten  Ordnnng,  und  zwar  jenen, 
welcher  zur  Richtung  der  nten ,  in  das  neve  £^regat  nicht  auf- 
genomnieneo  Linie  ?on  L  gehurt. 

■  , 

«  ,  1.1 

leb  >irinde  aicb  noii  M  Beetinnveg  der  Pkmkte  P  tafctelel 
ZekhiiMg« 

Zunächst  kommt  es  auf  die  Gewinnung  derjenigen  Mitte!  an, 
durch  welche  die  AnilOaung  einer  Aufgabe  möglich  Vird»  weiche 
so  lautet: 

Das  aiHi  n  geraden  Linien  zusammengesetzte  Gebilde  L 
werde  von  mehreren,  zu  einander  parattelen  Transver- 
salen TJ^  T" ...  durchschnitten ,  und  zwar  von  T  in  den 
Punkten  AxA^...  An ,  von  T'  in  den  Punkten  A\A'^..A'h, 
von  T"  h\  Acn  fiinkten  A*'-^"^.  .  A"n^  u.  8.  w. ;  man 

soll  iu  jeder  vua   diesem  iraiMiversalen  TV   jene 

Punkte  annben,  durch  welcbe  der,  snr  Richtuog  dieser 
Transversalen  gehSrige  DieDieter  der  (»~l)teik  Ordouog 
gehen  muss. 

Vebtkfe  «Iw  AuflSsuDg  dieser  Aufgalie  bezeichnen  wiriforläufig 
dnfdi  O  einen  von  jonen  Punkten,  welcbe  die  Transversale  i 
mit  dem  geauchten  Üiameter  gemein  bat,  eben  so  durch  O'  einea 
von  jessn  Punkten,  welche  T  mit  dem  Diameter  gemein  ba^ 
««  w,: :  Unter  dieser  VoniMNietsuig  bat  man  als  Aiibnit  die 
Gieicbungen: 
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*MaD  wähle,  uucli  VVillkühr,  in  T  e'uieu  l'uokt  A,  in  T'  eiaeii 
Punkt  X\  iD  r'  «ioen  Punkt  n,  n.  w.,  to  ist,  algebntoch 
genoniBiai, 

<y'A\=:X''A"r^X"<y,^ 

Pfiiurt.  mao  die  bieruM  sieh  er^rebendno  Wertl»  ODr  OAi, 
OA^  in  den  vofangdinndcn  Gieicbnngw  «in»  no  «fgelMm  «en 

folgende  SäUei 

0»"^!  i—lf*^0^»-^^^^^^^,{XA\  X'A'^...  XA'nYf^, 

tt.  n.  w. 

Die  Punkte  AiA^.  .-,  A\A'^....  sind  in  jedem  Falle  gegeben; 
du  nun  die  Punkte  Ä  X'....  duren  beliebige  Annahme  fe.sti^estcllt 

H-erden,  80  sind  in  jedem  Falle  die  Segmeute  XAt,  XA<n,  

X'A'it  X'A'»        ebeiifalU  gegebeo.  Die  Towtebenaen  Gleichnn« 

gen  neben  nTee  direct  die  Weftbe  der  GrOeaen  XOy  X'O*^,.  Es 
ergeben  sich  aber  für  jede  dieser  Grossen  w  — 1  Werthe.  und 
durch  diese  sind  iu  jeder  Transversalen  diejenigen  n — I  Punkte 
bestimmt,  durch  welche  der  zugehörige  Diameter  der  (n— J)te& 
Ordnnng  gebt 

Die  Auflösung  der  vorstehenden  Gleichungen  wird  vereinfacht, 
wenn  man  die  Punkte  XX'..,.  so  wählt,  dasa 


(XI,  XA^  XA^Y\)^0\ 

{X'A\  XA'^...X'A'nV^^d 

U.    S.     iV.  I 


(Iii) 


Unter  dieser  Bedingung  liegen  die  Piüilite  XX'  X" ......  in  einer 

geraden  Linie,  In  dem  cor  Kiobtung  der  Transversalen  'TfT**,„, 

Sehorigcn  Diameter  erster  Ordnung  des  Gebildes  L\  es  werden 
aber  durch  «wei  Punkt*»  XX'  die  übrigen  bestimmt.  Diu  aber 
diese  zwei  Punkte  %u  ünden,  nehme  man,  nach  WiUkfihr,  in  T 
einen  Punkt  V  mA  In  T*  einen  Pankt  tJ*  «n«  und  bemeriin»  dnsn 

XAr=^ÜAr^üX,  X'A'f^ü'Jtr-'V'X* 

int,  eo  fiUlt  in  die  Angen,  dass  den  Gleicbuogeu  (III)  gemisn 
alein  nnwa 

n.  (ÜX=zUÄ,  +  VA,  +  —  +  VAn  j 
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lo  Polffa  d«r  AnnaJimen  (III)  faUeB  In  den  obigen 'Gleichiingeo 

0=n.  A'0^>  +  (ii-2) .  A'O-» .  (^ili    Ä'^ ....  A.l«)(a) 
-.(«-^) .  A'O-^ .  f  XAi    XA^ ....  X'M^3) 


und  eben  solche  Gieicbu^geo  (üx.XO!,  X"0'U.^, 
Wegen  (110  tet  ab«»  «nflk 

+  3.(  VJ,    A^2...AJ„)(3)  =  X/<i«  + A^a3  +  ....  +  AJ,», 

■  .      V.    8.    w.  '    ■"      .    , .    .  \ .  ,  . 

aithio '  •  • 


Die  CuefTirienten  dieser  Gleichurif^  lassen  sich  nun  leicht  auf 
diejenige  Form  bringen,  weiche  für  die  Auil&eiing  am  pasfiend- 
^ten  ist.  , 

Man  xeichne  (Taf.  I.  Fli?.  6.)  einen  Winkel  ZA'Q  von  be- 
liehiqer  GtSssc,  nehme  auf  dem  einen  Schenkel,  von  der  Spitze 
A  ab  gerechnet,  ein  Stüclt  XZ  von  beliebiger  Grosse,  und  trage 
dann,  ebenfalla  von  A^  ab»  auf  jedem  Schenkel  eines  der  Seg- 
mente.auf.  Angenommen,  es  sei  das  Segment  XAr  auf  jedem 
Schenkel  aufgetragen,  und  dadtir<  h  auf  dem  einen  Schenkel  der 
Pi^kt  X>«u  aMf  dev»  anderen  der  PuuUt  Q  bestimmt,  al^^o  XQ 
^XAr,  80  ▼erbiodo  man  Z  mU  Qt  and  liäbo  doreh  jir  die  Liaio 
.^jMU  parallel  zu  ZQ\  ferner  verbinde  man  Z  mit  Zr<>),  und 
ziehe,  parallel  zu  ZZr'*\  durch  Ar  die  Linie  ArZy  '^)-,  weiterhin 
verl>>nde  man  Z  mit  Zr^^^,  und  ziehe  wieder  durch  4r  die  neue 
Linie  JrZrf»>  parallel  n  ZZr{,,;  u.  a.  i«.  -      .  • 

TheU  XVI.  « 
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Unter  «lieiw  Voraussetzung  hat  man  gwiaclwii-dc«  S^ggente 
XAr,  der  willlKlbrIicbeD  Läng«  XZ,  und  M  «linMi  ;AAiV^ 
XZt^\..-  folgende  Gl^haogen: 

mid  weqn  man  dicte  durch  JMbltipjieiilSoii  T«llMaf ^  .«o  ergiebt 
•ich  der'SatS! 

•  XA9^^-XZ^,XZr^). 

♦ 

Verfthrt  man  also  in  Being  auf  jedes  der  Segmente  XAx,,., 
in  der  angegebenen  Weise,  behält  aber  die  wiUkfibrliche  Länee 
XZ  unverändert  bei,  und  sucht  nur  die  entaprecheoden  Stück© 

ÄZi^e),  AZ«(e),  ,  80  ergiebt  sich  «r  die  ü^wftragjing  der 

Summe  gleidift  Potenien  von  den  Segmenten  Z4i*  X4|...  ^di» 
Nonn: 

JTil,  f  + » + .... + XAn(t^^ «  XZ9 .  ( A        jrZ,W + ... + XZm^), 
wohol  lu  bemeii^aif  das«  in  der  Summe 

JCZi(e) + XZ^^)       -I- JEZafW  * 

das  Stück  XZ^0  eben  das  Zeichan  -|-  oder  eKbftltt  weiches 
der  Potenz  Xä^^  zukommt. 

Diese  RcductionMrt  in  ihrer  Amvenduog  auf  die  Coefficienteii 
der  obigen  Gleichunc^  (V)  für  XO  führt  dabin«  dass  jeder  Coefii- 
ci«nt  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

.  XZß.l 

ersetzt  werden  kann,  wo  1  eine  einfache  Linie  Ton  heetimmter 
Länge  ist,  und  die  Gleu  luing  flir  XO,  wenn  man  XZ=p  setzt, 
in  Riicksicht  auf  Form  nodlBenchnllenheit  der  Coefifiien^en  fe(* 
gende  wird: 

0«»  JCO— »-|i.«.AO»-»— f>a.6.X0«-*— |i^.c.AO»-^-  —  (VI) 

.   ,  ■  j 

Ee  kemnt  seMiainKch  dainf  nn,  die  Wnneih*  dhüi^  Qhb 
dmng  dweh  Mchnnng  wa  huitm 

Zu  dieaem  Ende  betrachtet  man  die  Gteicbimg  (V)  als  da* 
diatb*4MitetU(ien»  dsee  sAe  «»ei  Gleiehungen  mit  »nfl-iinhekii*» 
ten  Grünien  s  f  die  etoe  dieser  OttesM  ellmiidrt  weiden.'  ist 


.  d  by  Googl 
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di0  eine  dieser  Gle^ebmigen  vom  mten,  die  andere  vom  mfteü 
Grade,  so  wird  die  aus  der  Elimination  herrorgehende  CIcirhnng 
vom  ni,m'ien  Grade,  oder  aucb  vom  (/n.m'— l)teo,  wenn  der  Coel- 
ideot  des  letiten  Gliedes  =0  ist.  Man  liat  also  vor  Allem  die 
Werthe  von  m  und  m' so  festzusetzen,  dass  m.m'  entweder  =11— 1« 
•der  doch  =n  wird.  Die  Coefticienten  der  einen  und  der  anderett 
CileUshung  t^ind  aber  so  eU  witfUtei^  dsiSs  daa  Hesuitat  der  £iimm» 
tion  mit  (VI)  eiueriei  wird. 

Jpf?e  dieser '  aivei  Gleichungen  betrachtet  man  nun  als  einer 
krummen  Linie  angeburig,  in  (Ter  Wfise  aber  ,  dasn  die  Coordi- 
uatenaien  der  einen  züglcich  die  A^eu  der  andüreü  Linie  siud. 
Diese  l^ien  zeichnet  pao  so  weit  als  nntbig;  am  die.Duteli- 
8chnitt8j)unlcte  derselben  zu  finden.  Von  den  Coordlnaten  die- 
ser Durchschnittspunkte  sind  die  r.n  einer  Axe  gehörigen  zugleich 
die  Wertbe  von  JlO^  und  ^ar  die  a  oder  die  je  nachdem  y 
oder  m  dmeh  Elininatioii  eotferot  w«rd«ii  buim^  mii  dl«  GidclMiiig 
(Vi)  als  Resoltet  tu  erhaltm. 

Die  Döthigen  Consfaructionen  gestalten  sieh  in  der  Anwendung 
fiavlicb  einfacb.  Zonichst  ist  nar»  dass  man  die  wHIMriiclii 
Linie  XZzsp  Dir  alle  Tmasve^saleo  TTT".,.,.  unverändert  bei- 
behalten kann.  Ferner  kann  man , '  wenn  XO^y  gesstlt  inrd« 
«Li  die  eio^  d«r^  beiden  l^ieicbungen  tolgindtf  o^httMBD    ' ' 

so  dass  man  filr  alle  Transversalen  auch  mit  einer  einzigen  Pa- 
nM  aosfclcht»  nnd  nqr  noch  die  za  jeder  Tnosversaleii  geb9- 
ilge  svreile  knunme  Linie  «t  bestlnuiien  bleibt 

Zar  Eriiiiteniaf  nag  die  Betracbtseg  einiger  Fälle  folge«. 
Brater  FalL  Weftn  nasS  ist,  so  erbilt  man  ane  (VI) 

1d  dieeen  MlftvilUt  dait  Prfdilel  pm.  dnrch  ein  Quadrat  zu 
eraetaan,  and  es  sind  dann  -|-  ^  ond  — A  die  Wertbe  tos  XO, 

?iweiter  Fall.  Wenn  nsd  ist»  so  wird 
■  ,.f 

0=:  XO'—i».«.  JTO— . 

Diese  Gleichung  i«t,  wenn  man  XO=:y  setzt,  das  Hesultat  der 
fiUaiinatioo  von  x  aus  den  Gleichungen; 

0 ^> — (pi^a)x — 6.3f ; 

von  vf'elchen  die  zweite  einem  Kreise  angehört,  des«en  Mittel- 
ponkt  eine  solche  Lage  bat,  dass 


seine  Abadsie  (ar)  Ä*^-» 

6 

^    Ordioate  Qf)  =g  * 

Der  Kreis  gebt  durch  den  Scheitel  der  Parftbel,  tod  dem  ab  die 
Coordinaten  gezählt  werden;  daher  ist 

,  der  Radius  des  Krflisss         ^^Et^j-jtL.^ , 

Dritter  Fall  Wenn  iis=S  ist»  also  iiaeb  (VI)  dUe  «nfim- 
ISsende  Glcdehimg 

0  =  JTO*  ~  p.a.  A  A  O  — |>».c , 

so  sind  die  IläUsgleicbang«D: 

die  sircite  gehört  wieder  eiiiem  Kraiae  aa,  rm  daaaan  MMr 
ttlpunkt 

die  Abacisaa  (or) 

„  Ordinate  (y)  =| 
ist,  und  deaaea  Radius 

Vierter  FalL  Die  n  ks:6  gebOiig«  GlelclMDg 

OzsÄO^-p.a.XO*-p^.b,XO^\c.XO-pyd 

iat,  wenn  man  XO=y  setit»  daa  Reaultat  der  Eliminatioa 
X  aua  den  Gleichungen 

n.  a.  w. 
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In  Tai*  II.  Fi|^  1.  ist  eta  Aggregat  von  vier  geraden  Linien 
AA\  BBf^  CO,  Otif  v^rausgeseUt,  welche  alle  einander  dorch» 
schneiden.  Fin  solches  Gebilde  hnt  neun  Mittelpunkte,  unter 
diesen  aber  nur  drei,  welche  nicht  zugleich  Doppelpunkte  sind. 

Behufs  der  Bestimmang  dieser  Punkte  sind  zwei  Diameter 

(Tntfpr  Ordnung  des  Gebildes  zu  Ufilfe  genonmicn,  und  zwar  jene, 
welche  zu  den  Kichtongen  der  Linien  AA'  und  BIS  geboren. 
Der  erste  von  diesen  Uiaioetern  besteht  aus  der  Linie  AA'  und 
ans  dem  zur  ffiebtong  von  AAf  gehörigen  Diameter  zweiter  Ord- 
nung de«  Aggregates  der  Linien  BB',  €V,  BD  -,  der  zweite 
besteht  aus  der  Linie  fiB'  und  aus  dem  7mt  Rirhttmg  von  B& 
gehörigen  Diameter  zweiter  Ordnung  det»  Aggregates  der  Linien 
AA'f  CO,  DD*.  Die  erwähnten  Diameter  zweiter  Ordnubg  enndf 
Hyperbeln,  und  zwar  sind  aa  und  a'u^  die  Zweifle  der  einen,  ßfi 
und  p'ß'  die  Zweige  der  nnderfn  Hyperbel.  Dioc  hyp^^rholischen 
Zweige  durchschneiden  cinaiKhir  in  flen  Punkten  P  P'  und 
diese  sind  die  gesuchten  drei  Mittelpunkte  des  vorau^igesetzten 


Um  die  genannten  Hv'perljeln  graphisch  zu  bestimmen ,  sind 
zunächst  die  zu  den  Richtungen  AA'  und  BB'  gehörigen  Diame- 
ter erster  Ordnung  aa'  und  bb'  gesucht  wordeo,-  naeli  Anleitung' 
der  Sätze  (IV)  für  den  Fall  m  =  3.  Der  Diameter  aa'  gicbt  in 
jeder  zu  AA'  paraHefen  Transversalen  des  Gebildes  {BB,  CO, 
DU)  unmittelbar  den  Punkt  X  an,  von  welehero  ab  die  verschie« 
deoeo  Segmente  geslfalt  verdeii:  daa  Aaaloge  gilt  ?on  dem  Dia« 
metor  bb^  in  Bezug  auf  die  Transversalen  des  Gebildes  (AA*, 
CO,  DDf).  . 

Angenommen,  das  Gebilde  {BB,  CO,  Uly)  werde  von  einer 
TwAA'  parallelen  Transversalen  \\\  den  Punkten  geachoit- 
tcu,  so  hat  man,  weil  A  in  aa!  liegt, 

und  nach  (V) 

0=  jro*  -  \.  (jr^i« + XA^  +  XA^^ . 

Sind  nun  die  Punirte  A^  A>^^  von  «inander  Terscliieden,  so  sucht 
man  durch  Zeichnung  die  ^ypoteoiiBe  L  des  rechtwinkligen  Drei> 
ecke«,  dessen  Katheten 

Xli  and  y{XA^^XAf^ 

sind,  sucht  femer  den  sechsten  Theil  L'  von  X»,  und  bestimmt 
endlich  die  Hynotenuse  k  des  rechtwinkligen  Dreieckes,  dessen 
Katheten  elDanoer  gleich,  jeder  aber  ss£r'.v3,  ab  wird 

jKO»-i*=0.  d.  i.  jra=dtA. 

Fallen  von  den  drei  Punkten  J,  A^  A  3  zwei  zusammen,  d.  n. 
gebt  die  Tranaveraale  dorch  einen  Doppelpunkt  des  Gebilden 


22 

Das  in  Bezug  aaf  den  Diameter  des  Gebildes  (ßB*,  CO, 
l)Ü')  Bemerkte  gilt  «icb«  mutatis  natotuUs*  für  4a8  Cbibiide 
{44',  CC\  DI}'). 

In  Ilezag  aqf  die  Lage  der  Punkte  P  P*  P"  ist  noch  Folgen- 
de zu  bemerken.  Piircb  die  Linien  A4'»  BB',  CO»  ßD'  wmr. 
4#o  drei  Hiolnnitticke  bestimmt,  zwei  Direiecke  und  ein  VieRUfi^ 
Wwdbe .nfilfli  elnwider  liegen,  so  daas  keines  als  Theil  des  an- 
deren geoomraen  werden  kano.  In  jedem  dklMi  ffj&pbpnrtflyirw 
liegt  9jm  «ifwr  yp»  den  FuDkt»ii  P  P' 

An  einem  Gebilde  Ton  flbif  gem^n  Lioi?o ,  welche  alle  elo- 
ander  durchschneiden,  und  zwar  in  10  verschiedenen  Punkteu, 
kann  man  sechs  solcher  Flächenstücke  unterscheiden,  weiche 
neben  oder  ausser  einander  liegen,  und  io  j,edein  dieser  FjilUdien« 
Stacke  hat  Ainor  von  den  eeelSi  Ifitltlpiwmi»  ^^Mß  Am  ^ 
bilde  xnbpnmien,  mIm  Stelle. 

AeMlehfs  gilt  vqo  d 


Lage  d 
denldBi 


-1     ■  WS., 

VWfge  ffemerkangen  Aber  loii:odra- 
wtoelie  BräeclLe  Im  ASlireiiiefiieii. 

dem  H  e  r  -a  'a  8  ig  «  b  'to-t. 


In  meiner  „ Loxodrom  ischen  Trigonometrie.  Ein  Bei- 
trag zur  Mantik.  Leipzig.  1'649.''  vab6  ich  uur  toldie  4ezo- 
ätmüdbe'Dn^Mktt  'birtracbfel,  die  auf  der  Oberflaebe  Am  Ei4' 
elltpsoids  von  einer  tnodrombrnben  Linie  uod  den  betUen  Kwiscbeto 
deren  Endpunkten  nnd  dem  positiven  Pole  des  Erdellipsoidg  lie- 
genden Meridianbogen  begränzt  werden.  Die»  ist  ^anz  mit  Ab- 
siebt geschehen*  H-eil  nur  solche  loxodroniiecbe  Dreiecke  in  der 
Nautik  znr  Betrachtung  kommen  und  für  den  praktischen  Gebraucb 
in  derselben  von  Wli  btl2;kc'!t  wind,  Ith  aber  fiaboi  aucb  Jie  Ana- 
logie mit  der  »Sphäroid ischen  Trigonometrie  im  Äuge  hatte,  wo 
man  znnScbat  aucb  nur  solche  Dreiecke  zu  betrachten  pflegt» 
welebe  anf  der  Oberflftcbe  des  Erdellipsoids  Ton  einer  geodStiaehen 
oder  kürzesten  Linie  und  den  beiden  zwiedien  deren  Endpunkten 
und  dem  po<;itlven  Pole  des  Erdelli^iisoids  liegenden  Mendianbo* 
geo  begräDzt  werden.  So  wie  man  abier  namentlich  in  neuerer 
Zt^  beketintHch  viele  mericvrilrdige  Uotorancbaogen  Aber  jott 
drei  geodätischen  oder  kürzesten  Linien  belaste  Dreiecke  an- 
gestellt  bat,  so  führt  auch  die  Betracl^tung  von  Dreiecken,  welche 
auf  der  Oberfläche  des  £rdeinp9oi^s  von  drei  ioxoilruraischeo 
Linieu  eiagmiehbicaeQ  werden,  zui  maDchen  nicht  ganz  uolutereas- 
eanten  ReselMtM»  die  aber  für  dienautUcbe  Praxi«  keine  Beden- 
tung  babf^n,  nnd  daher  der  Tcinlciiz  meiner  oben  jjcnanTiteri ,  na- 
mentlich auch  für  wisseiiechaÜlikh  gebildete  Seeleute  bestimmten. 


und  deshalb  vorzugsweise  nur  dae  auf  der  ^ee  Anwendbare  ge- 
«mM  mm  M  tagen.    Dm  4lMMtetMen  Utamni 
wUl  kb  aber  in  den  reflieiDwü«  ^nfealte  iehtfg»  Biiaiiadlanin 
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solcher  allgemeinereo ,  von  drei  losodrömUidbeD  Linien  auf  der 
Oberfläche  des  FrdelHpsokU  ein^cschlosseoen  loxod römischen 
Üreiecke  entwickeln,  und  werde  mich  freuen,  tveon  dadurch  viel- 
leicht einer  oder  der  andere  Leser  des  Arehivs  diesem  Gegen* 
Stande  weiter  nachzugehen  veranlasst  werden  sollte,  da  mir  selbst 
jetzt  das  wirklich  in  der  PttJÜß  Anwendbare  näher  liegt. 

Fs  mn^xnn  daher  jetzt  Aq,  At,  A^  drei  durch  loxodromische 
Linien  auf  der  Oberfläche  des  Erdeüipsoids  verbundene,  und  da* 
her  die  ISpitzen  eines  allgeaieinen  loxodromischen  Dreiecks  dar- 
stetleede  Punkte  sein.  Die  Liegen  und  Breiten  dieser  Punkte 
solieo,  iedem  ich  alle  in  meiner  MLoxodromisdien  Trigono- 
metrie" gebrauchten  Bezeichniini^en  wenirjstens  in  analoger 
Weise  auch  hier  beibehalten  werde,  re^pective  durch  jL^  I^a; 
L],  Bi;  1*2,  bexeicliDet  werden.  Den  von  einer  loauMinimi- 
Bcnen  Liole  mit  den  sämmtlichen  Meridianen  eingescliiossenen 
Winkel,  welcher  nie  j^rHsspr  als  180"  und  stets  so  ircnomnien 
wird,  dass  er  von  den  MeridiaiKMi  au**  nach  der  Seite,  nach  wel- 
cher im  Ae(|u<ttor  dieLängeu  von(>^  bis  360^*  gez^Uhlt  werdeu,  von  der 
loxodromiscben  Linie  aus  nachder  Seite  des  positiven  Pols  des  Erd* 
ellipsoids  hin  liegt,  habe  ich  a.  a.  O.  S.  17.  Nr.  4.  den  Ours  ge- 
nannt Nach  diesem  Begriffe  sollen  im  Felgeoden  die  den  iozo- 
dromischen  Linien  oder  Distanzen  * 

j^A^^t^t  Af^Aff^iit  JS^Af^t^ 

entsprechenilen  Cur.se  respeclive  durch  &i»  bezeichnet 
werden.  Die  Längen  sollen  in  der  Ordnung  I^,  I^i,  im  Fol- 
genden snfirteigeDd  oder  wsclisend  geordnet  sein. 

In  Taf.ll.  Fig.2.  ist,  wenn  wir  uns  die  Längen  ven  Ao  aas  nac^ 
der  Seite  von  Ai  und  A^  Hin  ^f  z'ililt  denken>  nttdl  der  6mdr 
eigeusdmft  der  loxodromiscben  Linie  oifenbsr 

ifCAi  A^  A%^Bi  — «  . 

^<^Ao  A^  Ai  =  Bq — Bx 

oder  '  * 

* 

^Ai   ^0  ^2=03 — Ö|  , 

^A^  A,  A^z=:\m'-{B^B^, 

4 

also,  wenn  man  In  beiden  PMIen  addirt: 

■ 

^A^A^A^^^^A^A^A^-{^jLAi^A^A^—m',  

oder,  wenn  wir  der  Kdrze  wegen  die  Winkel  des  ImsdfMnlsdM 
Dreiecks  A^A^A^  btoss  doch  A^  Au  A%  beseiebnen: 

■ 

welche  Kiü;enschart  also  das  allgomcine  loBodfomiecbn  Dteieek 
mit  dem  ebenen  Dreiecke  gemein  bat 


^  kjui^  o  uy  Google 


Ferner        nach  den  Formeln  36*)»  meiDCS  ML»oxodiojaii* 

bchen  T  riguuuiuetri e.    8.  32.": 

'^1  du 


•  ,1 1* 


und 


.'Iii./ 
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Ato  iit,  wia.iWiMgleiAHliwAiAdafloil  Andtl: 
«od 

j^cos^ — #1  cos     +  «i  COSÖi = 0 

oder  .    .         i'"-  ' 

wo  man  auch  die  Ä^lpgie  dieser  letzten  Gleichung  mit  einer  belouitt» 
teo  Formel  der  ebeneo  Trigonometrie  sogleich  erkennen  wird. 

Ferner  ist  nach  der  Formel  53)  meiner  „LexodromUdien, 
Trigonometrie.  S.  39.": 

1 

1        '  1  

L^^I^^U^  i  tMig(45«-|-|^ 

f..  •      /  1 

\         1  1  

Lo— =  tau^e  J  taug  (45«  +  ^  i^i) 

^    l  ,  (l+esiDgo)(l-gsin^)1 
""5*^'  (l-«iBÄo)(H-«iiiÄi)i 


also  durch  Addition» 

«.  » 


I 


(1  -ssinJS^)a4*e«i»^t)i 
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•  I    ^  ,(l  +  gaiDig(l~g8m^o)\ 


tane(45o+|/f^) 
j  ^ 

T    1  .(t+g8ingo)(t.^sinJgi) 

Für  €szO,  d.  h.  Or  den  Fall  der  Kogel«  ist: 

taiig(45o  +  2Äi) 


1  / 


tapg(4fio+J^ 

li|'*^fFteii|^#]I  1— — » 

taDg(4ö«»i.Jfi;j) 

id  MB  maa  addirtt 

"  ^g(46»+iÄ,)    '  '  '  ltog(45o+,U^ 
Ostang^l  1  +  tangakl  t  


28 

0s(ta86b-taiig^>  ltaiig(4&''-ft-^i'i) 

1 

+  (tang0,— tangöo)*  tang(46«  +  gifi), 


oder 


0=8in  (00-60  cogÄ.ltang<4fie+|B0 

t 

För  e=0,  (1  i  fiir  rlon  Fall  der  Kugel,  ist  auch  nach  der  Formel 
63)  meiner  „LoxodromUchca  Trigonometrie.  S.  41." 

1,=   o  (Äj  -  Ä«)  sec  6j ; 

woraus: 


  I 


coe6a=^^^,  ^Scoa6t= — ^ — 0080.=   I 

aUo  nach  dem  Obigen: 


oder 


+  sin  (B^-e^  l  toDg  (450  +  ^^^) 

^^^=^  sin(6>a-  öo)»  tang(46o  +  xBi) 

'  5c&8in(6a-eo)  »tang(45«  +  ^^) 

-^-ft         -  e«)  1  f aiig  (45»  -I-  i  Bo) 
»o 

5l±5o8io (00  -  e») l  tang(45o  +  } 


folgt 


I 
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Wir  wollen  jetzt  aucli  den  Flächeninhalt  Ioxo(! römischer  Drei- 
ecktt  die  aui  der  Oberfläche  einer  Kugel  liegen,  liesliuiiuen,  und 
fai  dieser  Besiehang  zuerst  bloss  solche  loxodromische  Dreieck« 
betrachten,  welche  yon  einer  loxodromischen  Linie  und  zwei 
durch  deren  Endpuntcte  und  dpn  positiven  Pol  der  Kyigel. geben- 
den Meridianbogeo  einges<^los8ea  werden.  '  '  >' 

Der  FiScheninhalt  der  der  Breite  5  entsprechenden  sphäri- 
schen Calotte  ist  nach  bekannten  Elementarsätzen  von  der  Kugel, 
wenn  wir  den  Halbmeener  der  Kugel  wie  früher  durdi  a  beielcfanens 

2a^  ff  —  2a  .  asio  Q  =s  2a^  »  (1 — sin  q) 
ss2a*«|l^eo8(90o-.3)|=^4aS9vein  (450— ^c3)* 

Sind  iura  »,  o  die  Liege  and  Bf^elte  ^es  Endpunkls'  (hu'  dem 

Sinne  der  Richtung  Ji^fnioTrimon ,  narh  welcher  die  Längen  gezfihlt 
werden)  der  das  loxodromische  Dreieck  von  der  obigen  Beschaf- 
fenheit, dessen  Flächeninhalt  wir  durch  <S  bezeicboeo  wollen, 
theiiweise  hegränzenden  loxodromischen  Linie;  eo  erhellet  mittebt 
einer  einfachen  Betrachtung  sehr  leicht,  dass  mit  desto  grCaseKt 
Genanigkeit,  je  o&her       und       der  iNoll  kommen j 


1      An  *  1 


oder 


^  -^==2a*  sva  (45«  — ^  ü)*^  w  —  ^    cos  ü  A  »-4  5» 


also 


'       •  .1. 

||=:2aVm(45ö-.|5)«||-.2-r'*^**«^  ^« 

■  *         '  ' 

ist  LXsst  man  nun  sieh  der  Noll'  nlfaem  und  geht  su  den 
Grinsen  Aber»  so  erhilt.man  auf  der  Steile  die  Gleichnnc 

Weil  nun  aber  nach  der  Formel  20)  meiner  „Loxodromischen 
Trigonometrie.  S.  28.'«  im  FaUe  der  Kugel,  d.  b.  fiir  a=6, 

a 

8i5*~  ensiS 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergebenden 


0t»  ^         2   ^  COSQ 

oder 


'  •    .  '«Ii 


wo  bailltlfeil  6  eine  coii»tiiiito  Grtee  ist.  Abo  isii  irene  6,  A 
die  Breiten  der  beiden  Endpunkte  der  das  loxodronrisdM  Dlflie« 
Hi^«*rei<e  betriHMiideti  ltixi»drö)iiMelren  Linie  ninif;  ' '  . 

ot}^4  .^eiL  tm^  d^m  Qbige» 


sin  (460- j  5)«  ^ 


ift: 


NoB  ist  aber 


%       ■  » 


I]  ». 


=  ^  jl  (1  +  sin  ö)  —  I  (1  -  sinö)) 

1 

^  t  .  t  -     1  €08(450— ö5)« 


.  ;  I'. 


,  «.  - —   -eiiitt* 
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'         taDg(46o  +  iÄi) 
/    see5do=:l-  -|  , 

»'"♦  «   t<  ••  J  1-1  •  ■•  j  .  ■       *'  ,     .  .; 

.  Vir.  .  ••  .  •■'  .»  •!■ 


tangd)  üCi):=— I 
 ■  *    • . 


*  •  *  ■ 


folgUcfa  Dach  dflqtPMg^ 
oder  t 

•i  *    ,  , 

Es  Ut  aber  auch 

Mir=8iii^<> +£0^28iD  (450  4- ^  fi)  COS  (45<> -f  l^iQ» 

IbisUcli 

oo«^tang(45o +iÄj=3«in  (45«-f-^iBk)?; 
I 

und  4ahflr  nadi  dm  ttikMs* 

.  •,'■ 
SsSa^teiiSei  1  
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■ 

coa(45o— 

SssÄn^tang  0 1  j  . 

.  .  '  co8(45o-2  ^) 

Bezeichnen  wir  jeUt  den  Flftcbeoinbalt  des  loxodromiscbeD 
Dreiecks  Ao  A^  infaf.  11.  Fle.3.  durdi  F,  m  ist  in  dem  ersten  dar 
beiden  io  der  Eigur  dargestellton  FSlJe  nach  dem  VerbergeheiidiB: 

coe^taog(46o+i-iy 

F=:aitaiiga,i  1  

eoei^  taiig(4504.g£^) 

r 

,   T-fl^taageol  )r — 

coe^itang(48«+^i%) 

co8^taog(45o -f  g^^) 

—     lang  0^1  ^ 

cos  /^o  *an§  (45"  -|-  ^  -Ü^) 

alao,  wie  «ogieicli  io  die  Angea  täilt: 

i 

.   J  ,   ..V  tang(4Öo 

•      '   '  ^ajiitailgeol— ^^^-^  1  

taog(4ß«  +  ^BO 

•  ,  ,  '  taug  (450 

+tangÖ4l^  {  

taog  (450+^^3;,) 


1 1* 


tMlg(4ß?  +|ri^)  I  ,  ..■   *  U 


•ftang^l  - 

..  •  ,    :  >iig(45<»+5ilo) 


Nacb  dem  ObigantTeracliwilidet  aber  der  ganae  streite»  ab- 
geiegeoe«  Tbeil»  «id  es  ist  also: 


i^iyuL_u^  Ly  Google 


II 

Aach  indflt.MfD  mMelsl  des  Obigen  logleich: 

»Iii(45«+Jä,) 
F^rsVttangdol  i  

«in(45»  +  ^^a)| 
+taiigejl  r  


4<Mlg^^  — I — 

»In  (46  «+^1*1) 


o<kr 


F=:2o«{taDgO«I 


-t-tang^f 


oei(45« 

cofi  (45 

cos(4ö*- 

ede(«« 

+tMlg«i 


Id  dem  zweiten  der  beiden  In  der  Figur  daigeetettte» 
iet  auf  ganx  äbnliche  Weise : 

ce«Ä,tang(46«  +  ~Ät) 

J^arafttengOyl  —  i  

caeÄitaiig<46»+iÄ,) 

ewÄ|tang(45o+^Äi) 

•   +«^iange,t   ^  
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— a^tang  0|  I  r  > 

cos  Botang  (45« 

aläu,  wie  sogleich  erhellet: 

'■=-«'1  ta.«e„.^x+^.g«.,£g+,«,,e,.S 

l 

taTig(45,,  +  :2-Ä2) 
+  a^{taü80«l  1  

taiig(45*  +  ^Äo)r 
4laiigeil  j  

tiing(4ö<»  +  ^M 

■ 

tangf45o+|ifi) 

+toiige»i  ^ — 

tong  (450 +  J-iro) 

■ 

also»  weil  nach  dem  Obigen  der  zweite  Theil  verscIiwiDdel: 

i 

Auch  findet  man  mittelst  des  Obigen  sogleich: 

8inr45'>  +  ^ßi) 

F=-2a«ltaBgeol  1  

8in(45"+^/?a) 

8in(4Ö°-f-^Ä,) 
+  tang^,  7  

sln(4ö»  +  iif,) 
-htang^ftl  ^  

oder 
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M 

3e«|Ung      —  ■  

cos  (45»- 2^8) 

*  cos (45» -'^t)! 
+  tang«>4l—  j  

co8(4tf«— 

^ÜMIg^tl   1  

COS (45« -^A) 

Folglich  ist,  trenn  mati  mir  fanuier  dw  Ziidieii  etr  btinmf,  d«s# 
positiv  wird,  aUgemeio:  ^ 


odcaf 


sin  (45"+|-^4)I 

•iD(46«  +  iÄ.) 

•ftangesl  1  

•io(4ö'+jiik) 


oder 
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cot  (45^ 

— fÄi)| 

l  

cos (45" 
1  

Ancb  ist 


od«r 

oder 
od« 

fem(0,-0,^  »<ri(Qo-e^)  sin(e|-6o) 

W«il  naoti  dem  Obigon 

taBg^=:  ^?^:^f  


I 


taDg(46»+gÄ,) 


l  1  

tatig<46»'h|BQ) 
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bt  a«eb 


I  j  . 

sin  (450 +5^1)  ^ 

tang(45o+i 
I  ^ 

Bio  (45*^ +1-/2^ 

+   ^ — 

'  r- 


^taug(45'>+2^.)  j 
tMig(45H|Ä,) 
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Uiii(4ö«-|-|>B«)-l«lR(45o-|-4A)  , 
f  =  i8a*«J-,~X,)  ?r  ^ 

ltaiig(45  +|iJoMtoog(4»*  +  5Äi) 

bm(45,+  2^Äx)-r8iD(45»  +  i^ 

+ ( -^.)  i  r 


i  sin  (4o«  +  ^iB»)-l8iD(45  +  J 
Uaog  (45«  + 1  ß.)-ltoDg(45o+^ÄJ  / 

Durch  die««  beiuerkenswerthe  Formel  wird  aUo  der  Fl&chen- 
iiibalt  des  loxodromischen  Dreiecks  aaf  der  Kugel  bloss  durch 
die  Lingandifo^Dseii  and  die  Brelteo  seiner  drei  Spitsen  enegedHiclKt 

Idi  wHi  jetzt  diese  Betrndbtuii<;cu»  ungeaehtet  ibtee  tbeoretl* 
sehen  Interesses»  nicht  ireiter  fortsetzen,  weil  sie  eine  praktische 
Anwendung  nicht  darbieten,  bemerke  aber  noch,  dass  sich  auch 
der  Flächeninhalt  eines  allgemeinen  loxodromischen  Dreiecks  auf 
der  Obierillche  eines  Elllpsotds  gans  auf  ihnllche  Art  wie  Tother 
bei  loiodromischen  Dreiecken  auf  der  Kugel  ermitteln  lassen 
wärde;  indess  können  die  Intef*Tale,  auf  welche  diese  Untersu- 
chaTi<^  führt,  nur  durch  unendliche  Reiben  dargestellt  werden, 
und  ich  will  daher  die  Mittheilung  derselben  lieber  einem  spätem 
besondem  Aofsntse  Torhehaltcn ,  wenn  es  mir  gelangen  sein  wird, 
durch  fhs  Vorhergehende  das  Interesse  der  fieser  fiir  diese  Vn- 
teriBucbungen  vielleicht  einigermaassen  in  Anspruch  w  nehmen. 
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HI. 

Heber  die  Aufstellung  dei»  flIeMtisidies 
fiber  efttem  auf  der  Krde  sesebenen 

Punkte. 

Von  dem 

Ueraasgeber, 


> 

Der  Gebrauch  des  Messtisches  erfordert  bekanntlich  last 
ininier,  denselben  so  aufztistellen,  dass  ein  auf  dum  Tbche  gege- 
bener Punkt  lothrecbt  übei  einem  auf  der  Erde  gegebenen  PuiiKtc 
sich  befindet,  dabei  aber  auch  zugleich  der  Tisch  horizontal  steht, 
und  eine  durch  den  auf  dem  Tische  gegebenen  Punkt  gebende 
ffegebene  gerade  Linie  auf  dem  Tische  nach  einem  zweiten  auf 
aer  Erde  gegebenen  Punkte  gerichtet  ist.  Zur  Lösung  dieser 
Aufgabe  hedtent  man  sfch  bekanntlich  des  einfachen  Instnnnents, 
welches  man  eine  Einloth-Ciabel  oder  Einloth  •  Zange  zu  nennen 
pflegt.  Wer  afnT  mit  der  Mi  ssfi-^rh- Praxis  gehörig  vertraut  i.st. 
wird  mir  hoffentlich  darin  hciätinuiien,  da^s  auch  ungeachtet  des 
Gebrauchs  der  Gabel  oder  Zange  die  genaue  Lösung  dieser  Auf- 
gabe Immer  mit  Schwierigkeiten  verbunden  ist,  und  dass  man 
eich  meistens  mit  einem  hins.sen  „Beinahe*'  2U  bepnilgen  ge- 
znungenist.  Auch  saLit  ja  u.  A.  pchon  Röhm  m  seiner,  praktischen 
Feldmessern  immer  noch  zu  empfehlenden  Grund  1  ich  en  Anlei- 
tung zur  Messkunst  auf  dem  Felde.  Dritte  Aufläse 
von  J.  G.  J.  Cämmerer.  Frankfurt  a.  M.  1807.  S.  191,: 
„Den  Mcsstisch  in  dem  Punkte  B  auf  der  Erde  «o  aufzustellen, 
daNs  derselbe  zu  gleicher  Zeit  horizontal  stehe,  wenn  der  Punkt 
b  auf  dem  Tische  filier  B  auf  dem  Felde  nnd  die  Linie  a6  des 
Tisches  in  einer  bestimmten  durch  eehendeu  Vertikalebene  liegt, 
s<M  ftne  allerdings  nicht  ohneÜebunu  und  gro.sse  A  n  f- 
roerksarokeit  aufzulösende  Aufgabe."  DerGrundder  ächnie- 


Hgkitit  4le«tr  Anij^abe  ttegt,  wie  ein  Jeder  gleich  fibersieht,  lediglich  in 

dem  Umstände,  dass  sich  dor  Tisch  nach  der  ^ewOtinlichen  Ein- 
richtung nururoseinenMitteipunlct,  d.  h.  blo8!«centnsch,  nicht  auch  ex- 
centri/sch  drehen  lässt»  und  es  bat  daher  nicht  an  \  orscblägen  gefehlt, 
diesem  Uebelstande  durch  verschiedene  benondere  Einrichtnogen  des 
Tisches  .ihzubelfen.  Man hatdas  Tischblattin  einemRahnien  verscb'Trh 
bar  gemacht,  ein  Vorschlag,  der,  wenn  ich  mich  recht  eriiinen-, 
zueräit  von  Bugge  gemacnt  worden  ist,  und  sich  hei  mehrerea 
Ütem  McMtiflcben,  die  mir  mgekommm  «iod,  in  Aosfllhniiie 
gebracht  findet;  ia  man  hat  sogar  vorgeschlagen,  den  Messtisch 
nach  Art  einer  Znllmannischen  Scheibe  zu  gebrauchen,  d.  h.  alle 
Winkel  mitteist  des  Diouterlineais  oder  der  kippregei  an  den 
Blittelpnnkt  des  Tisches,  lo  vrelcbem  ein  8tifl  eingeschlagen  wird» 
anstttragen,  und  dieselben  dann  durch  Paraliellimen  mittelst  der 
dazu  crfnrdprlichen  bekannten  einfachen  Werkzeuge  (M.  s.  z.  B. 
iNeueste  Versuche  zur  Erleichterung  der  praktischen 
tioomotrie,  von  Voigt,  Courector  in  Q uedli nburg.  Leip- 
sig.  1793.)  oder  mit  UOlfe  oioM  dteiboinigen  Zirkels  rNL  s.  S.B. 
Beiträi;e  zur  Beförderung  geometrischer  und  ?cogra» 
p  bischer  Messungen  für  diejenigeitf  welche  Jerglei- 
chen  Geschäfte  zu  ieiteu  haben,  von  Tabor.  Frankfurt 
»•  M.  1804.)  an  dio  auf  dem  Tisefae  gegebenen  Punkt»  an  fibor^ 
tragen.  Wie  unpraktisch  Vorschläge  aer  letzteren  Art»  und  wie 
wenig  fSrderlicb  dieselben  der  grossen  Genauigkeit  sind,  welche 
sich  bei  richtigem  Gebrauche  mit  dem  Mesatiacbe  allerdings  errei- 
chen liest»  flMraieht  ein  Jeder  auf  den  ersten  Blick,  nnd  soldio 
künstliche  meehanische  Einrichtungen,  wie  die  ersteren,  halteiich 
für  eben  so  wenig  praktisch,  da  sie  der  so  überaus  nötbigen  nnd 
wichtigen  Festigkeit  und  Solidität  des  Tisches  schaden,  und  doch 
auch  nicht  alle  von  ihnen  gehoffte  BequeraUchkeit  und  Sicherheit 
darbieten.  Dasa  der  Tisch  bloss  um  seinen  Mittelpunkt  drehbar 
fei  und  bleibe,  scheint  mir  eine  Einrichtiinc^  r.u  sein,  die  nran  nio 
und  nimmermehr  verlassen  darf,  wenn  mau  nicht  der  Genauigkeit 
der  so  vielen  schuneo  Arbeiten,  welche  sich  mit  dem  Messtische 
ausfiihren  lassen,  wesentlichen  Eintrag  thnn  will.  Aber  dann 
freilich  bleibt  immer  die  Nothwendigkeit  einer  zweckmSssigen  L9< 
sung  der  fraglichen  Aufgabe;  denn  sich  mit  einem  blos5;en  „Bei- 
nabezu  begnügeUi  und  sich  bei  der  ziemlich  allgemein  verbrei- 
teten Meinung  zu  bemhigen,  dass  eine  eloigennassen  exceattlscho 
Anfstellung  des  Messtischea  der  Genauigkeit  der  Operatfonea 
nicht  schaue,  scheint  mir  wenigstens  dem  Wesen  einer  strcnj[i;en 
Wissenschaft  nicht  angemessen  zu  sein,  indem  man  gar  nicht 
wissen  kann,  wie  weit  bei  oft  so  complicirten  Operationen  kleine 
Fehler  in  der  Aufstellung  dos  Tisches  sieb  fortpflanzen.  Ich  stehe 
nicht  an»  die  TTeherzetüxunf^  auszusprechen,  dass  eine  sivts  i^cnau 
richtige  AufstelhiiiL^  des  Messtisches  über  dem  ei{»cntiicben  Sta- 
tionspupkte  der  Genauigkeit  und  Sicherheit  der  Opeutioueo 
(z.  0.  bei  Anfoahmen  ans  dem  Umfange) ^  mit  diesem,  be* 
sonders  bei  seinen  neueren  schönen  Einrichtungen  zur  Ho'* 
rizontalstcllung  der  Planchette,  zur  feinen  Horizontal  he  wegung, 
bei  den  neueren  Verbesserungen  der  Kippregel,  dass  man  z.U. 
sieht  das  Ocular  nebst  seinem  Fndeokrenae,  sondern  viehnehr 
das  Ohjectiv  mittelst  einer  feinen  Schiube  beweglich  einrichte^ 
II.  s.  w.,  in  vielen  Hcj^iehungen  so  ausgezeichneten  nnd  der  gco 
i»etriscben  Schärfe  sich  so  selur  nähernden  Instrumente  wesentlich 


Digitized  by  Googl 


4t 

fitnierllcb  «ein  wird.  Ja  ich  glaube  mit  Recht  «aMD  zn  kSnnen, 
d&as  sieb  bei  rlehti^eia  Gebraucbe  mit  dem  MeMtwebe  mit  «laer 

^euisseii  Eleganz  arbeiten  läf^st.  und  eben  um  diese  Eleganz 
bei  ii<'Ti  Messtischarbeiten  zu  erhüben,  habe  ich  micbL  wie  ich 
Dicht  leugne,  ziemlich  lange  damit  beschäftigt,  ein  zweckmäiiäigea 
imd  WMlw  «ieheras  Verfiibreii  snr  ricbttgen  Ao&teUong  de«  Ti* 
acbe^  aufzufinden.  Manche«  bat  sich  mir  seit  dem  Öfter  wieder» 
holten  Nachdenken  Aber  diesen  Gegenstand  dargeboten;  aber  end- 
lich bin  ich  bei  einem  Vertbhren  «tehen  geblieben,  welches  ich 
Im  Folgenden  in  der  Kflrxe  i>e8ehreiben  will,  ohne  das«  ieb  m 
fiBr  t^wmg  Imlle,  mich  auf  die  Erläuterung  seiner  Gründe  einzu- 
lassen, da  CS  an  sich  so  hächst  einfach  ist,  dass  die  Gründe  ein 
Jeder  sogleich  seilest  übersehen  wird.  So  einfach  die  Sache  auch 
9B  «ich  ist,  so  halte  ich  sie  doch  für  hinreichend  wichtig,  um  die 
Mittheilong  de«  ia  Rede  stehenden  Verfabren«  an  diesem  Orte 
zn  rechtfertiiien ,  und  i:l<nil)e  überzeugt  sein  zu  dürfen,  dass  ein 
Jeder,  wer  dieses  Verfahren  bei  seinen  Arbeiten  nur  einmal  in 
Anwendung  gebra<^t  bat,  es  nie  wieder  verlassen  wird.  £s  sollte 
mieb  fiurt  vidit  wundem,  wann  daasalba  acbon  bdnnnt  wira,  waa 
mich  aber  nicht  hindern  kann,  es  bler  miteutbeilen,  da  ich  wenig- 
stens mich  nicht  erinnere,  in  der  mir  za  Gebote  stehenden  ziem- 
lich reiclien  Literatur  desselben  schon  frflber  £nvühiiung  getfaan 
gafiuden  sn  baben. 

Dar  Mittelnonbt  daa  Tischblatte«  ma«a  genan  bezeichnet  sein, 
wacQ  aber  zwei  Heine  eich  diirrhkreti?.ende  Bleistiftlinien  völlig 
Unrelcben.  Unten  am  Stative  zwisehen  den  Füssen  des  Tisches, 
»öglicbst  genau  im  Mittelpunkte  der  Drehung  des  Tisches,  und 
also  fibereinstiromend  mit  dem  auf  dem  Tiscbblatte  bMeicbaataB 
Mittelpunkte  desselben,  den  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen 
in  nennen  wollen,  muss  ein  Häckchen  oder  eine  andere  dcrurtii^c 
einfache  Einrichtung  angebracht  sein,  um  daran  ein  fast  bis  auf 
dan  Erdliodan  relcbaadaa  Lotb  aufbfingan  an  bünnan. 

Dar  Stationspunlrt  auf  dem  Erdboden  «ei  A,  und  B  sei  ein 
zweiter  Punkt  auf  der  Erde,  nach  welchem  von  A  ans  die  gerade 

Linie  JR  {gerichtet  ist.  Ein  auf  dem  Messtische  gegebener  Punkt 
sei  a  und  aö  sei  eine  von  demselben  ausgehende  gerade  Linie, 
welche  gleichfalls  auf  dem  Messtische  gei'eben  ist.  Mao  soll  den 
Tisch  80  aufstellen,  dass  das  Tiscbblatt  botiaantal  ist,  der  Punkt 
a  sich  lothrecht  über  A  befindet,  und  die  gerade  Linie  ab  auf 
dem  Messtische  der  Linie  AB  auf  dem  Felde  entspricht,  oder 
die  Linie  aö  auf  dem  Tische  nach  dem  Punkte  B  mit  dem  Fehle 
orientirt  Ist 

Dies  zu  bewerkstelligen,  stelle  man  den  Tisch  mittelst  des 
im  Alittelpunkte  der  Drehung  hängenden  Loth^  so  auf,  dass  der 
Mittelpunkt  M  der  Plancbette  lotbrecht  über  A  steht,  und  bringe 
das  Tischblatt  mitteist  der  bekannten  drei  Messing  •  Schrauben 
zur  feinen  Uorizontalstellung,  die  bei  der  hier  vorhabenden 
Oparation  wo  müglicb  nicbt  feblen  dflrfan »  nad  da«  Mi- 
veaus  in  horizontale  Lage,  zwei  Erfordernisse,  denen  mit  der 
p-üss'ten  Leichtigkeit  und  Genauigkeit  zui;Icich  entsprochen  wer- 
den kann.  Hierauf  lese  man  die  Kipnregel  an  aö  und  urienüre 
den  Tiacb  mittalat  der  Mifcroniateracnraiibe  odar  dar  Scbranba 
oiina  Enda  ganan  nach  B.  Dum  lega  man  die  Kippragd  an  üM, 
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und  traee  dieLiMie  mM  von  Jf  aas  aof  der  entg«|9eiigeMtzten  Seite 

dieses  Fmiktos  nn  die  Kippreirel  an,  wodurch  mao  in  der  Rich- 
tung der  Kippregel  auf  dem  i\le«»«ti8cbe  einen  auf  der  entgcijon- 
geseUteu  6eite  von  M  ebenso  iveit  von  M  wie  a  euU«;rnteii  Punkt 
«'  erbilt  Diese«  Punkt  u'  lotbe  miin  nittelet  der  Gubel  aof  den 
Etdboden  ab,  wodurch  man  auf  letzterem  den  dem  Punkte  a'  eot- 
sprerhenden  Punkt  A'  erhHlt.  Nun  nehme  man  den  Mevstiscb 
Hetr,  stelle  ihn  vermittelst  des  im  Mittelpunkte  der  Drehung 
hangenden  Lothes  ao  auf,  dasa  der  Mittelpunkt  M  der  Plancbetta 
lothrecht  über  A*  steht,  nnd  bringe  das  Tischlilatt  mittelst  der 
bekannten  drpj  SoTiranhen  und  des  Niveaus  in  liortTifjntale  Laffe. 
Endlich  lege  man  die  Kippregel  wieder  an  ab  und  urieutire  «leu 
Tisch,  ohne  denselben  sonst  im  Geringsten  zu  verrücken, 
geaau  nach  so  wird  man  jederzeit  zugleich  das  Loth 
der  in  den  Punkt  a  gebrachten  (i.ibol  mit  mIIlt  iri,njTui  erforder- 
lichen Genauigkeit  über  dem  aul  dem  Erdhoden  gegebenen  Stations- 
punkte A  einspielen  sehen,  und  hierdurch  also  eine  völlig  genaue 
Aulstollong  des  Tisches  bewirkt  sein.  Angenonutten  mta  Uef> 
bei»  dass  der  Paukt  B  «iae  merklich  grosse  Entfernung  von  dem 
Punkte  A  habe,  was  man  aber  hei  Operationen  mit  den)  i\Ip8s- 
tische,  namentlich  bei  Anwendung  der  mit  einem  Fernrohr  ver- 
sebenen  Kippregel,  anaon^nan  gewiaa  Immer  voUboflUM  beracb 
-  tigt  sein  wird. 

Bemerken  will  ich  übrigens,  dass  man,  nachdem  man  den 
Mittelpunkt  dus  Tisches  lothrecht  über  A  gebracht  und  das  Ti^ch- 
Idalt  noflsontal  gestellt  bat,  wenn  man  mit  völliger  geometrisebsr 
Strenge  verfahren  wollte,  eigentlich  erst  durch  M  eine  Parallele 
mit  ah  anf  dem  Tischfilatte  ziehen,  die  Kippregel  arf  diese  Paral- 
lele legen,  den  Tisch  nach  B  orientiren,  und  dann  weiter  wie 
Torber  ▼erfahren  mfisste.  Das  Unpraldbche  dieser  Procedttr  liegt 
aber  au  sehr  aaf  der  Hand,  als  dass  ich  darüber  noch  ein  Wort 
verlieren  sollte,  und  aiirlt  dtrrrh  das  erstcre  Vertahren  wird  man 
sich  hoffentlich,  wenn  nur  der  Punkt  B  ziendich  weit  entfernt 
ist,  wati  die  xuleti&t  erreichte  vollkommen  richtige  Stelluug  des 
Tisches  betrifftt  atela  vollkommen  befriedigt  finden. 

Freilich  aber  wird  man  gegen  das  angegebene  Verfahreo  ao- 
gleich  zwei  Einwftnde  machen. 

Erstens,  wird  man  sagen,  ist  das  swdmalige  Aufstellen  des 

Tisches  auf  demselben  Stationspunkte  zeitraubend.  Hieraul  kann 
ich  nichts  weiter  entgegnen,  als  dass  narh  meiner  l>tahrung  die- 
ses zweimalige  Aufstelleu  des  Tisches  auf  demseiben  Statiunspunkte, 
in  der  Weise  nSmIicb  wie  es  oben  gelebrtworden  ist,  niebt  seitranliender 
ist  als  das  gow  öhnlidie  Verfahren  durch  mehrfaches  Prohiren  nnd 
das  dadurch  nothii^  cremachte  öftere  Vernnkcn  des  Tisches,  dass 
aber,  wenn  auch  selbst  das  vorgeschlagene  neue  Verfahren  etwas 
mehr  Zeit  als  das  gcwuhnllche  kosten  soNte,  man  daför  durch  die 
inllig  regelrechte  und  sichere  Procedur  bei  dem  neuen  Veriabren 
und  grosser«  Genauigkeit  des  Endresultats  vollkommen  ent- 
schädigt wird. 
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Ziveitens,  wird  man  einiveaden,  entspricht  daaUebertragenderEnt* 
femuDgaiV  Aach  a'yl/an  der  an  ail/ liegenden  Kippregei  nur  wenig 
eimr  gesunden  Praxis.  Auch  dies  znsugehen,  bin  ich  im  Ganaen 
gOMigt,  glaube  aber,  dass  sich  diesem  Uebelstande  durch  eine 
nene  Einrichtung  der  Gabel  vollkommen  abhelfen  lä^st.  Ich 
würde  nämlich  der  Gabel  etwa  die  in  Taf.  11.  Fig.  3.  dargestellte  Ein- 
ifthtnng  geben.  Aa  der  gewOlmlielien  Gebel  ist  dn  Lineal  eder 
eine  R^el  ff  angebracht,  die  in  ihrem  Mittelpunkte  o  und  in  avrei 
andern  zwecicroMssig  gelegenen  Punkten  ß,  ß'  drei^anz  kleine  völlig 
gleich  lange  Spitzen,  mit  denen  die  Kegel  an  die  Kippregel  an- 
eelegt  weiden  | kann,  hat,  und  eine  hinreichend  weit  getriebene 
iinMemotbeilung  tragt,  die  ihren  Nullpunkt  bei  a  hat  and  von  da 
an  nach  y  und  y'  hin  aufiietraf^en  ist.  Der  Punkt  6,  in  welchem 
das  Loth  hängt,  muss  bei  dem  Gebrauche  der  Gabel  an  der  hori- 
sontai  gestellten  Planchette  genau  vertikal  unter  der  Spitze  a  lie- 
gen. Der  obere  Arm  der  Gabel  muss  al»er  in  einer  Nnthe,  an  dat 
eigentlich  die  Kegel  befestigt  ist,  etn'as  verschiebbar  sein,  und 
sich  mittelst  einer  oder  besser  zweier  Schrauben,  die  in  der  Figur 
angedeutet  sind,  in  der  Nuthe  feststellen  lassen,  weil  ohne  diese 
Eumcbftung  die  Spitze  a  nicht  genan  an  den  Mittelpunkt  M  der  Plan* 
dMtte  wfirde  gebracht  werden  können,  was,  wie  sich  gleich  nach- 
her  zeigen  wird,  erforderlich  ist.  Der  Gebrauch  dieser  Einrich- 
tuoe  der  G^el  bei  dem  in  Rede  stehenden  Uebertragen  von  aiH 
€fMp  webet  natdilicli  die  Regel  an  der  an  a3t  gelegten  Kipp- 
IVget  nnd  die  Spitze  a  an  dem  Mittelpunkte  M  des  Tischblattea 
Hegen  muss,  una  dem  darauf  folgenden  Ablothen  des  Punktes  a' 
auf  den  Erdboden,  wodurch  man  auf  letzterem  den  a'  entsprechen- 
den Punkt  A'  erhält,  wird  einem  Jeden  sogleich  erhellen,  ohne 
dass  ich  darüber  noch  Etwas  zu  sagen  brauche.  Die  richtigen 
Verhältnisse  der  einzelnen  Theile  der  Gabel  zu  den  Dimensionen 
der  Planchette  wird  jeder  geschickte  IMechanikus  gleichfalls  selbst 
au  treffen  wissen.  Nur  auf  den  folgenden  Puidit  darf  ich  nicht 
ipterlaasen  noeb  anfmertnam  an  macnen. 

Bei  dem  Ablothen  eines  auf  dem  Tische  gegebenen  Punktes 
auf  den  Erdboden  sind  nunilich  oft  die  Füsse  des  Tisches  und 
andere  Theile  des  Stativs  hinderlich.  Dieser  Fall  kann  also  auch 
eintreten«  wenn  man  bei  dem  in  Vorschlag  gebrachten  neuen  Ver- 
fahren den  Punkt  a*  auf  den  Erdboden  ablothen  soll,  um  den 
neuen  AufsteUuogspuukt  A'  des  Mittelpunkts  des  Tisches  zu  er- 
halten» aber  auch  nur  dann,  weil  das  neue  Verfidiren  sonst  das 
AUothen  kefaMS  anderen  Punktes  auf  den  Erdboden  in  Ansprneb 
nimmt.  Diesem  Uebelstande  lä.sst  sich  aber  bei  dem  neuen  Ver- 
fahren sehr  leicht,  beg^nen,  wenn  man  nur  an  der  an  a/U  lie* 
geaden  Kippregel  *einen  anderen  Punkt  als  ef  aufsucht,  welcher 
sich,  ohne  jenes  Hinderniss,  bequem  auf  den  Erdboden  ablothen 
tässt,  und  bei  zweckmässiger  Einrichtung  des  Stativs  des  Mess- 
tisrbes  gewiss  immer  gefunden  werden  kann.  Bezeichnen  wir 
diesen  Punkt  durch  a",  und  lothen  ihn  auf  den  Erdboden  ab,  wo- 
durch wir  «tf  letaterem  den  Punkt  A"  erhalten,  so  brauchen  wir 
nur  an  der  Skale  der  Regel  der  Gabel,  die  an  der  Kippregel  liegt, 
die  Entfernung  des  Punktes  a"  von  a' ,  d.  b.  die  I/inic  a"n',  zu 
messen,  und  eine  derselben  gleiche  Linie  auf  dem  Erdboden  von 
Jf  an  auf  der  auf  dem  Erdboden  gegebenen  Linie  AA"  nach  der 
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gehSrigeo  Richtaog  hin  abzumessen,  so  Ist  der  findpnakt  dieser 
abgemeMeoeii  Linie  der  gesuchte  Pttokt  A'^  wie  aaf  der  Stalle 
erliellet  Also  such  dem  bei  ilem  gewCboUchen  Verfalireo  Öfters  eintio- 

tpndpn  Uehelstande,  dass  die  Fü<5«e  des  Tischet*  oder  andere 
Theile  Hes  Stativs  einem  eenaueu  Ahlotben  der  Punicte  auf  dem 
Tiftclie  aul  den  Erdboden  hinderlich  giiid,  wird  dorch  das  neue 
VerbhreD  so  gut  wie  ganz  abgeholfen,  was  danedhen  Tldlöcht 
aaeh  m  einiger  Empfebfamg  dienen  wird. 

Ich  glaube,  da?;«  man  dem  hier  besprocfaeoen  Geg-enstando 
in  neuerer  Zeit  zu  wenig  Autraerksanikeit  geschenkt,  und  sich  zu 
eebr  bei  dem  Glauben  bornbigt  hat,  dass  niebt  eebr  grosse  Exeen- 
tricitStsfebter  bei  der  Anfstellung  des  Tisches  der  Genauigkeit 
der  Operationen  keinen  wesentlichen  Erntrae  thuD*).  fch  halte  den 
Messtisch  bei  richtiger  Anwendung  und  recht  zweckmässiger  Ein* 
richtungfBrein  sehr  genaues  geometrisches  Constructions-Inecnunenl» 
und  bin  daher  der  Melneng,  dass  man  alle  Quellen,  ans  denen 
Fehler  ent.sprmi;on  Ifnnnen ,  srntol  als  irgend  mociich  zu  versto- 
pfen suchen  muss.  Ein  kleiner  >lelirauf\vand  von  Zeit,  wenn  der- 
selbe sich  wirklich  ergeben  sollte,  darl  dabei  nicht  to  Anschlag 

Sebracht  werden*  LeMer  wird»  wenigstens  in  einigen  LSndera, 
er  Messtisch  jetzt  bei  Weitem  nicht  mehr  so  häufig  in  Arwen- 
dun?  (gebracht  wie  fVOher,  und  droht  fast  ganz  durch  andere  In- 
strumente, oam.eotlich  durch  die  fioussole,  verdrSogt  an  werden. 
Oboe  maocbe  von  der  Bonssole,  bei  weicher  allerdinge  nanenfllcb 
Excentricititsfehler  in  der  Aufstellung  nicht  Teifconimen  kSnneo, 
dargebotene  Vortheile  irs^cnd  in  Abreoe  stellen  zu  wollen ,  Termag 
ich  die  EinOlhrang  dieses  Instruments  auf  Kosten  des  Messtisdies 
doch  nicht  för  einen  Fortschritt  In  den  Vermessungsgescbillea  i« 
erkennen,  und  wflnsche  sehr,  dass  der  Mesatiscn  wieder  allge- 
meiner in  Gebrauch  kommen  irto<^e,  wie  dies  auch  in  manchen 
Ländern,  so  viel  ich  wei^s  z.B.  in  Sachsen  und  Hessen,  auch  in 
Oesterreich ,  mit  Recht  immer  noch  der  Fall  ist.  Üie  obigen  Zei- 
len haben  ihren  Zweck  erreicht,  wenn  rie  dam  Einigen  bmilnh 
gen  geeignet  edn  aeilfen. 


la  dem  Bandbadi  des  Feldmeseene  dnd  Hfrelllrene 

in  den  gew  o  hn  ti  rh  on  Fällen  von  Cr  eile.  Rerlln.  1828.  «.  S. 
88»  heiMt  es  x.  B. :  „  Da  ei  aber  auf  eine  eolciie  Genanigkeit  aelten  an- 
kennBt,  faidem  ee  tn  den  «elaten  Fillee  mnr  dmn  mmeritlishsn  Halse- 
•chied  macht,  wenn  4er  PankC  auf  don  MeMticehe  «elbat  nni  eisen 
Fn««  «eitwärU  über  dem  ra^hörigen  Pankte  am  ßodon  Heg>t,  «o  iit  die 
Eiuiotbzaoge  eigentlich  iu  der  iicf^cl  nicht  nöthig.  und  ibr  Ciebrauch 
▼erateaeiit  aer  AidSmthslt''  eine  Ansicht,  «der  ich  durcbaas  niebt  bei- 
•timmen  kann,  denn  die  Natur  des  Mcaitischet  erfordert  p:eometri«r.he 
Genanigkeit.  Die  «o  eehr  grosee  Genauigkeit  und  Sorgfalt  erfordernden 
1JnilMgs«Me«iuagen»  die  man  doch  Sitavs  aldit  nn^bsn  bann»  habe 
ich  teilen  ebsa  beseadors  berrergeboben* 


üigiiizuü  by  Google 


4tf 


I 


IV. 

Heber  die  Hewei^iins  einer  JHafnet* 
wukM  unter  dem  Kinflume  eines  an> 

beffränzten  galvanischen  Stroms. 


Hemi  Doctor  J.  Dienger, 

PrafcMor  nn  der  poljrtechnitchen  Schule  so  Carlunihe. 


{,  h 

NS  (Tai.  II.  Fig.  4.)  sei  eine  Maenetoadcl,  deren  Mitte 
O  Mi»  OJYssOSs/;  In  Jl  stelle  auf  der  Ebene  der  Figur,  in 
der  alle'iD  die  Nadel  sieb  drehen  kOnne»  ein  unbegriniter  Drabt 
senicrecbt,  in  welchem  ein  positiver  calvaniscber  Strom  abwärt« 
steige.  Ist  jV  der  Nordpol  der  Nudel,  ibr  Südpol,  so  sucht 
der  Strom  den  Pol  N  senkrecht  nnf  NR  nach  nassen  (rechts), 
den  Pol  S,  senkrecht  nnf  RS  nach  aussen  (links)  zu  be^vegen. 
let  1»  eine  Kenstnnte«  so  int  die  in  N  wirkende  Kmft  beknnnttich 

gleieh         die  in  5  Wirkeade  let  der  Wfaikel  NOit, 

den  am  Ende  der  Zeit  t  die  Nadel  mit  der  Linie  OR,  die  wir 
als  Axe  der  ansehmen,  hlidet«  gleich  nad  nelmen  wir  OB 
nie  Aj»  der  y  an;  an  ist 

wenn  012=  a  gesetzt  wird. 

Dia  ¥aardiaafiiB  dba  PnaklM  Jl  aiad  Ihmm.  Uami  Momik  tat 
die  Gleidnins  der  Liaie  JB/f  : 
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die  Gleichang  der  im  Podkte  IS  darauf  Senlnecliten  MMDif 

Fällt  man  roni  Punkte  O  auf  diese  letstere  Linie  eine  Seolnedite, 

so  ist  deren  Lange:  . 

^  /»  sie*«  -^al cos«  -|-  /»  eos^ 

 ^  —  ah(\^a.  ^  —  ncosor) 


V^-f  e*— Sia/eas«    ^  V^/*T^— Äo/co«» 

Man  zerlege  nun  die  in  iV  wirkende  Kraft  in  zwei  andere,  wovon 
die  eine  P  senkrecht  auf  OiV,  die  andere  Q  nach  OiV  gerichtet 
ist.  Das  Moment  der  ersten  in  Bezug  auf  O  ist  PL  Dieses  Mo- 
ment wird  auch  gefunden,  wenn  mae  die  Kiaft  in  iVi 
mit  der  LSage  (3)j  d,  h«  es  ist 


Va^  +  /»  —  Wcosa  V/»  +  o«~  2ci/co8tt 

acosc) 
a«  +  /»  —  2a/Goso  * 

Um  (!ns  Vorseichee  tu  bestimmea,  setse  maii«=0«  ae  ist  das 

Moment: 

Da  dasselbe  die  Nadel  rückläuflg  (d.  b.  umgekehrt,  wie  die  Zei- 
ger einer  Uhr)  z]i  drehen  strebt,  und  0>  l,  so  ist  das  obere  Zei- 
chen zu  wählen,  so  dass  das  Moment  (Kräftepaar),  wetebes  In 
N  die  Madel  recbtlAufig  au  drehen  strebt,  ist: 

ft/(/— gcoae) 
a"4-i*-^2«foes«f' 

Ganz  eben  so  luxlrt  jikui  lür  das  Kräftepaar«  das  io  S  die  Nadel 
rechtläuiig  zu  drebea  strebt: 

Das  OesamnitmoflMnt»  das  die  Nadel  recbtläafig  zu  drehen  strebt, 
ist  eise 
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fil      ffcosor)  fil(l-^acosa)  g^iatcosg 

Da  diese  Grösse  negativ  ist,  so  «»uckt  alt»o  die  Nadel  sich  Kick- 
liolig  m  beiregeD,  d.  b.  den  Winkel  «  zu  vergrussern.  Ist  somit 
k  das  Träffheitsmomti«  der  Nadel,  »  Oeang  anf  O,  ee  ist  die 
Gleicbnag  der  Bewegung: 

,  ü%  _       2/t/(o*— /')QCOscf  2ju^(a^ — /^)acQsg 

Hieraus  folgt: 

bt  die  Winkelgeecliwindtgicelt  (=^p  >■>  Anfange  derBewe- 

gnng,  (üt  welche  o=y  sei,  Noll,  so  ergiebt  sich 

durch  welche  Gleichung  die  Winkolceschwindigkeit  (  =        in  so 

ferne  sie  a  zu  vergrussern  strebt)  gegeben  ist.  Daraus  Inl^t  nun 
zunächst,  dass,  trenn  l~a,  d.  h.  wenn  <ler  Punkt  L'  aui  dem 
Umfange  des  Kretsee  iat;  den  die  Pole  der  Nadel  bescbreibeo, 
keine  Bewegung  Statt  hat,  wo  aucli  anlSnglich  die  Nadel  .sieh  be- 
finde,  so  dass  sie  also  in  jeder  Lage  in  Ruhe  bleibt,  was  auch 
ans  (4)  folgt.  Ist  ferner  a  >  l,  d.  b.  der  Punkt  R  ausserhalb  des 
Kreieee ,  so  folgt  aas  (4) ,  dass  die  Nadel  anfitngt  sicli  nach  rechid 

7t 

zu  bewegen  (rückläufig) ,  wenn  y  <  g  '  •  ^* 

immer  o>y  sein  wird.  Ist  dagegen  a</,  d.  h.  innerhalb  des 
Kreisumfaogs ,  so  wird  die  Nadel  sich  anfänglich  links  bewegen, 

wenn  y<^*  und  immer  «<y  'aein.  Aua  (Ö)  ergiebt  aicli  femer, 
daae  wenn 

a>/,  die^adei  awiacben  cesy  nnd  a=«— y  hin -and  berachwanlrt; 

Im  letztem  Falle  wird  aber  der  Draht  die  Bewegung  der  Nadel 
hemmen,  wenn  nicht  y  schon  negativ  ist.  R  liegt  dabei  immer 
auf  der  Linie  OA. 

« 

Aus  (5)  folgt  nan 


Digitized  by  Google 


48 


tf^.^f^   ^  («) 

fronns  die  Zeit  t  bwtinnt  wird,  bt  m^tg  so  ist  üit  Zlri^ 
weldM  TM  «iMT  ftoMcrsttii  Lag«  anr  tatA&m  vcnchwMat: 


A    /'«-y  da 


Für  deo  liesonderen  Fall,  dass  y=:0,  ist  diese  Gritai»: 


b. 


4/       «  2a/iiiiitt 


(7-) 


Aii8(S)  folgt,  das8  die  ruckkefireode  Bevregnn^  der  hiogehendtD 

gleich  ist,  ja  dass  die  beiden  Hälften  jeder  dieser  Bewep^nngen 
gleich  aiudy  d,  b.  die  Bewegung  isi  der  eines  Pendels  ähuüch. 


{.  2. 

Im  Vorsteheodco  nahmen  wir  den  Punkt  H  (Draht)  (Taf.  If. 
Fig.  5.)  als  fest  ao,  und  ootersucbten  »eine  Wirkung  auf  eine 
bewegliche  NadeL  Nunmebr  wollen  wir  die  Nadel  NS  als  uover- 
inderlicb  betracbten,   während  der  Punkt  R  seinen  Ort  Andern 

könne.  Wir  nehmen  die  \xp  der  ^Iadel  OJI  n\»  Axe  der  y,  und 
die  darauf  Senkrcchtp  OF  als  Axo  der  x  an;  zugleich  mügen  X, 
v  die  Koordinaten  det»  Punktes  H  nain.   Die  Gleichung  der  Linie 


mt    1  / 


die  Gleichung  der  im  Poakto  N  darauf  SeDkraehteos 

Fäüt  man  Tom  PuniLta  O  aoa  anf  dieae  eine  Senivechte«  «a  fat 
deren  Lfinga:  .  . 
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<  ..  Die  Kfaa,  die  iu  A  seakMcbl  aaf  KJV  wMct,  wt 


Dm  Orebangsmoiiitnt  derselben  in  Besug  auf  O  i«t 

insofern  als  die  Bewesong  wie  die  Mg9t  cM  €hr  nie  recht- 
laufig  angesehen^  vrir4.  Zerlegt  niao  die  Kraft  in  N  in  %we\  andere« 
die  eine  senkrecht  auf  ON,  die  andere  nach  OJV  ?enrhtet,  und 
be^htet  man  die  Kräfte  als  Dositiv,  welche  die  Koordinaten  zu 
^«MMerri  streben; 'M>  ÜDM'niMi  die  entere,  <ireiui  man  (8) 
daieli  /  dividirt«  eo  daee  die  beiden  eind: 


u(/  — m)  fix 

Für  die  in  S  irirkende  Kraft  erb&lt  man  eben  so  daa  Prehnnga' 

.ofMl  6lfi  beiden  Kriftel 

Ta^st  man  dieae  Resultate  iEuaaeimea,  an  ntUlt  nan  jJa' Wif' 
fcoagen  dea.FuakM  ß  aaf  die  Nudoi;   ;  ' 


/d^  itdaa  KliftaiMBt 

''#elcbM''jfin  1$^«^  drehen  strebt} 

b)   die  Kraft 

'welche  den  Funkt  O  parallel  der  Axe  der  x,  i^cli  der 
Richtung  der  pealtiven  m  an  bewegen  atrdbt; 

•  •  c)  die  Kraft  '  .    .  . 
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lyfMie  Jot^  PMkt  O  Mitlht  nllC  der  Axe  M  'luieb 
der  Richtung  d«r  pMinyeD  ff  tu  bewegeD  strebt 

FUsst  tnao  die  Kräfte  (13)  uod  (U)  zusammen,  «o  erhält  man 
efoe  einzige  Kraft  P,  die  mit  der  Axe  OF  den  Winkel  ß  macht, 
bestimmt  durch I  ■<  -'t 

Man  fiberxeip^t .sich  leicht»  da#s  das  Gesagte  gilt»,  wo  such 

R  liege.  •  *  , 

Hieraus  lassen  sich  nun  rolgende  Schlüsse  ?ichen : 

1)  nie  Nadel  NS  sei  nur  bewegruh  um  eine  auf  der  Ebene 
der  Figur  senkrechte  Axe»  und  «s  heiitide  sich  der  Punkt  H  im 
Räume 

FCNU,  so  ist  /V^*-^*<0,  «>0,  also  geht  IV  von  R  weg, 
und  iS  geht  gegen  K  im  Anfange  der  Bewegung; 

HNDE,  so  ist  ^— ar«-y»<0,  «>0,  also  gebt  N  gegen  Ä, 
und  5  kommt  von  R  im  Anfange  der  Bewegung ; 

EDSG,  so  Ist  I*— 0!^— ^^<0,  ^<0,  also  kommt  N  von  Ü^«  und 
S  gebt  gegen  IC  Im  Anfaqge  der  Bewegung; 

GSCF,  so  ist  />-jr«— ^«<e,  ^<0,  also  geht  N  gegen  und 
iS  kommt  von  R  im  Anfange  der  Bewegung; 

CON,  so  ist  /»  — a:«— 1/*>  0,  v>0,  nlsn  rrght      gegen  B,  und 
1$  kommt  von  R  im  Anfange  der  Bewegung; 

JNOV,  so  ist  f^— X«  — y«>0,  y>0,  also  kommt  iV  von  und 
i>  gellt  gegen  R  im  Anfange  der  liewepung; 

DOS,  60  ist  ^'^  —  ar^— 3|«>0j  y<0,  also  geht  N  gegen  Ä,  und 
S  komq>t  von  R  im  Anfange  der  Bewegung; 

80Cp  so  ist  i^—Oi^ — y^>Ü,  ^x,0,  also  kommt  N  von  R,  und 
*   S  geblr  gegen  U  bn  Anfange  der  Bewegung. 

Liegt  R  auf  dem  Kreise  am  O  selbst,  so  Ist 

also  hat  keine  Bewegung  Statt;  dasselbe,  hat  Statt»  wenn  R  auf 

der  Aze  der  x  liegt. 

I!)    Die  Nadel  sei  senkrecht  aufgehfingt  an .eisep  IF'adM»  sei 
also  nur  beweglich  parallel  mit  der  Aze 

^    Dnrcb  die  Pole  N  und  .S  (Tal.  II.  Fig.  ft.  )  siehe  man  die 
zueamm«ngeblMfffln  HypetMuy  dereb  -Gleichung 
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$1 

(10) 

Mi  lind  €8  liflge  U 

1)  unwbalb  dw  HyperfMlo  il/fiT,  OW,  so  iit 

also  uirc]  die  Nadel  (der  Punkt  O)  sich  nach  der  Seite 
der  uegativtjii  x  (lipkft)  bewegen,  d.  b.  scheinbar  von  U 
{ibgentutifien  werden ,  wenn  Ii  «ich  im  ersten  unii  vier- 
ten, angezogeji,  wenn  er  •l6b  fm  «ir^eftOB  ntid  dritten 
 beindeC; 


9  iwiseben  den  beiden  Hyperbeln,  ajso  fan 'uBbMriDsttD 
Rums  ANBD8C,»  Alsdann  ist 

also  i:cljt  (>  nach  der  Seite  der  |iositiven  x  (rechts),  d. 
,   ,        h.  die  iNudel  wird  scheinbar  angezogen,    weiin  Ii  »ich 
Im  srstsn  und  vierten«  abgeetossen,  wenn  er  sich  im 
s#Sltsn  «od  dritten  KoofdinatenwiDkel  bsfindst; 

9  anf  enier  der  HjfporbiJn.  selbst*  so  iit 

also  M  kffiM  ßownis^g  j^tntt. 

-  Iii)  fiodiidh  oslira«  man  an^  As  findel  ssfmfmme  anf  Was- 
ser, könne  sklr  also  in  ihrer  Ebene  frei  bewegen  und  notorsoch« 
die  Bewogungsrichtu^f  ,4as  Pnnklos  O.  fis  lisgs  nnn  B 


o)  Imsriialfa  M  Hyperbeln  ANB,  CSD,  ond  svrar: 

I)  im  ersten  Koordinatenwinkel«  so  ist  co8/3<0,  5inj;i>0, 
d.  h.  0  bewegt  sieh  in  den  ^weiten  Koordinatenwinkel  *, 

'i)  im  zweiten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cosd<Ji)^  sittpsü. 
d.li.  Öliewegt  stell  In  disn  dritten  Koordioatenwinkel; 

3)  imjiritten  Romdinatenirloksl,  so  Ist  ooi^<;0^  siQj3>0, 
d.*!!.  Olfeifrsgt  sieh  in  den  sweiton  KoordlDateowInkel; 

4)  im  vierten  KnordiBatenwinM  «0  ^  coi^<0,  Mß<JO, 
d.  h.  O  bewegt  sich  in  den  dritten  Koontoidsiinriiihsli 

6)  zwischen    den   bddsa   Hyperbeln,    also  im  Banmo 
ANBDSC^..,  und  swar: 

1)  im  er»ieu  Koordinateowinkel,  so  ist  co^^>0,  sii)/^>0» 
d.  h.  O  bewegt  sieh  in  den  ersten  Roorainatsnwinkel; 

2)  im  zweiten  Koordinatenwinkel,  so  bt  CMfyO,  sin^<0, 
d.  h.  O  bewegt  sfeh  in  dm  vierten  Koordlnateoivinkel ; 


3)  im  dritten  K^rdinatenwislBel,  so  ist  sos/l>0»  sin/J>0, 
d.  h.  O  bevegt  sidi  in  den  ersten  Kmulnalenwtnkol ; 
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4)  im  vierten  Koordioatenviinkel,  so  ist  co8^>0»  sinß<0, 
d.  b.  O  bewegt  sich  in  den  vierten  Kqonliii^tMiwinlf«! ; 

e)  aqC       Hyperbeln  und./iritr;   ,  .  > 

1)  im  ersten  KoordlnateQff^kel»  to  ist  eiM^^aO»  tSnß^^tp 

d.  fa.  O  benegt  sieb  gegen  N; 

2)  im  zweiten  Koordinaten \vinkf  l.  so  Ist  CSOi/lÄÖtWll^ss—lf 

•  d:;  h.  O  bewegt  sich  gegen  <S; 

3)  im  dritten  Koor(Iinnten^viI)kel,  so  ist  cos/2=0«  »iaß^l, 

d.  h.  O  bewegt  sich  gegen  ; 

4)  im  viertl  n  Koordinatenwinkel,  so  iuit  C04/3=s;pj^ 610^= — I, 
d.  h.  O  liewegt  sieb  gegen.  «Si  ^ 

d)  auf  der  Axe  der  :r,  und  tynt : 

1)  auf  dem  positiven  Thril,    so  ist  cos^ast»  ftinjSsO, 
d.  b.  O  bewegt  sich  nach  F;  ' 

',2)  auf  dem  negativen  Tboll,    so  ist  cosj3=l,  sio^=0* 
d.  h.  O  bewegt  sich  nach       wi^,  so  oI^oq.; 

e)  Mif  der  Axe  der  ff,  nod  zwar:  • 

«r)  iDoerbalb  dsr  Hyp^ki  ANB,  CSD; 

1)  im  Dositiven  Tbeil  der  Axe  der  y,  so  ist  coc^S^^l« 
sinpssO,  d.  h.  O  bewegt  sich  iiacb  E; 

^  im  negativen  Tbeil  der  Axe  der  y,  so  ist  .co9^|b<— 1« 

Binß=zO,  d.  h.  O  bewegt  sich  na^fa^ 

ß)  zwiscbeo  deo  beiden  Hyperbeln ;  ' 

1)  im  positiven  Theil  der  Axe  der  -t/ ,       ipt  qes/^ssl, 

Binp  =  0,  d.  h.  O  bewegt  sich  nach  F; 

2)  im  negativen  Theil  der  Axe  der  y,  so  ist  coißssi, 
BinßssO,  d.  b.  O  bewegt  sich  nach  F. 

Aus  diesen  ATi£!:»bon  wird  man  nun  leicht  die  scheinbare  An- 
ziehung oder  Abslussung  ableiten  können. 

Für  den  Fall  II)  wird,  ie  nach  der  La^e  von  /?,  dieSpiinnung 
des  Aufhängefadens  vermcort  oder  verromdert  (14).  l^t  R  uäui- 
lieh  im  ersten  oder  dritten  Koordinstettitlnkel^  so  wird  dieselbe 
Vermindert  mn'  ♦  .       .   •  .»   ►  h 

Ist  aber  B  In  aweiten  oder  Tietten,  so  wird  sie  vermehrt  um 


*   

worin  aat0rlich  ein  Gewicht  anzeigt,  gleich  der  Elnwlriumg  des 
Drahtes  anf  einen  Pol  in  der  Entfernung  1. 


I 
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§.  3. 

"  Ist  In  Falle       Femel  (7)  f  aabe  aö        a  >  i,    so  Ut 

simr— siny  bdnabe  immer  Null»  man  wird  also  ungeHilir  setsen 
fcOiwen: 

•"^'^ /«)»  +4a«r'8ina8iiiy  (a»+/V  ' 

Daraus  folgt,  da«B  die  Zelt  einer  iSclitfiDgiiog  Ton  dnen  Aevsscr» 
sten  ssm  a&dereo  ist: 


Velna^slny 


wenn  C  eine  Konstante  Ist.  Daraos  folgt,  dass  die  Sdiwingongs- 
dauer  im  Verhiltniss  zu         steht,   ein  Satz,   der  bekanntlich 

nach  (Icr  Lehre  vom  Pendel,  die  für  diesen  Fall  anwendbar  Ist, 
zei^t,  dass  die  \virl<8anie  Kraft  im  umgekehrten  VerhXltolstt  &u  a 
steht,  nas  eben  der  Satz  iat,  von  dem  wir  ausgingen. 

Für  den  Fall,  dass  /  klein  ist,  so  dusa  man  P  gegeu  u-  ver> 
oadillssigeo  kann ,  giebt  (7)  ebenfalls 

if^  tfl 

yl  %lj  Vsln«-sUiy 


1  4  /^"-y 


siny 
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Velber  die  FertodleitM  der  »eeioial- 

brüehe. 

Von 

Herrn  W.  Loeff, 

DiwpfUut       ftenoglichen  UealgyninMiiiiiit  sit  ISntlift. 


In  nieineiu  „Leitfaden  für  den  Uoterricbt  imurakti- 
scheo  RechDen  and  in  der  Arithm«tik,  «frster  Cursas, 

Gotha  1850"  habe  ich  in  einem  Excurse  (Iber  die  Periodicität 
der  DccimnIbrOche  eine  Tabelle  derjenigen  PrimzaMon  initgetbeilt 
welche  als  Nenner  eines  gemeinen  Bruchs  eine  Periode  von  be> 
stimniter  Stellensahl  geben.  Die  b«t  der  Herausgabe  meinea 
Iteitfadens  begonnene  Arbeit  habe  ich  fortgesetzt,  wobei  mir  ekß 
Auszug  aus  den  Bu  rck  bardt'schen  Tafeln  der  Primza^ilen,  welcher 
mir  durch  die  Güte  des  Herrn  Professor  Dr.  Jacobi  mitgetheiit 
wurde,  sehr  zu  statten  kam.  leb  erlaube  mir  daher  dieae  Tabelle 
In  grosserer  Ausdehnung»  als  Ich  sie  in  meinem  Leitfaden  gege- 
ben, hier  mitzutheilen ,  nachdem^  ieb  die  wenigen  nothwenaigen 
Sätze  vorauageacfaickt  habe. 

1)    Giebt  der  Bruch  -  eine  Periode  von  k  Stellen   und  be- 

n 

zeichnet  man  die  Pcriede  der  Decimalstelten  mit  P»  so  ist 

lö*-t=nP. 

Es  rodeeen  daher  alle  Factoren  von  ICH— 1  eine  Periode  von  k 

Stellen  geben.  Eine  Periode  von  einer  Stelle  gieht  daher  10 — l=s9, 
also  3  und  9.  Um  die  l^rimzahlen,  welche  eine  Periode  von  2, 
3*  u.  s.  w.  Steilen  geben,  zu  tinden,  braucht  man  nur  die  Factoren 
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von  — g —  aufzatfOcboD.  Eine  Periode  von  i  Stellen  gtebt  da- 
her ntTr  TI,  von  3  Stellen  37  aU  Factor  voji  III,  von  4 
ätelien  IUI  aU  Factor  von  Uli,    von  ö  Stellen  41  und  271  als 

10^^~*  1 

Faetoreo  von  Hill.    Bei  6  Stellen  kavu  man        —  dnreh 

3,  II  und  37  dividlren.  Der  Quotient  91  hi  =7x^3»  die  ein- 
•igen  Primxabien,  welche  eine  Feriede  via  6  Stellen  geben. 

Fttr  eleben  Steilen  roOssen  die  Paictoren  von  lllllli  ge|fun> 
den  werden.  Da  aber  nur  eine  Mfcbe  Mnizabl  n  eine  Periode 
von  ;>  Stollen  {?eben  kaon,  welche -wi  l^rringert  dnreb  p  theU- 

bar  ist ,  »o  ist 

folgUch 

Ist  p  dne  nngerade  Zahl,  m  ebenfalls  etne  nngerade  Zahl,  so 

ist  mp  eine  ungerade,  fojj^lich  tun  -f  1  eine  f^eraoe  Zahl,  die  nicht 
Factor  von  1111  ....  sein  kann.  Man  braucht  claher  für  m  nur  ee- 
lude  Zahlen  zu  setzen.    Ist  dauo  m  —  2c,  so  können  nur  solcne 

iQi*— 1 

Primzahlen  Factoren  von  — —  (p  eine  ungerade  Zahl)  sein, 

%ve[(  he  (V\e  Form  2cp  f  1  haben.  Für  sieben  Stellpn  also  musste 
der  Versuch  mit  allen  Primzahlen  von  der  Form  14|>-f  ^  hi«  SO 
1111111  gemacht  werden.   Hieraus  ergab  sich 

23»x4fijft9=]llHli. 

¥ät  die  Perioden  von  gerader  Stellensahl«  i.  B«  8,  kann  — g — 

durch  U  und  10t  ohne  Rest  dividift  werden«  daher  nur  10001  in 
die  Faetoren  73  und  137  an  lerlegen  trar. 

Für  II  Stellen  giebt  es  120  Primzahleii  von  der  Form  i2H>l« 
von  welehen 

21649x513239=11111.111111 . 

För  13  Stellen  wurde  die  Untersuchuni:  dadurtih  bedeu- 
tend erleichtert ,  dass  von  den  Zahlen  von  der  Konii  ifi;-^!  schon 
53  und  79  aufeingen.  Der  Quotient  20o37itjä3  ist  nach  einer 
dnreh  lOÜ  Phrlä«na9;geeeiich«Bett  finniUelong  eine  IMmaahl. 

In  der  nachfolgenden  Tabelle  fi\nd  die  mit  ?  bezeichneten 
Zahlen  noch  nicht  als  Primzahlen  ermittelt. 


PeriodemhL  Zahl. 

I  3  ao  «rl«  3*  oder  % 

.    2  II.      '         <  . 

'    3  37. 

4  101. 

»  4!.    271.  .  ' 

:   *  7.  13. 

7  m.  4049.  P  < 
9 


mi. 

11  nm.  BI3330. 

12  91)01. 

13  53.  79.  265371663. 

14  909091. 
W  3t.  2906161.  ^  : 
10  17.  5882353. 

16  W,  52579.  ' 

•     ,  : 

9D  3541,  27961. 

91  43,  1933»  106d8689. 

92  23.   4093.  8779. 

93  IUI],  111111,  llliil,  lUHl.   '  . 
84  99990001. 

25  lOOOOlOOOOlOOOOlOUOOl.  ? 

26  '      859.  1058313049. 

27  757.   440334654777631.  ? 

98  99.  981.  191499449. 

99  3191. 

30  21t.  941.  210t 

31  2791.  30810509010430851690ya2nf2i;t 

32  363.  449.  641.  1409.  69867. 


*}  Bei  17  sind  die  Ualer«uchungeii  mit  aliea  PriaiMhlea  bis  230000 
Erfolg 


**)  Bei  19  babem  41«  ratorwehaiigai  atltr  Frimnlil«!!  bU  100000 
lidMO  Kttoig  gebftbt 
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Periodeosahl.  Zahl. 

33  67.  i:M4(i2821üll3298373T 

34  103.  4013.  21903833369? 

%  71.  m76]84;)t)7477<)043ö3ö2n 

36  9999990000011 

^37-40  t 

41  83.  im.  X, 

42  137.  MO.  4BO0O1.  (7«.  II«.  13»). 

43  173. 

44  flO.  I1I247Q7m4IS6ig0Mf 

45  8997000002007002909997037 

46  '  47.  139.  2531.  54979718449191? 

48  0999909900000001? 

49  f 

50  251.  5051.  717061202106779291? 

51  613.  1469658892171127096100994969071 

59  52t  19003819707773332437819 
63  107.^.  . 

54  0990099090000000017 

.65  ^, , .,  WSML      .  '  .  .  / 

50  7841.  1275220010901500007617 

.   57  ? 

58  59.  1540832049;iü662o5778120i849.  ? 

'  59  .  .  .  •   t  ' 

60  41.  1656706049181983604901641.. 


VI.  • 

Kine  allfremeiiie  AnflSfliiuiir  'er  Olei- 

chiing^en  dies  ilerten  Clrailes. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  W*  Schlesicke^ 

Lehrer  «91  Gymnasium  s|i  Lacken. 


lnThl.XILNr*Xll.d68  Ardiinr  bt  bmftoefne  AuiSlniiigdcrGlei- 
chungen  de*  VlsrlMi  Grate  gafeb«  tt«fden ,  welch«  im  Weiteat- 

lichcTi  Harauf  Ireruht,  da8Sx=//4  rit^setzt  und  in  der  so  tran^formirteo 
odU  »ach  u  ^eordueten  Gleichung  die  Summe  das  zweiten  und  de« 
vierten  Ofiedes  «Is  venehw^iiNtetKl  eneeMniroeD  wm»^.  Dem  am 
angefahrten  Orte  angen-endeten  Verfahren  liegt  aber  die  Voraua- 
Setzung  zu  (irunde,  dass  dns  /weite  Glied  der  gegebenen  Glei- 
chung, wenn  ein  «olehes  vorhanden  war»  bereits  fortgeschafft  f«et.  Es 
lässt  sich  indefts  die  ganze  Kechnungvollkommen  in  derselben  Weise 
auch  ohne  vorhergegangeneFortecbaningdeazweiten  Gliedes  in  vOlli* 
ger  Allgemeinhoit  anstellen;  nur  ist  man  in  diesem  Falle  ixenH 
tnigt,  ausser  <ier  gcwühnlichen  Hiilfsgieichung  des  dritten  Grades 
nocn  eine  andere  vom  zweiten  Grade  aufzulösen.  Dennoch  seheint 
die  allgemeine  Methode,  welche  In  dieeer,  öbrigens  der  früheren 
durchaus  folgenden,  Abhandlung  gezeigt  werden  soll,  an  Einfuch- 
heit  die  aus  den  Formeln  24)  und  25)  in  Theil  XII.  Nro.  Xll.  «ich 
ergebende  einigermasscn  zu  übertreffen,  und  zugleich  wird  aus  der> 
selben  erhellen «  dass  die  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  we- 
nigstens zur  AoAOeaDg  der  Gieichungen  de«  Tierten  Grades  nnwe- 
eentiich  ist 
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Die  gegebene  Glelckang  4t»  vUttmi  ^ade«  «ei ; 
Setftt  man  in  dieser  Gleichung 

k 

,  »hm 

»o  crhfilt  man 

(ii-f«)*  +.  «Clii»)»  :f  i  («+•)»  +  0; 

Die  willkfihrlichen  C^rnnsen  m  und  r  woll  en  wir  nun  80  zu  bcsf Im- 
men SMcbent  das«  in  der  Gleichung  3)  die  Summe  derjenigen  Uiic, 
der»  wdelM  die  nngerftden  Putenzen  von  u  enthalten,  ver«ch«vSn- 
d«t;  90  daam  sbo 

«der  't  T-  ■  •  i 

4)   «{(4i?ft4;u^  +  4i>»+3flr*  +  26ü+c}=0 

ist»  Diener  Gleichling  iriid  genQgf ,  irehh  ihah^ntireder 

ttsO  oder  (4ij+a)u«  +  4t»»+3aü«+2Är +c  =0 

annimmt.  Die  erstere  dieser  Anfloiiiiu^en  würde  nach  2)  x  —  v 
geben ;  mithin  würde  man  durch  die^jelbe  in  die  gegebene  Glei- 
chung fiir  die  oDbdwoDte  CSritoee  nur  ein  neue«  Symbol  eieAHMiii, 
ohne  das8  man  zu  ettras  wesentlich  Neuem  gelangen  konnte.  Wir 
werden  daher  die  sireite  AnflQsnng  mvnwen&n  ventucheu  mOiMen 
and  daher 

annehmen.  Hieraus  erglebt  *  sieh 

'  4o-|-a  * 

ond  wenn  man  diente  Auedrucfc  in  die  Glekheng  3)  eiirfHbrt: 


V  ÜTHi  ^;-(ör^  +  3«üf^)  

t»*+«>*fM+ce 


•0 

oder,  indem  man  mit  (4ü  +  fl)*  mtiltiplicirt :  i  '  < 

Entwickelt  man  aber  diese  Gleicbung,  so  erbSit  man 

oder,  wie  auf  der  Stelle  erhellet: 

n  1       '  '  2 

9)  (4r*+2aü+|6)»+(ac-3  bK^^iApH^v  +3  6) 
d.  I.  irenn  mao  .  ' 

10)  4o«+2ov-|-|6  =  «», 

.12)  ^oÄc— «-^^6»+3-M-c*5=y 
13)  »»-l-^+yssO.**) 

*)  Efl  lortgo  noch  bemerkt  werden,  dad«  man  i\o  Glcldi«^  §) amA 
auf  eioe  andere  Ftfrm  Magen  kdnnte;  «etxt  man  nanüich  * 

M  erhUt  man  ans  8) 

eine  Cteu  hitnu; ,  welche  allerding«  etwa«  einfacher  i«t,  in  wdchfr  aber 
daa  swetle  GUed,  welche»  ia  0)  labil»  noch  Torkommt.  Nimtut  man  in 
tfieaer  Oleiehung  a  ale  veraekviaiaad  an ,  so  erhalt  man  die ,  mit  6lei> 
chung  9)  iri  Tluil  XTT  Nrn         AberaiaatimmeBae ,  gawöbaliebe  HAU*- 

^leicbung  des  drittuo  Grade«. 

**)  Die  oben  in  10)  durch  u  beseichnete  Gröaae  erhält  man  offea- 
bHr  aus  dem  Coefficlenten  Ton  «*  In  der  traatfanniftoa  GMehoag  t), 

wenn  man  denselben  mit  ~  muliiplicirt.    Beseichnet  man  nämlich  die 

Coellcipnten  der  einseinen  Glieder  dieaer  Gleichong  der  Reihe  nach 
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Somit  sioU  wir  zu  einer  Gieiehuug  des  dritten  Grades 
auf  welche»  weil  in  derselben  das  zweite  Glied  fehlt,  zur  Bestim- 
mung von  CO  die  gewOhalicheti  AiinrisunprÄmcthoden  für  Cleichun- 
gen  dieses  Grades  unmittelbar  ar)iz*  \\  endet  werden  iciinnen.  Hat 
man  vermittelst  einer  dieser  Methoden  ca  bestimmt,  so  erbält  man 
«  tuie  der  Gleiehong  10)  ;  * 

...u.n.  + -  ......... 

Hierine  folgt  y 

oder,  wein  wir  . 

»  il  t»  •>     w    .  ^  .  .     '       J   „    2  .        '  '      .  .>;  '    '    "  i 


t : 


15)    t»=^  j-^aiV^I 


•N  .  *  ,  II  ' 


und 


--^-i.-  '      •     '.V,  .  '/  j  . .    .  -1 

iai'y  10  wird  au«  Gleichaog  7): 
Nun  i»i  aUer 


Oeainach 


l'|l'iiKi""^>*^lf^»*Tr  \    ^  2  8 


v«UlliM  wieder  die  obice  Gleiclmr  ||),  oder  weai|.  nMU|  41^  «rbeR^gf 
bnoebira  Zetchea  einföW,  die  :  .  , 


FahvMi  ^  nm  aker  6b  »mIud  Werth  aw  14) 


tn  die  Gleichung  13)  ein  und  setzen  auch  für  ß  und  y  ihre  ent* 
sprechenden  Wertbe,  ao  erhalten  wir  die  Gleicdung 

17)  ife»  +  C2Ä--|a*)        (pa*— a«6^-ac  +  6«— 4rf)itj 

— ^a»— ^a6-|.c)»l 

Diese  Gleichane  ist  kdn«  andere  als  diejeniffe,  welche  wir  erhal- 
ten haben  wurden  ,  wenn  wir  nach  FortscnnmTn»  f?es  zweiten  Glie- 
des in  der  e^ebenen  Gleichung  1)  des  vierten  Grades  nach  den 
in  Tliail  Xli.  Nro.  XII.  gegebenen  Formeln  gerechnet  bitten.  Aue 
der  Bescheienbeit  des  lernen  Glledee  dieser  Gleichnig  folgt  abor» 
daaa»  wenn 

.».  * 

'  1  1 

ist,  ein  Werth  der  Grösse  &  ebenfalls  verschwindet;  dass  dage- 
gen, wenn 

iat ,  es  Jederzeit  einen  reellen ,  positiven  ond  nlclit  verscliwinden- 

den,  ^^crth  drr  Crüsse  /•  giebt.  Nrhrnen  wir  nun  zuerst,  indem 
wir  zunächst  den  letzten  Fall  betrachten,  an,  es  verschwinde  die 
Grösse 

nicht*  so  erhellet,  dass  sich  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
avcb  aue  der  Gleicbmig  1^  Jederaeit  ein  Werth  flfr  m  wird  finden 
laaeen»  so  dass 

Ist.  Denken  wir  uns  den  ,  dieser  Bedingniig  ijonnircnf^cn  ,  Werth 
von  »zur  Bestimmung  ilor  Grosse  k  in  14)  gewählt,  so  erhalten 
vi^  offenbar  nach  15)  zwei  reelle,  von  einander  verschiedene» 
Warthe  für  v.  Setzen  wir  nSiplleb,  wosu  wir  naeb  den  BUflMit^ 
gee  elenbar  berechtigt  Sind, 


#3 

»  •  .    .18)      >t=4ü»,  • 
•o  erhaltea  irir  jiäcb  16) 

19)      «=r-^dbS.  ' 


1» 


Ahm  der  Gieiohiiiig, 


ergeben  ^ich  demnach  eben^Eins  zlirei  'reeUe  Von  efnander  ver- 
schiedene Werthe  ßir  »*.  E«  ist  nämlich^  wie  nuin  sogleich 
findet: 

4ö»+|(^ -  ja»)  5  ±  (^a»-^a/.  +  c) 


oder,  wenn  wir 


eoUen: 


21)  g^ii«-.^a6  +  c=Ä 
2^)  y--^  ''jg 


and  folglich 


23)  M= 


mithin  nach  ^»  .^y«  Sa>  , 


M 

-  4  8  V  3  

34)  dps<   


l    .-1  4/  4 


Somit  «iiid  wir  unter  der  gemachten  Voranssetzuog ,  dma  B  nicht 
viraeliwiiHlet,  nir  Bestiiiimung  der  vier  Wiineh  der  gegebenen 
Crlelchung  de«  vierten  Grades  getangt  Dieselben  «ad  — ^^-^ 
TOS  etnnoder  verMbiedeo»  wenn  keine  der  GrOeMB 

4S« -ff- 3ilS +11  und  4«i» -f  US -^Ü 

verechwindet  Sie  eind  «ämmtlicb  reell«  eolifld 

r^,  "f-»^'-"!   ''j>vür '■«^"■■■"t  >-M 

ist;  dagegen  aSmnitlieli  Imaginlr»  wem 


t  .1 


lat  Ferner  aind  awei  reell  und  xvrel  Unaginir«  it*iin  ealiredtr 


eder 


ist.  Endlich  «ind  zwei  dcrselLea  reell  und  gleich j  wenn  entweder 

4öS-|-2ilQ-firsO,  .t  . 

oder  , 

4c$s-|-2^ö--i»=id  , 

— 

iüt;  die  anderen  beiden  Worxeto  rfiJd.dagegeo  reell  oder  imagi- 
nir«  je  naefadem  reepeeChre 

 g  ^0,«nd  ^  ^0 

ist.  Uebri^cDs  kaon  m»n  sich  davon ,  daas  man  in  jedem  Falle 
wiricllch  alte  Worxelo  der  gegebenen  Gleichung  durch  die  obigen 
Formeln  24)  erfcüt«  rOUig  io  dereelben  Weiae  überaeagent  wie 
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dies  in  Theil  XU.  Nru.  XU.  gezeigt  ist,  weshalb  nir  hier  diead 
Untersachang  föglicb  fibemben  zu  kunnen  glanbm.  Zum  SchluM 
hwkwk  wir  1101  noch  dao  Fall  «t  betncbteo,  wesn  die  Grtae 


verschwindet  In  diesem  Falle  tst,  nie  wir  da»  bereite  oben  ge 
8«heD  haben,  ein  Werth  voo  k  und  milbin  auch  von  4t)-t-a  Null. 


in  der  oben  0)  durch p^efTihrten  Weise  iinstattiiaft»  weil  eOWoU  die 
GrOese  {'i»-^a)u^,  als  aacb  die  Grösse 

4»H3fl»*+26o+c=g^  a» 116+ csaÄ 

filr  sich  rerschwindet  Wir  siod  daher  eeouthiet,  zur  BestimrouDg 
▼OD  ac  auf  die  CSMdiiRig  3)  snrllcfcxoeeDeii,  WMCbe  ebet",  weileo* 
wohl  das  zweite  als  das  nerle  Glied  oeiselbee  fdfslcb  Teiechwlii« 
den  die  eiafacbefe  Gestalt 

I 

oder»  weati  wir  atich  hier  fiir  e  seiaeo  Werth  -^ja  elofilhTeaf 
die  Vowm 


amdimiit«  nod  mithio  wie  eine  ^piadratiacbe  Gleichung  aaf^ltot 
werden  kann,  ßebalteo  wir  die  oben  90)  filr  6 — g^a^  gebraucbte 
Bezeichouug  bei  und  setzen  wir  ipriier 


25) 


•o  erhaltea  wir 


Ave  dieeer  Gleiebuag 


26)  v«-|-JM«-f  CssO. 
{  crgiebt  eich 


Theil  XVl. 


and  demnacli  sind  in  dicMvi  Falle  die  Tier  Wuntlii  d«R  gegebe* 

nen  GleielioDg ; 

 .  ♦ 

Ans  den  Bisherigen  Ut  ersichtlich,  dass  die  im  Obigen  darge- 
stellte Ati(lMS(in«Tsinethode  der  Gleichungen  des  viertes  linMles 
io  einem  bet»tiiuinten  Falle,  wenn  näinlicD 

Ist,  elietirsUsdaranrfiibrt,  die  Grosse  4«-|-o=s0  sii  seCsen,  gans  in 
der  Weise,  wie  es  die  Fortschaffung  des  sireiteo  Glied*  s  der 

gegebenen  Gleichiin!?  erfordert.    Hier  aber,   \5fMin  nfjrh  das«elt»e 

fescbiebt,  ist  der  Erfolg^  ein  anderer.  AJit  dem  zweiten  verschuiii* 
et  D&mlich  auch  zugleich  das  vierte  Glied  der  Gleichung.  Das 
Allgemeine  bleibt  daher  nichts  desto  weniger,  dass  die  glmdiasi* 
tiL^e  Forfscfiaffung  derjenigen  Glieder  der  Gleichung  3),  ireldbe 
die  ungeraden  Potenzen  von  u  enthalten,  bewirkt  wird,  und  die 
fibliche  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  erscheint  als  ein,  dem 
allgemeinen  mtergeordnetes,  specielleres  Verfahren ,  welches  nuT 
in  einem  gcwi.ssrn  be.<;onderen  Falle  direct  zum  Ziele  führt.  Zu- 
gleich scheint  es  der  Beachtung  werth,  dass  die,  mit  3  multipU- 
airttfn,  Wurzeln  der  durch  das  obige  Verfahren  erhaltenen  kubi- 
schen Hfllfsgleichun^,  gewisse  Werthe  des  zweiten  Differential* 

2uotientcn  von  der  tunlmon  der  gegebenen  Gleichung  des  vierteil 
irades  darstellen.  .  , 


38)  «=r 


;Uel!ker  die  Abel'scheii  Fankttqiiieii« 

Von  dem 

Herrn  ProibBsor  ßr«  Dienger 

u  d«r  polytsdniiMbcii  Schvla  n  C««lirali«- 


In  den  nachfolsiendon  Zeilen  sollen  dio  Additionstheorerae  die- 
ser Funktionen  nachgewiesen  werdrn  ,  mit  Zugrondelegang  der 
Abel'schen  Abhandlung:  iiemari|ue  sur  quelques  proprio« 
t^s  ff^o^rftles  dune  certaiae  sorte  de  foncllo^s  tcaii«* 
cenaanf 05;  (rrelle*«  Journal  Bd.  III«),  fiiirigo  ADwenduiigen 
naifige»  ^  weitere. Aaffäbruog  folgen. 


Et  tet 


f  1. 


(1) 


fcner  Mi«i»  ^Cv)«  ^:p>,tv?ei  gMse  Pvnktion^ti  .^on  »i 
also  ebenfalle  du«  solche  FonktioD;  a  «im  komtent«  6r5Me; 


entweder  alle  ^der  doch  eroige  von  ibnen  ▼eränderKeh ;  endlieh 
setze  man:  '    '  ' 

6* 
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80  werden  s  »^Sf  ••••  Xt  bloss  Ton  Oe»  a|,....o«;  c^«  C|....Cm  miil 
den  als  koMtant  voransgMMtstoo  Koeffizienten  in  ^(or)  and  (pa(j:) 
abhängen,  und  eben  so  A  von  x  unabhängig  sein.  Bezeicbliot 
nun  dT«  irgeud  eioe  der  GrOsseo  Xi,.^,XtI  so  ist  identisch: 

Fix.)  =sO.  (3) 

worin  or«  eine  Funktion  von  den  Grössen  a  und  c  ist  Lben  weil 
ftber  die  Gleichnng  (3)  eioe  ideoHache  ist,  bat  «an  bekanntlieli 
aneb: 

PC«»)«©.  (4) 

Diese  letztere  Gleichung  iiesse  sich  ohnehin  auch  leicht  nach- 

w^seo.  Demi  man  gebe  «kn  GrStesen  ao,   c^j  dl« 

willkOhrlicben  Zuwächse  n'o»  fl'i        und  sei  x"«  der  daraua  ber- 

▼orgebeode  Zuwachs  von       so  ist  offenbar  aaeb 

d.  h. 

also  nach  (3j; 

wenvs  leicht  (4)  geachlossein  vrhd. 

Dio  Gröcfso  F(xr)  enthalt  a„,  ai,....aii;  c„,  Ci,....Cm  crpliiits, 
nebst  ^e»  also  kann  (4)  auch  folgenderroassen  dargestellt  werden: 

"3E~***  +  ~S«ir^  +"55^^  +"-*=®* 

wenn 

aF(.Ze)  8F(a:,) 
da;«   '  ' 

die  Differensialqiiotienfoo  ▼on  f{xe)  in  ßecitg  auf  ar«,   ,  in- 
sofern diese  explizite  bi  F{xe)  enthalten  aind,  bedentet  Diene 
Gleicbang  kann  aneb  unter  der  Forni: 

dargestellt  werden,  wenn  6  das  vollständige  Differenzial  in  Bezug 
anf  dio  Giümmbd  o»*  »— «  insofern  sie  explislte  in  F^a^w)  * 

ontbaiton  aind»  bäoiebnoL 


^  kjui^  o  uy  Google 


Aus  (2)  folgt  aber : 

also  MS  (0)  «od  (S): 

F'(fl^.^ms^üleiix^<p^:^.}Leii:t^^$i:g^^  (7) 
Nach  (3)  ist  aber; 

wenn     eotweder  4  ^  o<](^''  —  1 »  je  iiaclidain  die  BascIiafMMt 

i7cr  hp/u'g)ichen  Funktionen  dioss  zulässt.  Hieravs  Slglabt  Mb, 
vreoD  man  beachtet,  dass  ^(x),q>%{x)^q>{:c): 


"1 

U  1 


Setat  man  diess  in  (4),  so  erhält  man: 

Hieraus  iolgt,  weim  /(a)  irgend  eine  gaose  Funktion  von  js  iai: 

u  (9) 

(a:e-a)iJ^(xe)  '^'•^  (art-a)P(a:.)' 

weaa  man  sur  Abkfiraang  setati 

so  dass        immer  eioe  ganze  Funktion  von  x  ist. 

Betiefat  sich  nun  das  Summationaseichea  £  auf  die  Wertbe 
Xifje^,,.^acrf  so  fo(gt  ans  (9): 

Setsen  wir 


70 

SO  fulgt  auä  (Lü):  '  * 

Nach  einem  bekanntoo  Satse  (aiehe  «He  Anmerkubg  am  SchliuM) 
ist  aiHer:  n 


und  eben  so  weiea  man ,  dasa  der  Werth  der  GrOese  £  -pjj^^ 

gleich  Ui  dem  Koeffizienten  von         in  der  oach  laileitden  Po- 

teiuen  vuu  a  vorgeooiumeucu  Kulwicklung  ^^nj^f  oder  gleich 

dem  Koeffisienten  von  -  in  der  idmlichen  Entwicklung  von  ^^^y » 
Bezelebnet  man  nmi  aOgemein  dvreh  Kt^(a")  den  KoeAÜienfen  von 

—  in  der  nach  lalleiuleii  Potenzen  von  a:  vorgettoromeneu  l^utwic^ 
luog  von  ^(o:)»  ao  ist  also 


Da  aber 


und 


fX^-^  («— «)F(ar)  "  («— a)F(«)* 


da  der  iSeuuer  mii)de«ten8  vom  zweiten  Grade  iii  Bezug  auf  x 
ist»  so  hat  man  .  , 


nnd 


M£v)_   M£)  
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^     Rö?^))^)  -  (Öi(^))*^^(x)](a:-a) 
wie  man  leiolifc  äberstebt   Setzt  man  om; 


(j:  —  «)  V  yto:) 


•o  erhllt  man  hlerant : 

r 


+  C,  (I). 
Die  GrOMen  r«  bMtimineii  »leb  ans  (8). 

Dieses  Theorem  lehrt  also  die  (algebraische)  Summe  einer 
Ueihe  tranftzendenter  Funktionen  durch  einen  logaritbmiscben  und 
algebraUicben  Aosdrack  fioden.  ^ 

Man  wird  hei  der  vorstehenden  Differenziation  und  Integration 
kaum  einen  Anstand  haben.  Zum  Ueberilus»  könnte  man  die 
(Grand-)  Gleichung  (5)  aucb  80  ausdrücken,  dass  man  in  La- 
grange's  Welse  i\\e  Grrissen  .Tt ,  rr,, ,    JsSmmtlioli  nls  Funk- 

tionen derselben  GrOa«e  »  betrachtete,  wodurch  dann  die  obige 
CHeichung  hiesse: 


{X0  —  a)V^  <p(are) 

wunuM  sich  (I)  annlttelliar  erg^e* 

Btn  Anstand  kOoQle  darin  gefundm  werdeo,  ob 

wie  voraiwgesetst  irurde* 
Allein  sei 

^:r)=|i+^  +  .  

ao  ist  Ai^K,iß(jf)  and 


Ulso 


$.  2. 

Es  ist  obtMi  .■^lillschueigend  vorausgesetzt  wordeu,  dasa  Xi, 

,tj|,  OTr  verstliieiii^u  «eieo,    du  aoust  t'{Uf)   iür  einige  dieser 

UrOssen  Null  wSre.  Nimmt  man  aber  zuerst  ao,  diese  Wertbe 
scten,  statt  gleich,  um  unciidlicb  wenig  verschieden,  8o  wird  die 
l'oiiuel  (i)  immer  noch  gelten,  und  da  ,  .Tj,....  auf  ihrer  zwei- 
ten Seite  nicht  vorkomnieu,  auch  noch,  ueou  diese  Unterschiede 
Null  werdeo.  Ist  alier  d;«=x»4.i.  es  folgt  aus  (8),  dase  auch 
tf^U^  edn  mvsa.  Ist  also: 
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M  ist 

V'vC«)  *\fl(it)V^)-^(«)V^io,<i»)/ 

^^^>=Mf-^?a^  (II, 

$.  a 

Seilt  na»  io  iU); 

/(*)  =  (ar-«)jl(ar). 
wo  also        ebeottiUs  «ine  ganze  Fuoktioa  von  x  lat,  und  folglich 

so  bt,  weil  /(c^=sO:  ^ 

^K.-;4^1ogf^^Ii?«i^^^  (III) 
^W)V^(«>-Ö4(ar}V^Vi(a:)/^*^'  ^ 

worin  den  Grossen  m  und  t  die  obigen  Bedeutungen  xuknmnien. 


$.  4. 

Wird  /t^)  so  gew&blt,  dass  der  Grad  von  (/(^'))*  niedriger 
ist  als  der  von 

M  hat  die  OfOeee 

/(*)       ,„ /6(ar)V^(5^  flb(.Y)V^)^ 
(jr-«)V^j;5J  ^  Vir«)  "  ^(«)V^  («)/ ' 

wenn  sie  entwickelt  wird,  die  Potens  \l  owht»  Denn 

SF 
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ist  von  denweUieii  Grade»  wie 
folglich  entbfilt 

bei  der  Eotwicklung  nach  faUeodeD  Potensen  keine  positive  Po 
tens  von  s,  also  enthält 

höchstens  die  Potenz  i .  Da  aber  /(ar)  von  niedrigerem  Grade 

ist,  als  I  so  entliält  aUo 

die  Poteuz  i  nicht, 

SP 

In  dieMO  Falle  bat  man,  wenn 

i,  5. 

SeUt  mau  nun  in  Verbindung  von  §.  3.  und    4.  voraus,  daas 

und  der  Grad  von  niederer  als  der  von  ^x),  so  ist 

wenn 
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%n*(«i)+»%«iiK*J+-*.+«fM'(*r)=C.   ,  (V) 

Diiferenzirt  man  die  Fonnel  (iV)  {u  -  l)raal  nach  eioandcv  In 
Bezug  auf  «,  seist  also 

(J{x))^  von  Diedernt  Grade  als  f<a;),  so  ist 

An)  aa-^iLVy  («;     ^Aö(a)  -     («)  V^^)  J 

+  C,  (VI) 

da  die  Constante  im  Allgemeineii  tod  dem  Wertlie  tod  a  abbSn* 
geo  kann; 


j.r. 


bt 


und  ist  X  belielilge  rafiooale  Pnnktiön  von  so  wird  man 
setieB  Jijhiaen: 

worio  ^(;r),  /[(or) ^(dr)  ganze  Faofctionen  voa  m  sind. 

(lenügcn  nun  /i(ar),  f%{x)f  f^x)  der  Bedinsaiig,  weicher 

f{ß)  in     d.  genfigen  mnss ,  so  folgt  aus  J.  3L  und  $.  6.  i 
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Blan  «etse  in  {.  3* 

${a)=ia^-^miXi-:r^*-^  -fa*«"»  öitx)=c; 

so  ist 

(12) 

eine  ganze  Funktion  vom  Grade  2«  1 1.    Ist  nun  noch 

so  wird,  so  lange  2m-|-2<2ii-|-l*  2i»<2»— l.  also  m^»-l»der 

Satt  $.  S.  gdten»  also»  Ittr 

worin  allgemein  c«  durch  die  Gbicbuog 

A;*0(d?«)st«cV  jr«9s(  •) 

bestimmt  wird. 

Ist  tther  wi^».  »o  tritt  J.  3.  in  sein  Recht  Sei  M:sii-fr  md 
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n 

au  ist  klar,  das«  <  >• 

Sttst  man 


ist,  da 


■ 

I      •  -  • 


daher 


\ 


4>         -^i  _  _  1  c^yi(j:) 


,     3  C*(<3D,(X))« 


4.5  \"a:\r Fix)* 
woiins  leicht  folgt,  dass 

Ava  (12)  folgt 

Denaaeli  arloat  man  au«  (IX): 


78 

(X) 

*  « 


{.  9. 

Man  setze  in  {.  7. 


1         ""J"  2** 


so  ist  dort; 


Ferner  sei 

ur\(\  endlir])  seien  f?(r)  um]  öi(.r)  8o  l)eschaffcn,  dass;  <iio  erste 
lauter  geraile,  die  andere  lauter  ungerade, Potenzen  von  x  ent- 
halte.  Alsdann  wird  man  setzen  können: 

#X*)=(6(a:))^(Öj(a:))«V*(*)=il(«^i«)(«*-^ 

vad  aUo,  wenn 
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II 


1 

< 

n 


4- 

+ 

1*1 

I  ' 

& 


o 

I 


A 


1 


Da  «ber,  der  Annahme  nach« 
•o  ist  die  «weite  Seite:  . 


Die  Veneichea.u  und  t'«:  heatiowieii  «leb  ana: 


80 

=1^  {x.)V  ' 

also  da 

t»o  ist  <'c=5— und  da  auch 

und  folglich 

^  log  r^^>    ^>  («)^^))  4-  c>  CXI) 

wo  fr  dureb  dl»  «rate  Gleichung  (15)  beatfannt  tat. 

Die  hier  betrachteten  Funktioneo  "^x)  »lud  aogenaonte  eUip' 
tische  Funktionen  der  dritten  Art 


^  10. 

Setzt  uian  Im  vorigen  Paragraphen  assoo  und  alao 

Die  hier  betrachteten  Funktionen  sind  elliptische  Funktionen  der 
ersten  Art. 


Bezeichnet  man  durch  Knf(a)  den  Koeffizienten  Ton  a~«  in 
der  Entwicklun!^  %on  f[a)  narh  fallenden  Poten7.cn  von  a,  so  erhält 
man,  trenn  man  beide  iSeiten  def  Gleidiung  (XI)  nach  lallendeo 
Potenaeo  von  a  Mitidckelt  nnd  se^at  « 
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« 

Die  hier  vorkommenden  Funktionen  «ind  eliiptiscbe  Funktio- 
aeo  der  svreieen  Art  (Archiv.  Tfaeil  Xlll.  S.  12.). 

Alan  setze  tu  4. 

0^(jr)=1,  0(ar)sC(dP'-i4i)(dr^ilt)....(dr— 
so  hat  Dan  zur  fiestimoKi&g  voa  iri,  Xgp,,»x^  die  Gleicknag: 

t(ar-fiit)(«-Wi)..M  («-iiij|»)=?0,  (16) 
deren  Wurzeln  jene  Cvrüstien  slüd.   ist  aiso 

«)V 

•o  hat  oian : 

^  v^^"Hfl(«)^*s^r-v^(5>'"^^'  ^^^^ 

worin  f«  dofch  die  Gleicbang 

6  V* g»i(*.)  =  «.V 

üestimrat  wird. 
Seist  mtm 

ee  Ist  der  sweite  Tbeil  der  Gleichung  (17): 

Theil  XVI.  *  0 


82 


also  ist 


wo 


%vlihrend  f i ,  Ci»M.i^  «af  die  90  oben  angegelieBe  Weise  sv 
etimmeo  siod. 


§.  13. 

• 

Im  Vorstehenden  trurden  jTi  ,  :r9,....:rr  (§.  1.  ff.)  als  Funktio- 
nen der  Grössen  Oq»  r^,  Ci,..Cm  angesehen,  ^ion  kann 
man  umgekehrt  einige  der  Grüsseu  jci,  o^»...  ab  gegebene  Ver- 
SnderUcbe  aoseheti'ood  aus  ihnen  die  Griloeen  a^,  ai,..;  Cq,  cy^ 
zu  bestimmen  suchen.  Man  sieht  leicht,  dass  es  der  Allgemein- 
heit keinen  Abbruch  thut,  wenn  man  eine  dieser  letztern  irloich 
1  setzt,  80  dct8s  noch  m-j-H-{-l  solcher  Grüssen  übrig  bleiben. 
Sei  iii4'«i+l=r'»  und  nehmeo  wir  r  (§.  1.  (2;)  gleidi  oder  grOsser 
als  r^  so  kann  man  sämmtliche  r'  Grössen  Oq, ...  Oni  To,..  Cm»  \'OU 
denen  eine  gleich  i  ist,  bestimmeti  durch  die  r'  Gieicheageo: 

* 
* 

0  (Xr- )  V^CTr-)  —  ir'  ö|  (Xr' )  \^ ^(x^; 

In  denen  die  Grossen  f  1 ,  ^2     '  ^r*  beliebig  gleidi  ^1  gesetat 

Vierden  können.    iVIau  setze  z.  ü.  ' 

»I  =sa|S  es  ...s«ri =  + 1*  «fi+i » ar.+a^«"^*»'«— I; 
so  hat  man  aar  Bestimaraog  too  Oq,  a|,....coi  c^,.^: 
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DieM  Gteichungen  geben  nun  dieWerChe  von  Oo', Oi,...,  cö,  Og,,,, 

voUstäudig  als  Funktionen  von  .t,  ,  j-j,  ...arrfi"  v*'*0»    «"^^  d^*" 

a)(a;)  und  (x)  enthalt»'ncn  Kocfüzienten.  Setzt  man  diese 
Gerthe  von  Oq,... ,  Cq,...  in  die  üieichuni;  (2),  «io  M'ird  ihre  erste 
Seite  dnrcb  (:r— a:i)(ar-'«t)^(4r— )  tbeilbar,  nnd  man  findet: 

Seilt  man  nans 

■o  sind  fi,   die  Wurseln  der  Gleichung 

RszO,  (19) 

Tielche  vom  Gmde  *  =  r— r'  ist.  Es  wird  somit  immer  möglich 
sein,  diese  Gr«iKsen  zu  bestimmen.  Die  nachfolp^enden  Grösseu 
(i:!)      £2*  :i»  ergeben  lÄcb  ane  den  Gleichungen: 


00) 


und  man  findet  (§,  7,),  wenn  man  eetst: 

9{x)  was  M'j.  7<  und  denselben  Bedingungen  genfigend: 

H'ri)  +  V'(ar2)+...  +^^r,)— i^/(arr.+i)— t^'Cr.+a)"  — '«^'(a-r') 

+  «i'/^(yi)+<«t^;Cy2)  +    f  f.'/^(y.)=  F+C.  (XV) 
wo  V  sich  aus  §,  7.  ergiebt« 
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8* 

Aebolich  kann  mao  in  die  übrigen  Formeln  substituireo. 

Sfii  ^1  der  Grad  von  (fi(.z),       der  von  tp^(x),  p  =  ft 
voo  so  ist  der  Grad  der  Funktion  /'(ar)  (§.  1.)  entweder 

Sn-f^i  oder  27»-|-^;  er  sei  s.  B.  =2n-|-^|,  aifo 

und  foiglich 
niitbio  anch 

also,  da 
«ach 

j^m-f  «+|— 

Der  kleinste  Werth,  den  also  «  hahea  kaaii»  iat      *  1»  wenn  p 

gerade«  und  ^  ^  ^»  wenn  ^  ungerade  i9t  Man  sieht,  das«  dieser 
Werth  voo  m4<t  gar  nicht  abbttogt. 

14. 

Wir  woüen  forncr  annefimen  ,  man  mache  die  Voraussetzung 
dea  §.9.,  und  ueliinen  uir  an,  m  6(0.) ,  6i{x)  seien  gerade  r  Koei- 
lisienten»  also  ,  da  einer  =1  zu  setzen  iat,  iiirer  r  —  1  lo  liestim* 
men.  Beiläufig  bemerken  wir  auch,  dass  in  §.  9.  Alles  dasselbe 
bleiben  \vür(!e,  umn  man  annähme,  in  aeiea  nor  angerade 
und  in  6^1  (x)  nur  gerade  Potenzen  von  x. 

Sei  nnn  r  gerade, 
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öi(*;=  Möix*  + ....  +  ön^^-*)  X» 

h^H**"*^*»«-!«"- 1»  «o  werden  «o,...  60...  bestimmt  durch: 

•  -  I 

■ 

»  .      -  •  •, 

wenn  die  2a~l  =  r — 1  GrOssen  ^, ,  x^,.,.T,in-\  afs  gegeben  an- 
gesehen werden.  Ist  diese  Bestimmung  geschehen ,  äo  hat  man 
r«J.7:  ^  , 


(22) 

leicht  folgt: 


i  sweiteoB  r  uegeiade«  :=52tt^l. 
Aledaon  sefa»  vuui: 

beeiiauBe  fcraer  ao,„         dnreh  die  Gleiehmigenj 

* 

•o  erliilt  mui 

Seilt  aiMi  nun  die  Wertlw  von  xx^  x^^^.xr^^*  y     ^  Fonneiii 
(XI.),  COL),  (XUL),  80  erliilt  man  Tlieoroine  «her  die  ellipti-e 


m) 
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•cheo  Funktionen.  Dabei  ist  su  bemcfbBD«  daiV  h^f%^—"' 
si^is— t  genonmeii  wurde,  JPr=iy>  ood  tr.aM  der  Gleieliimg 


liMliiiiiiit  wird. 

* 

15.  ( 


Setzt  plan,  um  einjtBeUpi^l  zu  w&hleo,  im  Torigett  Pacagrm- 
pben  rs=3,  m»  fst  i 

bestimmt,  woraus  folgt: 


2ar  BesttniBiuDg  von  ^  »um« 

Deolceo,  wir  oos       dr«  unendlich  klein ,  «o  wird 

ako  (24)  eind  Wg,       die  War^elo  der  Gleicbnng 

fl(a?)  +  öi(jr)=0, 

d.  h.  von 

♦ 

DieMGIeicbiioghat  ooch  eine  dritte  Wnnel  x,  nndee  ist  offenbar 
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imd  Ar  «1»  ^  voeodUcä  klein ,  Aoch  V^^C^a^l»  tot  ^sL 
Bezeichnet  maii  nun,  zur  ünterscbeidung: 


/(- 


X|   und  uicht 


so  ludet  »m  «tdi  (XII.).  (XIII.)  uod  (XL): 

(26) 

i^iC'O  +  ^iCJ^D^'^Cy)«! 
worin: 

Nao  tot  ober: 

^^M«o+a>-6o^:(^)/  -(00+«*)«  T  f  V(«o+a*)ay 
3V^)^\(flo+«»)«-4to VÄay  ~  «0+  a*  *  ^  ««(«e+o^» 
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Deoinacb  Ut  der  Koeffizient  von  ^  gleich  V       folgllcb  werden 
die  obigen  Gleiebangen  definitiv  xu: 

F,(.r,)  +  F,(^2)  =  /'\(3/)+C,  '  . 

^   >(XVL) 

«roritt 

«Ol  6a  bestiiuuU  durch  die  !<  ormeln  des  15.  Die  Foinielu  (XVI.) 
enCbajten  die  Additionstbeoreine  fQr  zwei  elliptische  Funktionen 
der  verecbiedenen  Arten. 

Da  für  :r|=x=^g  =  0  auch  aq  =  6^  =  0  und  v=0,  bo  sind  die 
Konatnnteo  iadieeenFomeInNnU,  wenn  mm  0  al«  ontera  Gfi^te 
der  iotegratioo  Dimnit*  Setat  man  ^eanin^,  ee  iel  ' ,  t 


Darnach  »teilen  «ich  diese  laleichungen  anch  so  dar:  ^ 

(27) 
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worio  if  liMtinunt  ift  dnreb: 

(30) 

Die  GleichuiiK  i^t  nichts  Anderes  ats  die  Gleichoog  (1)  io 
Ai€bHr  Thell  XL  8.  395.  ff.  4. 

Die  Integrale  in  (28)  gehören  •«  den  in  AichiF  Tbeil  XllL 
8, 1!L  C  betnebteten  und  iwar  wa  der  derCigeu  Gattung  J^mfltldvi 

die  in  (39)  zu  den  dort  «S.  19.  ff.  betrachteten., 
Beieicboeii  wir  den  Werth  Ton  ' 


(31) 


durch  tt,  so  ist  (Archiv  Theil  XI.  395.  ff.  $.  2.)  jrs=Bnv,  wenn 
c  der  Modulus  ist,  während  die  obige  Grösse  <p  nichts  anderes 
•la  die  Amplitude  von  e.  iat  Beaeiclinen  wir  durch  9g  ^  8^,t9  das» 
was  ans  (31)  wird,  wenn  man  Xi ,  x^,  y  &n  die  Stelle  ▼obxmIiI» 
ao  giebt  die  Gleichung  <27)  oder  die  erste  (XVi.) : 

während  sin^=snt0,  sin^i— snr],  smfs=snPs;  also  nach  (30): 

_L-_\  ~  snri cnwj  dnet -t-anetcnetdnpi 

was  absolut  die  Gleichung  (1)  de*.  6.  5.  a.  a  O.  ist.  \  on  dieser 
ausgebend,  ist  die  ganze  dortige  Theorie  leidit  zu  entwickeln. 

Da  aber  §ät  Xf,  S%  keine  hesonderen  Hezeichnungen  festge- 
eestellt  wurden ,  so  gilt  die  Formel  (32)  für  alle  möglichen 
Werthe  von  ai  und  x^*  su  wie  von  c«  «as  die  Herlsitung  der 
Formeln  der  §.  6.  und  §.  11.  aehr  erlelcbtert 

Die  GrOaae 

'^9  8in*yD<p 


^  V^i—c%lnV 

0 


bü^vdc  be* 

zeichnet .  ^^ orin  p  den  ebigen  Werth  hat.  Dtcee  ielatere  Cittoe 
fand  aich  dort 
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•Im  giabt  m  odOT  die  iwaUf  GMdivog  (XVL>: 

WM  eben  die  Gleichang  (I^  ia  |».  ISL  a«. «.  O.  iflt 

Aiiek  hier  ist  keine  Bcsehrfinking  flir  die  Werthe  TOliMuleii. 

Eben  so  gehört  endlich  f\(.r)  (XVI.)  zu  den  mit  J  in  §.  23. 
a.  a.  O.  bezeidbeleti  Funbtioii««  der  dritten  AH^  «ed  swat 
iet  eie: 


«n*e 


1 


«e  ist  sie  giddi 


*    "».       ♦  M-J. 


nach  (4)  <ies  angefahrten  6.  23.  Die  Gleichang  (29)  drückt  dann 
ebenfalls  eine  Summininj^srorniel  dieser  GrOssen  ans,  deren  Ent* 

wiciclung  nicht  schner  ist.  Dass  hieraas  die  Theorie  der  Mi 
Arten  elliptischer  l'iinktionen  liiesst,  ist  klsT.  Das  Gesagte  mag 
aber  für  deo  Augenblick  genügen. 

Es  bleibt  tins  zum  Schiasse  noch  die  in  §.  1.  Tevsproebeoe 
Eotwickiong  der  vor  (Ii)  stehenden  Gleichang  flbrig. 

Der  scbSnstc  Beweis  ist  wobt d«r,>iett  Lleoville  in  seinem 
Joarnal  de  IM  athdmatiques  pures  et  apjiH  (ju  ees, 
tome  XL.  pag.  4^2m  gjQg^bppj  (3er  auf  das  i  uli^^cnde  heraus^ 
kommt  Mn  Mke  die  FanktioDe&  V(;r)  und  (p(x),  ho  beschaffen, 

^(a?) +  oox"- » -1- .... 
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atao,  weno  bo,  6.,... nicbC  Noll  iiod,  q>ix)  vom  Grade m—I 
ist,  wenn  V'(>r)  voiD  CTnde  m.  Sei  fi  irgMd  «iBoGrOsM«  ao 
bestioimt»  aats 

^«)4-|>9<«)^0.  (33) 

und  bezeichne  £(ir)  die  Summe  der  Wuraein  dieser  Gleiohaag, 

so  ist 

abo,  da  diese  Wurzelo  von  ß  abhSogeni 

2:||  =  -6o.  (34) 


Uifferenzirt  man  aber  (33)  in  Bezug  auf  /),  ee  Ist 


Demnacli  in  (34): 


n 

8?*''V(^)  +  /39'(x)' 


De  /I  gaos  wilikOliilicii  ist,  so  eetsen  wir  se  ssQ,  so  ist: 

^l^g»*..  (36)  ., 

oder  weno  9>(ar)  =  l«  also  ^=0; 

I  -S-ri-.^O.  (37) 

Sei  uun  t 

^«)s(d;*«)F(d;). 

und  hebe  F{x)  die  Wuraeln        a;t,....aT»  so  ist 

=  F(jr)  +  (*-  a)P(x) , 
I 

und  die  Gleicbeng  (37)  heiest  dgentUcfa: 
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di«  Wursdii  von  ^dr)sO  aud.  OieM  ist  tber 

also  wenn  das  Zeichen  £  eich  bioee  Mif  die  Wurzeln  von  i'Xx)=0 
besieht: 


wae  eben  die  m  beweieende  Gleiebaog  ist 
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De  Integralibus  quibusdam  deflnltte« 
Aoctor  Christiamu  Fr.  Lindmaii, 

LeitMir  StrwgnMMni*. 


1. 

In  Tom.  VL^prMc.  pag.  187.  seqq.  CaI.  Arndt  integfalia  ddhite 
tnietat,  nbi  «=  nam.  iotegro.  Benefieiii  tiiMraniatit 

qnod  in  Tom.  IV.  praec.  pag.  119.  oommemoratain  et  ia  Cale  in« 

tci^r.  Cet.  Mntcrno  pag.  45.  qTioquo  \nett,  Ul*  lotegfalia  paallo 
brevios  inveniri  videntar»  ita  at  sequitor. 

f}f  maiimam  geDeraKlatam  coiiaaqoamiiT,  pro  iSiOf 

Ol  pro  l(— Sin^i)  itidam 

^(-Sin»)) = ISm  i:  (2A  + 1)  »  V-^*)  • 
Ex  tbaafftnata  («)  babebimaa 


*)  VMe  Ckadiy,  Coan  d*AaatjM  de  TEcole  poljlachaiqae,  pag,  9|9« 
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yV((Slo,))d,=|4: 

*  X 

asde  benefcio  tli«or«iiitti«  ootinfinii  iDventomiis: 


0 

Ek  tbeoreinato  noper  citato  sequitur ,  at  sit 

*  t 

y  /((SiD9))rf9=sy  li(ßwqf))dip+J  d{(ßmip))äfpi^.',,. 
0  0» 

Qaiim  vcro  secondum  tb^oiena  («)  sit  (m=nuni  integro): 
y^iiiv))rff=y'|((Sio(a«jr--9)))<|^  f((— SiD9))<i9, 


li{Sinif))il<p=J  /((Sin(2m+I,j»— 9))rf^=/  / ((Siuy)) rfy ; 


n 

dum  est  ftssMukptrssSiir 
dum  est       Dimi.  liBp.s=:2iii-|>l 

0  0  0 

=  «l(2«+l)/5^i:24(m+IVV^±(2Hl)«*V^f^ 


«ittit  enini 


0  0  X 

si  est  r=  onni.  Integro,  ssctmdain  tbeorenut  («)  fit 

p  I{{8kt9))d9=ärn^   (ß} 

**  0  o 

Praeterea  est*) 

o 

o 

Sind  invenienda  integralia,  inquaeintoirrnle  qnacsiftim  distributam 
est,  Torraulae  (ß)  et  (y)  adbibentur,  addendo  et  ro[iutando,  cofiffici- 
entes  termioi  narum  formularuiD  prioris  in  progres^ioue  aritbme» 
tica  esse  obtinebiiDus: 


')   Vide  Gruoert,  Archiv,.  U  c* 


»5  *  *» 
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(»ssniuD.  imp.ss2ni-fl) 


/(2m  +  l>T 


n. 

fJ^'J-^riJ^  341.  Cd.  Dienger  propoeoit  integrale 

/    rf^äqp^4»  taDtum  est  specialis  integralis  gen«. 

o 

raiioria 

qaod  hoc  mode  ioveolri  potett    Termini  deDomioatoria  aunt  in 

pregfeMiene  geometiica,  eajna  annma  estg  V  ^a  '  quamobrem 
evndU 


«^»jr»  Ideoqne  #»|f^,  dai^^yh'Uli/,  lialiebinio« 


Vi 

fix  cognitn  veie  fonuala*) 

e 

«eqaitar,  nt  ait 

•)  Vid,  fli.  gr.  MoigBO,  Gate,  latagr.  ft^*  ». 
TM  XVI. 
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(a  +  2)jr  j 


 (0 


Fonnnla  (0  differeDtianda  reapectu  ipaiaa  a  piodit 


1 

Hie  posito  prodit 


Si  ponimua  a=:fi — 2,  inreoiniu« 

ubi  nece^se  est,  sit  7i^2,  qiiia  nünqnin  <i  cvadit  =^0.  Cel. 
Schlu milch  haue  fonnulani  proposuU  in  Tom.  XU.  praec.  |iag.  208, 
ubi  contendit  fieri  noD  posse,  quin  quantitas  f»  fdt  fractio  prnpria 

2 

negativa.    Quod  per  f*  de^ignat,  ideiu  est  atque  —  ~   in  foruiuta 

mea.  At  vero  quum  2fn— 1)>«>0  esse  debeat,  ni  antea  demon- 
stratuni  est,  nihil  prorsius  impedire  videtur,  auominus  in  lormuia 
(Ic)  ex.  gr.  assn  ponatnr,  donunodo|sH  ii>3.  Hatc  suppoaKio  dabit 


Codem  modo,  quo  integrale  (0  inventum  ebt,  cognoscere  quo* 
que  licet 


jr«-*  dür 


o 
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Koimvero  quum  iermioi  deDomioatoris  sint  in  pTOffmrioHtf  gto- 

Sübstitaendo  jr  pro       et  fonmlu  cognitit*) 

•dbibendb»  hacpro  fi=Diijn.  par.,  Ula  pro  n=ouiii.  irap.,  ioTeDitar: 

(»snuiii«  par.) 

/^(H-^rV-*         n(     an  .(o+2)»\ 

t  Dm«  Imp. 


2(n-l)>a>0. 


FaciUime  ioveniuotiir  integralia  («XID 
J  Siniy^ss —         (1),  y  G>»«^d^j=-!^  (2} 

•  o 

quae  multiplicDta  per  e'-«*'c/M(e=34matposlt>«  integrAltoiMAbMO 
ttsque  ad  ti=ao  iacta>  dabuot : 

Ordint  Integrationuni  pcrmutato,  beneücio  formularuia 
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9  • 


iiiveiiieiBiis: 

(3) 


J  •'-^J..A,.,tl'>  <«. 

0 

Posito  essO  io  formula  (4),  babebimus  lormulam  cogoitam 

O 

Si  mv  pro  V  in  formnia  (l)  bubstituitur,  differentiatio  ret»|>ectu  m 


^0 


?     «  Ii* 

Hoc  quoqoe  integrali  per  tr^du  mnltipllealo  et  iotogntlone  ietra. 
ttmitoe  ussO,  «=00  loetltato.  prodit: 

_  a  /^<«<-«*Slaait  ^  2^  /'««-«»Sin»!««! 
-m«jf   5       •  "*Vo  

Ordioe  integrationom  permutaado  et  formuia  (4)  recordanda  ob- 
tioebiBini 


 ^^-Äi=gArctg--^^(l+-,j  (5) 

Posito  «rssS»  cs=0,  fom.  (5)  dabit,  ^ia  ^/^l-K^sOpioc^ 


•)   Hoc  integrale  CeU  Arndt  allnod»  procedeat  inTaait  la  Ton.  XL 

pra«c.  |Mig.  TT. 
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/  —^^—^  

quod  integrale  etiam  boc  modo  probari  potost  Per  partes  inte* 
gnuuio  reperieniui 

qaod  intra  limites  0  et  od  sumtum  forinulam  (6)  suppeditat. 
EniiiiTero  quum  Sie«  pro  indeteriDiiiatne  evädat«  limites 

^    Sin*«  ^ 

tarnen  +1  et  —  l  sapergredi  nequeat«  Bat  — ^  =sü  pro  tt=gD» 
oecease  est 


IV. 


De  lotegrali 

Poslte  «s^tgi^  accipimns 

0  •  ^ 

Cognitm  WO  est 

/I,   .    „    .       1.3  (2»  — 3)  it 

•t  per  partes  iotegraodo  iDveoinuis 

1.3.6  ...(2«-5)(2n-.3) 
^•2-t.l.2.3....(n-l)  *W 
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3.5...(2n-S)Ci«-3)i 

 ^^sF»XO^.(«-8)i 

1.3.5...(2ii~5)C2n-^>   P  Htdjf 
«^».1.2.3....(«-1)   J  Sint^iCo«^'* 

Quuni  hoc  integrale  ititra  limites  sumitur,  priraa  pars  dextri 
membri  evanescit,  quouiaiu5int|^/tgij/=0proi//— 0,  et  Cos^vt  ^4>/tg^;^ 

pro  ^sB^t  termious  flecnsdut  «t  i|aartns  simul  samti  aeqaales 
unnt 

*  o  o  0 

iiuamobrem  ezistit 

_        1         «  il.3...(2ti— g)  ,  2ii^  1.3...(2m-7) 

f l.2.«(ii-^^  1,2,3^,(11-3)  + 

3.&....(2«~S)(2it-^>l 
1.2.3.«.(jH-2)^  i 

fiinctio  r  et  Z'(a)352^/r(a)  iutroducuntur. 
Qqimi  vero  iit 

rcperitnr 
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ODiltt  deniqne  ^ 


Quaestiones  ad  tirones  exercendos. 

1.  lovenire  cooditionM  neeMtaifauf,  ut  buib.  ioteger 

iQ»a  + 10"-*6  +  lO"-2c  + ......  + 10«  Ä + 10(  +^ . 

difiailiiB»  alt  per    1^  U.  (AppUcatio  Tfamtr.  binMi.) 

3.  Gaometricitm  invcnire  locum  intcrsectionum  lioearan, 
qnan  prr  d^ios  angalos  trianguli  rectilinei  duefnc  latara  oppoaita 
aub  codem  angulo  aut  in  eandem  rationem  seccot. 


meoto  circulari  data  deacribi  pottsit,  [üa  ut  Vertex  uuius  anguli 
in  ao  puDcto  Jaceatj  abi  chorda  in  daaa  partaa  aeqaalea  diviaa  eat 

4.  Daraonstrare  foroiirfani  iatagralem 


3. 


t04 


Veber  die    IliirciiseliBitts  -  Carven 
ft  Weier  Sl&etaen  des  b  wetten  C^rades  mit 
■leiirifteiieii  Punkten* 

Von  4tm 

Herrn  Doctor  Beer, 

PriTntdocMiten  «b  im  Unitewilil  in  Bitnn. 


Unter  den  DorcbsehnUtS'CorTen  zweier  FIfichen  des  ziveiten 
Grades,  die  ihrer  Mannigfaltigkeit  wegen  eben  so  schwer  einen 

Ucbprhliflv  (gestatten,  als  sie  sich  in  Fnlije  ihrer  doppclfon  Krüm- 
mung einer  klaren  Vorstellung  entziuheu,  bieten  dieieuigeo  noch 
die  meisten  Anhaltspunkte  dar,  welche  mit  der  einfacnsten  Singu- 
laritSt,  dem  Doppelpunkte,  versehen  sind.  Für  sie  nSmlicb  tritt 
eine  natürliche,  d.  h.  eine  durch  dir  Natur  der  Curve  selbst  r!c<3:e- 
bene.  Projections- Ebene  und  ein  ebenfalKs  natQrlicher  Mittelpunkt 
der  Perspective  entgegen,  wir  meinen  bezn<:licb  die  durch  die  Tan* 
genten  des  Doppelpunktes  hestiiniTito  Ebene  und  den  letztereo" 
Kr!h>;t:  Hn/u  krtninit,  da.ss  sicli  für  (!ic  Heziehimgcn  zwischen  der 
Projoi  tton  tier  1  urve  aut  «iie  el)en  erwähnte  Ebene  und  den  sich 
scbueidcudeu  Flächen  ein  {fasslicber  Ausdruck  lindet,  der  oben« 
drein  die  Cleesification  dieser  Cnrren  nnmitteibar  liefert. 

l.  Zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  und  eine  Ebene  haben  im 
Allgemeinen  und  also  höchstens  vier  Punkte  gemein ,  den^  Fall 
ansgescblosscn,  wo  die  Flächen  sich  in  ebenen  Curven,  in  Kegel* 
schnitten,  schneiden  und  somit  uiierHllich  viele  Pufi'cfo  irlt^ich/pttisj; 
auf  den  drei  Oertern  liegen  können.  Eine  Folge  die^ed  Eacturas 
ist,  dass  die  Durchschnitts -Gurre  zweier  Flächen  des  zweiteo 
Grade«  hScbstens  zwei  Doppelpunkte,  keinen  dreifachen  Punict 
und  unter  den  mehrfachen  Punkten  höchstens  einen  vierfachen 
PudIlI  aufweist.    Legt  man  durch  zwei  hieroacb  als  raOglicb 
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denkbare  Doppelpunkte  und  einen  dritten  Punkt  einer  Bolchen 
C«rv0  eiiitt  Sbeoe,  00  mflsMii  alle  Pnokte,  tn  welchen  diese  die 
eine  PlSche  schneidet,  auch  auf  der  zweiten  Fläche  liegen.  Die 
beiden  Flfichen  schneiden  sich  folglich  In  einer  ersten,  itnihin 
■och  In  einer  aweiten  ebenen  Curve.  ßesitst  also  die  Durch- 
•ehiiitto-Garv«  swoier  Fttcben  dee  iwellmi  Grades  iwei  Doppel- 

E unkte,  so  besteht  sie  aus  zwei  KegelsohDltten ,  die  sich  in  den 
eiden  Doppelpunkten  schneiden  oder  dl#  lOMUnmenfifÜlen  uiddie 
Doppelpunkte  aufnehmen.*) 


')  Za  diesen  Ri-sitlrntf  ^rlnnpt  man  auf  ifpm  Wege  der  Rech- 
nung dar«?h  folgeadM  \  urlahren,  woiici  nur  der  ullgemeijio  Fall  vor  Au- 
jB^en  gehalten  wM.  K«  Heien  P  und  P*  die  beiden  Doppelpunkte;  ia 
ihnen  fallen  aludfinn  die  Tungentlal-Ebenen  der  beiden  aich  •chneidendeo 
Flödien  suwanituen  (2).  Die«e  TanKentiul  -  Ebeaun  nehme  man  %a  Kbe* 
■ea  dar  X».  und  fhh  inre  Dnrehechnitldinie  alto  xor  s  -  Axe,  and  nna 
lege  die  X  •  Axc  "nd  z  -  Axc  rc^p  darch  P  und  P'.  Tn  Bezug  auf 
dieaci  Coordinatun - S^Miem  (>elen  die  Uluichnngcn  der  licidt-n  Flüchen: 

/sox*  4*  Apr* -|- -|- «CS  *f -1-^«  *f  ^ -f- 4» -|- 1  =0 

aad 

Dil  nun  die  x-  Axe  «owohl,  ab  nach  die  jr-Axe  die  eine  wie  die  aadare 

fläche  berührt,  so  ist: 

INeCoeidlaalw  das  Panklesi*thid  alsdann  assa0,f5s^e-^,  die 

des  Punkte«  P*  »  =  0,  X=:0,  y= — Und  weil  die  Ebene  x%  beide 
FlädMB  in  P  beröbrt,  ao  iat  fär  die  Coordiaatea  dieces  Pnaktea 

^-^-0    ''^-O   ^-0  ''^-o 

j^^o,  ^-0,  2^-0,  ^^_o. 

•oMie  andercrgeit«,  da  auch  die  Ebene  t/z  gemcinHchnftürhn  Tangeotial- 
Ebene  brider  Flächen  ist,  die  Coordiaatea  de«  Paakte«  P*  den  fnlgeodsa 
Gleichungen  Genüge  Uiun  »üeten : 

^Cb=o 

^«0,  ^=0,  ^-0,  ^«0. 

AuMer  den  bereite  gefoodeoen  erhalten  wir  hiernach  noch  folgende  Be- 
didgungeo : 

-pif*=o.  -:^+*'=*-  -^*+*=«'  -pir^*'="- 

ao  dose  die  Gleiehnagaa  der  beiden  Fliehen,  wenn  aar  die  aothigea  Gta- 
«lanten  belbsbaltan  werden,  10  felgeade  iborgehent 

/>;s«r*4'«^*4-«V4'4fJ9r'f*'Va*M-l-A'V^<l«-fSV««'+aV^4r 
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Denken  wir  uns,  vru  dem  Obigen  gemtes  noch  gestattet  ist. 

die  Durchschnitts  -  Curve  zweier  FIrichcn  dos  zw  eiten  Grades  mit 
einem  dreifachen  Punkte  verteilen,  so  8eiineiiien  «ich  in  diesem 
drei  verschiedene  Aeste.  Wenn  daher  durch  den  singulä- 
wm  Punkt  eine  fibeoe  gelegt  tvird,  weldie  mwmt  dieser 
Aeste  schneidet,  so  niuss  sie  di«-  Ict/feren  panz  enthalten, 
da  i<on.st  eiticr  hliejie  uiul  zwei  HäcIiLu  des  zweiten  Gr;i<i('s  lunf 
und  nicht  mehr  Punkte  gemein  wureu.  liie  hetdeo  1  lacheti 
schneiden  sich  hferaacb  in  einer  ebenen  Curve,  mitbin  siieh  in  ei> 
ner  zweiten  ebenen  Curre,  die  aus  dem  dritten  Curvenzweige  und 
einer  vierten  Geraden  bestehen  nuiss.  Diese  (irra(!e  liegt,  da 
die  soeben  aneestellte  Betrachtung  auf  je  zwei  «ier  drei  Aeste 
fibertragen  werden  Icann,  mit  einem  jeden  der  letzteren  in  dersel« 
ben  Ebene,  d.  h.  sie  geht  durch  den  sinpulären  Punkt.  Die  Durch- 
Schnitts-Curve  zwrl(  r  Flächen  des  zweiten  Grades  icann  nie  ei- 
nen dreifachen  Puukt  besitzen;  weist  sie  einen  Tierfachen  Punkt 
ant,  so  besteht  sie  ans  rier  geraden  Linien,  die  sich  in  demselben 
Panlcte  schneiden.  Von  diesen  Geraden  kann  ein  Paar  oder  beide 
Paare  ima<»inSr  werden.  Wir  untersclteiden  dem  Obigen  gemäss 
folgende  Arten  der  Durcbschaitts  -  Curvco  zweier  FUcbeo  des 
sweiten  Grades: 

1)  Die  Corvo  besitzt  lietnea  mehrfachen  Punkt. 

2)  Sie  weist  einen  einsigen  Doppelpnnfct  oder  eiDen  olbsIgeD 
frierfacben  Punlct  anf. 

3)  Sie  bat  swei  Doppelpvakte  nad  bestellt  abdaan  aas  sivei 

reellen  oder  imaginSren  iLegelscbnitten,  die  ,sicb  in  den  Deppel- 
punkten  schaeide& 


Vüt  die  Glaichang  einer  Fläche  de«  zveilen  Oiwle«,  die  den  Dnrdi- 
•duiiCt  TOS  /osd  /*  sofnimmt.  ergibt  «ich  hiersast 

Verglcirhcn  >vir  die  linke  Svhv  An-ävr  (iicii-hung  mit  dem  Aacdroeko 

-I- aa'aH(»+«')  V'»-^s-K«+«')  VA^yH-(«-f  «0«» 

lenrhtct  efn ,  ^m*  jenp  Rtif  dir  F»rni  vi»n  ^  gebtscbt  ipesde«  wcns 

raas  k,  a  und  a'  so  wiihit,  dtisii  «et: 

9=0  atelit  aber  altdann  iwei  Ebenen  dar,  deren  Durcbtcbnitt  die  Paukte 
P  und  P'  inthitU,  woraos  wir  entaehaies,  daw  ilÄ  dMe  Fliehen  /  nad 
t  in  svei  ebenen  Cerven  idiaeideB. 
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4)^  Jeder  Punkt  der  DurehschiiilU-Curve  ist  ein  Uoppeluuukt, 
und  die  Flächen  scbn<^den  sich  in  zusaromenfoHflSdiMi  caiMMWi 
Cmm,  iL  h.  sie  beffibren  sieb  io  mwm  Kegelschnitte. 

Bei  den  im  Folgenden  miteetheilten  Entwicklungen  haben  wir 
ans  den  im  Eingange  vorgefänrten  Gründen  unser  Augenmerk 
nur  auf  den  zweiten  Fall  gericbtel»  deeeen  analytiecbe  Aofia«- 
Ming  die  Fülle  3)  und  4)  involvirt. 

2.  In  dem  Punkte  der  den  beiden  Flächen  /und  f*  tarn  zwei- 
ten Grade  gemein  ist,  seien  an  diese  Taneenfial-Ebonen  e  und  e' 

fliegt   Der  Ourcbschnitt  von  e  und  e'  berührt  den  der  Flächen 
und  f*,  fto  da«c  die  Taugeute  dieeer  Carre  in  dem  Punkte  P, 
dessen  CoordinaAe»  t  seien,  doicli  lolgeDde  GWcbwigsB 

Amgesteiit  «frd: 

0er  Ptankt  P  tritt  mm  entlicb  als  singullrer  aof ,  sobald  die 

DurcilschTiittsHme  von  s  tmds'  dsNdureh  unbestimmt  wird»  dass  die 

beiden  Beruhrungs-Ebenen  e  und  zusamnienfallen »  also  fiir  die 
Flächen  in  P  ein  Coi^act  ein^itt.  Der  analytische  Ausdruck 
för  diese  Bedingung  ist  das  Besteben  lelgender  zwei  Gleicbuogeo : 

dt    df  dt 
j^dx     dx    dy  dy 

dt    V    du  di 

Wird  diesen  Gleichungen  von  den  Wertben  der  Coordiaaten 
des  Pnolrtes  P  Genüge  geleistet,  so  l&sst  sich  zur  Bestimaiinig 
der  Geraden,  welche  die  Curve  in  dem  singulären  Punkte  P  be- 
rObren«  folgender  Weg  einschlagen. 

Es  seien  r  und  t'  ImfigHcb  die  Ordinalen  von  f  und  /*,  und 


aus  den  <]leicbungen  /=0  und  f=0  ergebe  sich  x=zj.y,  -  t,., 
Fflr  eiiK'n  der  Projection  (.Tj,  y^)  von  ^zunächst  gelegenen  Punkt 
Usi-^dxt  yi -f  dW)  drickt  sich  alsdanb  die  Differenz  A  z* 
Orabuten  beider  Flieben  ae  aus: 


+  Kd^"  d^J  8 1  ^\dat^''S9di)~W^ 
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E«  reducirt  sich  dieser  Ausdruck,  da  P  beiden  Flftchea  geffleitt- 
wm  ist»  ao4  in  Folg«  der  Gleiehnngeii  A, 

dt     dz'      ,  d%  dtf 

Ut»  auf. 

(dH  </*^'W. 

8oUmi  nun  x^-\-dx  und  «• einem  Punkte  entsprechen,  der 
auf  f  und  f  befiodlich  und  dem  Ponkto  P  nSchet  udiegend  Ist, 


ao  muaa  sein: 


Hiernach  gibt  es  zwei  durch  -^'^  =m  bestimmte Richtuogen,  nach 

welchen  dem  Punkte  P  ein  Punkt  der  Diirchschnitts-Curve  nächst 
aiiUeg|U  Zwei  nach  eben  diesen  Kichtungen  durch  P  gelegte 
Genrae  bertfhren  die  Curve.  Diese  Tangenten  liegea  in  aen  au* 
•ammenrallenden  Tangential «Elienen  «  and  if  ana  die  Glelehai^ 
ibrer  Projectioo  auf  die  Ebene  tot: 

Berühren  sirh  nl^^o  zwei  Flächen  des  ztreiten  firades  in  elneni 
Punkte,  so  ist  dii^äcr  ein  Doppelpunkt  der  Durchschnitt«  Curve.  Wenn 

die  lieidefli  aua  Bf)  sich  eigebeedeo  Werthe  von  ^  reeU  sind,  ee 

Ist  der  singuläre  Punkt  ein  eigeotlidier  DoppelfMakt»  d.  i.  der 
DorciMchoitt  aweier  reeller  Zireige»  ood  wenn  ausserdem  die 

Werthe  ven  ^  elnindeff  fteicb  dnd,  ee  ist  P  eine  Spiti«  oder 
es  berObren  sieb  in  ibm  swei  reelle  oder  iraaginfire  Curven*Aeste. 

I^idcrt  aber  andererseits  die  Gleichung  iJ')  für  '^'^  imapnSre 

Werthe,  so  tritt  der  singulare  Punkt  ais  eigentlicher  Einsiedler, 
d.  L  als  der  Durchschnitt  zweier  imaginärer  Curven -Zweige  auf. 

Um  In  der  Gleichung  Bf)  die  Functionen  /  und  f  in  Evidens 
EU  bringen,  differentiire  man  die  Gleicbnngen  /=0,  ImI- 
den  Flächen  zweimal  nach  x,  zweimal  nach  jf  and  mnmal  nedl  9 
und  y    Man  erhält  aUdano«  nachdem 

rf»   dl'   dt      ,  dx* 
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mit  Hülfe  der  ersten  partialeii  Differenttalien  jener  Gleichuogeo 


ü")  Ausdrucke  in  Diätireutküien  von  f  uudf  gesetzt  trerden  könneo. 

Lassen  wir,  was  der  Allgemeinheit  der  Bofrachtungen  keinen 
Abbrucli  thut,  die  x-Axe  mit  der  geraeineameu  Normalen  der  bei- 
den Flächen  zuaammcofalleii,  so  neiim«D  die  Glttcliwigeii  der 
letitfi«D  dies»  Gestalt  an: 


Siriü'iilaritat  behaftet  ist,  so  ist  es  'gestattet  für  g  und  {/'  die  Ein- 
heit z»  setzen,  und  dadurch  erhalteo  wir  nach  Ausführung  der  so- 
eben erwähnten  Substitution  zur  Bestimmung  der  Tangenten  der 
Durdisohnitts-Corve  In  P  feinde  Gleichung: 


Die  Glelchnnf?  f^f^O  gehOrt,  da  sie  nur  Glieder  der  swelten 

Dimension  enthält,  einer  allgemeinen  Ke Freifläche  des  zweiten  Gra- 
d*»s  an ,  auf  dorrn  Sintjularifät  (der  iS|)iUe  oder  der  Kante)  der 
Anfangs -Punkt  der  Cuordinaten,  oder  der  singulare  Punkt  der 
Curve  gelegen  ist  und  die  den  Durchschnitt  von  /  und  f  aufnimmt. 
Die  Richtungen  der  beiden  Geraden,  in  denen  diese  Kegeilläche 
von  der  Ebene  xy  geschnitten  wird,  bestimmen  sich  dnrrh  eine 
mit  B^)  identische  Gleichung,  woraus  wir  schliessen,  dai>s  Jene 
Geraden  die  Dttrchsebnitts-CurTe  von  f  und  f*  berOhren.  Schnei- 
den sich  also  zwei  Flächen  des  zweiten  Crades  in  einer  Curve 
mit  einem  Doyipelpunkte,  der  duich  das  i^usamnienfallen  der  T.m- 
gentiai-Lhenuu  beider  Flächen  entstanden  ist,  so  liegt  die  Durch- 
schnitts-Gorre  auf  einer  Kegelfläche  des  zweiten  Grades,  deren 
Singularität  durch  den  Doppclpunkt  c;eht,  und  die  !:];rmcInscbafTt- 
liehe  Beröhruntis- Ebene  schneidet  diesen  Kegel  in  den  T  angen- 
ten des  siiigulären  Punktes  der  Durschnitfs-Curve.  Eine  Perspec- 
tive, deren  Mittelpunkt  in  der  Singularität  einer  Curve  der  er» 
wähnten  Art  Uegi  liefert  mithin  als  Ansicht  der  letsteren  einen 
Kegelschnitt. 


eder: 
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S.  Wenn  die  Coefficieoteo  eioer  der  beiden  GWebenge» 

tssO,  e/=0  (S.  Anfall!;  der  vorigOD  Niimmpr)  z.  B.  der  ersteren, 
verschwinden,  so  wird  die  entsprechende  Ebene  ,  also  und  ais« 
dann  aach  der  Durchschnitt  von  e  und  e'  unbe^timnit;  die  Durch- 
eebirftts-Curve  weist  in  P  eine  SineuUritSt  auf,  die  sie  dem  Um* 
stände  verdanicl,  dass  eine  der  Flficben,  näni!Ic!i  in  demselben 
Punkte  eine  Singularität  besitzt,  oder,  was  dasselbe  besagt,  dass 
f  eioe  Kegelflücbe  ist,  deren  Singularität  durch  Pgeht.  Obgleich 
«an  biemecb  die  hierher  gehörigen  Curven  eich  von  den  sab.  2. 
betrachteten  in  Nichts  unter?:r!iei(!cn  *) ,  so  wollen  wir  dennoch 
den  We^r  zeif^en,  auf  dem  öich  hier  die  Natur  der  iSini^nlarität 
unmittelbar  linden  lässt.  Es  sei  f  die  konische,  die  andere 
FIfiehe.  Eine  erete  pirtUle  Difeientiatlen  liefert: 

da;  +  dz    dx      '    dy  ^  dz  '  dy^^' 

dx^  dt    dx  dy  ^  dx' '  djf 

dz'         d"^  ' 

«rorauB  eieh  für  ^  und       berttmnte  Werihe  ergeben,  irlbraid 

die  von  ^  und  ^  unter  der  unbestimmten  Form  auftreten, 

(indem  wir  immer  ein  orthogonales  ronrfünaten- System  unterstel- 
len ,  dessen  Anfangspunkt  in  den  singuläreu  Punkt  P,  und  deseen 
x-Axe  mit  der  Normalen  von  f*  in  zusammentaUt.) 

dl 

Sncbt  man  nun  den  vrnbren  Werth  ren  ^  z.  B.,  ee  findef 


man: 


dz  ^     dx^    dxdy  '  dx     dxdi  ^dx  ^  dy  '  dx 
dx  rfy  _g_  d^f 

Ehi  ihnlicber  Anedracb  ergibt  eicb  flir  ^*    Wir  «etaen  snr 

AUcffnuDg  ^  +  ^  •  %^  Vi  9lad%nn  «vird : 

dz  _  ^\±t^'  dz  F-f  w.  V 
dx~-Ii  +/>.  F'  dy^'Z'^p.V 

Die  Ai»dr6cke       F,  Z  und  F  eind  in  Bezog  auf  ^  rem  ■relen 

Grade,  /,  p  vom  nullten,  d.  i.  constant.  Durch  Verbindung 
der  beiden  leisten  Gleichnogen  erhalten  wir  die  neue: 

*)  Die«  leuchtet  auch  daraus  ein,  dau  /4-il/*=0  die  Gleichung  ei- 
■er  nicbe  dm  sweiten  Grades  bl,  4ie  obae  Kegelflicha  sn  soin»  mdi 
deo  DurchichniU  von  f  and  /*  gdit,  und  die  Fliehe  In  ^  barfibrt« 
gerade  der  io  i.  hetia«dht«te  FalL 
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di^  äsf  dx   ?  ^TpF  ' 

l/*'  du 

BeMfehDen  wir  den  Fräheren  aiialeg  ^'''T;^  *  ^ 

mosä  für  die  durch        bestimmte  Kichtung,  nach  welcher  man 

TOD  dem  sioguläron  Punkte  P  nus  fortschreiteo  raus«,  um  zu  dem 
ihm  Dächet  aoliegeuden  PuoUte  der  DurcbscbnittS'Curve  zu  gelao- 
geo,  F=  V*  «ein.  Zur  BesUminuiig  der  Tangenten  der  Corve  er* 
Eelteo  wir  eonaeh  die  GleicIraiiK 


Gleiclraiig 

Diese  Gleichnn»  mt,  wie  zu  ervrarten  war,  in  f3ezug  auf  ^ 
qaadratiach ;  P  ist  folj>licb  wiederum  ein  Doppelpunkt. 

Laaaen  wir  die  Ebene  SBji  die  Fläche  f  In  P  berObren  und 
legen  wir  durdi  P  die  s*Axe»  ao  vetaehwinden       und  ^^»«nd 

demzufolge  aoeh  V,  Unaere  letite  Gleichung  gebt  aladann  In  die 
folgende  aber: 

Diese  Gleichung;;  <'fitsp rieht,  wie  leicht  einzusehen,  vollständig  der 
Gleicbonc  ß")  in  2. ;  wie  dort  f—f»  bezeichnet  hier  f  die  ho- 
wogene  Function  des  zweiten  Graae«  mit  drei  Veränderlichen. 

4  Wenn,  waa  den  dritten  nScHehen  Fall  ausmacht,  die  Coef- 
ficienten  in  e=0  und  a'ssO  sämmthch  verschwinden,  so  sind  beide 
Flächen  koni-^srh  ,  nntl  ihre  Singularitäten  ^'ehen  durch  den  Punkt 
P.  Dehnen  %vir  hier  das  in  der  vorigen  rSuinmer  für  f  beobach- 
tete Verbbreo  aneh  auf  f  aua,  so  gelangen  wir  zur  oestimroung 
der  Tangenten  des  singnlärea  Ponktea  der  Durehachnitti-Cunre  zu 
Iblgendeo  zwei  Gleiebungeii: 
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sen  und  dadurch  «Ine  Gleichung  rcstiltirt,  die  in  Bezug  auf  ^ 

vom  vierteo  Gerade  ist  Der  singuläre  Punkt  ist  bieniach  eio 
▼torfaeber,  und  die  I>arcfcecliiiltto-(^rTe  besteht  aus  vlerGeiadM^ 
die  sich  in  demselben  Punkte  begegnen,  ein  Resoltnt»  welcbee 

leicht  a  priori  hätte  gewonnen  werden  können.  Von  jenen  Ge- 
raden können  je  zwei  zusammeotallen ,  sowie  6hi  oder  beide 
Pkire  imaginär  werden. 

5.  in  dem  Vorhereehenden  haben  nir  dargethan,  dass  es 
ßlr  die  Darchschnitts-Carven  zweier  Flüchen  des  zweiten  Grades 
nAt  einem  mehrfachen  Punkte  Immer  dne  konisehe  Projection 

des  zweiten  Grades  gebe,  oder,  was  dasselbe  besagt,  dass  su  h 
jene  r^rven  als  Kegelschnitte  konisch  pmjirfren  lassen.  Die  Sin- 
gularität des  projicirenden  Kegele  gebt  durch  «ien  siuguläreo  Punkt. 
Sehen  wir  uns  anderemeK»  naeii  einer  einfiiclien  cylindrleehen 
Projectionsart  um,  so  bietet  sich  nns  am  ehesten  diejenige  dar, 
deren  Axn  in  doni  allgemeinen  Falle  mit  der  Normale  der  Curve 
im  sioguiärea  l^iiikte  zuctammeiifällt,  und  deren  Projections-Ebene 
die  beiden  Tangenten  des  singulären  Punktes  entbilt  Ausser 
dem  letzteren  liegt  alsdann  kein  Punkt  der  Curre  in  Jener  Ebene. 
Nehmen   wir  wiederum  diese  zur  ET)ene  die  Normale  znr 

z-Axe,  so  ist  die  allgemeinste  Form  der  Gleichungen  beider  sich 
nebneidenden  FiSchen  die  folgende: 

und 

In  dem  allgemeinsten  Falle,  wo  weder  F  noch  dadurch,  dass 
g  oder  g'  verschwindet,  sich  auf  eine  Kegelfläche  zurfickzieht, 
erhält  man  dnrcb  Verbindung  der  beiden  Gleicbvngen  Ar  die 
Projection  der  Darebscbnitts-Gurre  anf  die  Ebene  «jr  folgende 
neue: 

4Ps(»e'-A'e)+ (/k'-/'e)zaf>i+vf  aO 

mid 

Wir  können  nun  die  fragliche  Curve  als  den  Durchschnitt  der 
beiden  Flächen  0  und  A  betrachten.  An  die  Stelle  von  0  tritt» 
wenn  e  oder  «ferecbwindet«  beetiriieb  F  odot  F*,  und  wenn 
beide  Gensttaten  ▼erecb winden»  Irgend  eine  dieser  Fucben. 

WcTin  tm  Besonderen  g  oder  g',  z.  B,  das  letztere,  der  Null 
gleich  wird,  so  führen  wir  die  Fläche  K  nicht  ein,  sondero  be> 
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ttachten  die  Onrre  als  Dnrrhschnitt  der  Flachen  O  Ofid  F\  V«f- 
schwinilet  aber  aiuwer  ^  auch  noch  c',  «o  fSäbrra  wir  gar  keine 
neue  Fläche  ein. 

Verschwinden  endlich  g  und  zumal,  eo  ftihren  wir  nur  in 
dem  Falle  die  Fliehe  O  ein,  webn  weder  e  noch  verachwindet« 
and  betrachten  dann  die  Curve  als  den  Durehedinitt  Ton  9  und 
einer  der  beiden  Fliehen  F  ond  F*, 

Wenn  wir  auf  die  aneegehene  Welse  TeHahr^*  so  kCimefi 

wir  die  Irai^lii  lieii  Curven  hinstellen  als  den  Durchschnitt  zweier 
Fliehen  O  und       deren  (jileidiungen  die  folgenden  sind: 

1.   a>— <)Pa  +  9j=0,    II.  K—kM-^m^^kzsiO, 

tro  ü»>d  ^%  homogene  Functionen  des  zweiten  (ürades^  A  und 
g>  aber  allgemeine  Functionen  des  ersten  liradcs  bedeuten.  Als 
allgemeinster  Fall  ist  alsdann  derjenige  7,n  betrachten,  no  k  ho- 
mogen ist,  während  derjenige  ausser  Acht  gelassen  werden  kann, 

^'^■n  /-  sou-ohl  als  auch  <p  t'nnsfanten  enthalten.  Als  hesondcrer 
Fall  s(  hi  iilet  sich  hiernach  der  iL  ni<;e  endlich  noch  ab,  iü  welchem 
k  Jeiue  Constante  enthält,  (p  aber  homogen  ist 

6.  Indem  wir  znnUchst  den  allgemeinen  Frr!!  Tin^^erer  Hetrach- 
tung  miterziehen,  nehmen  wir  an,  dass  k  homogen  sei.  Wir  zer- 
legen cpg  in  die  Factoren  p  und  g  vom  ersten  Clrade ,  sowie 
In  die  Factorenrvnd  f,  nnd  setzen,  um  eine  homogene  Bezeichnung 
ztt  erhalten.  rp~f-vvf]  A-=ii;  die  Gleicbangen  1«  und  U.  schrel> 
hen  sieb  alsdann  wie  tolgt: 

L  «^p^-f-teO«   II.  tert-fesHva^ssO« 

Die  Gleichung  I«  stellt  eine  nicht  gescUoMene  Fliehe  des  kirel 

ten  Grades  dar,  welche  von  der  Ebene  Im  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  heröbrt  ,  und  «gleichzeitig  m  den  beiden  Geraden 
p=:0,  9=0  gescbniUeu  wird.  Uie  2-Axe  ist  eine  Asymptoten- 
Kichfnog  dieser  Fliehe «  da  diese  tou  jeder  mit  jener  Axe  parat 
lelen  Geraden  nur  in  einem  einzigen  in  endlicher  Entfemnng  gm- 
legenen  Punkte  jrescbiiitten  wird.  Es  "ird  diese  Fläche  von  zwei 
durch  di^e  z-Axe  u^d  die  Geraden  p  und  q  geiesteo  Ebenen  in  zwei 
mit  der  Z'Axe  parallelen  Geraden  geschnitten,  die  in  der£lienef=0 
Gegen.  Die  Gleichung  II.  gldiürt. einer  Kegelflficbe  an,  deren  Sio- 
pulrirität  durch  den  Anfanespunkt  der  Coordinaten  scIit.  und  die 
von  der  Ebene  jry  in  der  Geraden  r  und  s  geschnitten  wird*  Zwei 
Ebenen ,  welche  die  s-Aae  nnd  die  Geraden  r.  nnd  s  aofbehnuHit 
schneiden  jene  Kegelfläche  in  einem  Paar  anderer  Geraden  r'nnd 
die  in  einer  Ebene  liegen,  deren  Gleichung  r?:  f  «  =  0  ist.  Diese 
schneidet  die  Ebene  xv  in  der  Geraden  u.  Die  JNatur  der  Fläche 
O^ltefertvns  die  Unterscheidung  von  drei  Fhften :  es  k&nnen  nibniich p 
«ndy  beide  reell  und  ungleich  oder  reell  und  gleich  odef  endlich  beide 
Ima^rinär  sei«.  Wir  ojjpu  diese  Fälle  einzeln  untersuchen.  Es  seien 
nun  erstlich  n  und  y  leeil  und  ungleich.  Die  F^iache  <2>  gehurt 
al«dann  im  Allgemeinen  einem  hyperbolischen  Hyperboloide  an 
nnd  gebt  im  Besonderen  in  ein  hyperbolisches  Pamholoid  oder  fai 
einen  Kegel  tiber.  Das  Product  rs  lässt  sich  immer  auf  die  Form 
ßp^  -F  y^^  +  äpq  bringen,  «o  dass  sieb  also  für  die  G&ekbnng  der 

rkeil  XVI«  » 
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ProjccHon  Air  DoidMillnittt-Ciirfto  alif      ßbMtiaejr  dto  Mgtnit 

ergibt  s 

wo: 

u  =  xq  ^- np  und  t  =  K'q  \- iffp-^ti', 
SO  dMS.aich  fiir  C  aaek  aehroilMO  Iteat: 

ap^q-  +  /^/'^'^  f  y^^f*  +       idi—xff—np)  3=0. 

Diese  Gleifehnng  hat  die  allgemeine  Form  derienigen  einer  Curve 
des  vierten  Grades  mit  diei  Doppelpunkten.  Diese  liegen  iu  den 
DorcBscbDiiten  aer  drei  Geraden  p,  q  und  <;  dend  (iBr  ts^O  s.fi. 
wird  die  Gleichung  durch  p^=.0  und  q'^-=0  befriedigt»  so  da«s 
also  t  in  seinem  Durchschnitte  mit  und  mit  je  zwei  Punkte 
mit  der  Curve  gemeiu  bat,  ohne  sie  jedoch  zu  beiuhrcn>  da  auch 
p  und  g  In  denaelben  Punkten  die  Carve  zweimal  schneiden.  Es 
Terriicken  diese  Doppelpunkte  der  Projection  Inre  Lage  nictit,  so 
lange  <P  dieselbe  Flache  bleibt  und  uii>  auch  die  Kegelflache  K 
der  Geetalt  und  Lage  nach  sich  ändern  möge.  —  Wir  wollen 
Beben ,  wie  die  Lage  der  Doppelpunkte  von  der  Natur  der  Flüche 
4f  und  ihrer  Lage  abhäii;^ig  ^»intl.  \Voiiii  i  die  allgemeine  Functioa 
des  ersten  Grades  darstellt  und  sonohl  p  als  auch  g  enthalt,  «o 
ist  ^  ein  hyperbolisches  Hyperboloid.  Alsdann  besitzt  die  Pro- 
jectton  auaeer  dem  Punkte  (p,  q)  noch  awei  in  endlicher  £ntfer» 
nnng  gelegene  Doppelpunkte.  %  erscliwindet  in  t  der  Coefücient 
einer  der  beiden  Varianein,  so  das»  fll^<)  die  Gerade  /  einer  der 
Geraden  p  und  q  parallel  iaul't,  so  «eht  ^  in  ein  hyperbollHches 
ParubeloHl  flberi  md  die  Curve  h«nfllt  ausser  deta  l^kt  (jf,  g) 
nur  mehr  einen  In  endlicher  Entfernang  gelegenen  Doppelpunkt. 
Dttdurch  das«  der  dritte  Donpel^>unkt,  wtdcher  (p,  t)  sei,  in  das 
LnendUche  räckt,  erlangt  aie  Curve  zwei  Asymptoten,  die  d^ 
Geraden  p  und  t  peralh»!  sind.  Die  Axe  dee  ehen  etwuhnte» 
Paraboloides  Oillt  mit  der  Normale^  des  singulären  Punktes  P  Zu- 
sammen, Mohold  sich  /  auf  eine  (  onntante  zurückzieht.  In  Folge 
dessen  rucken  die  Doppelpunkte  {p  i  i)  und  (a,  t)  unendlich  weit 
weg ,  und  die  Projecueii  beliftlC  wtt  den  dwtltta  Doppelpunkt 
fS'i^t  ^^^'^  gletehaeltig  Ihre  GMeteg  »  dl» ^Telgeiidt 

pg  I  a'pg^n'g-^p  \  -^ß'p^  +  Z^»  +  d>^=sfk 

Wir  ersehen  aus  ihrer  Form«  dass  die  beiden  Geraden  p  und  g 

•  und  ein  sweitee  Paar  Ihnen  paralleler  Linien  P^^»  ^~~«'  ^ 

Aeyniptoten  der  Projection  auftreten.  Die  Gmnd-(\]rve  der  letzte- 
ren besteht  aus  zwei  durch  den  singulSren  Punkt  gehenden  Ge- 
raden. —  Wenn  endlich  (  in  die  homogene  Function  des  ersten 
Graden  überseht,  we  nrtnt  ^  in  elM  KegeMNtefce  ans.  In  der  GM* 
cbung  der  Projection  erscheinen  dann  nur  Glieder  von  vier  DU 
mensioncn,  sie  gebort  also  vier  geraden  Lhiien  an,  die  aicb  Hn 
Anraagepuakte  der  Coordinaten  begegnen. 
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Die  Glrichang  C.  hurt  au(  einer  eigentlichen  Corve  des  vier- 
ten GradcH  anzugeh«>reii ,  wenn  k  in  %wet  n'\ch  schneidende  Kh(^> 
oen  überseht.  In  diesem  Falle  nämlich  läsitt  sich  die  linke  iSeite 
der  Gleichang  II.  in  zwei  Factoren  des  eralen  Grades  und  folf^ 
lieh  auch  die  der  Gleichung  C.  in  zwei  Factoren  des  zweiten  (Im- 
dcs  zerlegen,  8o  da««  diese  letztere  Gleich  mit»  zwei  Kegebcbnitte 
(reelle  oder  imaginäre)  darstellt^  die  den  Punkt  P  geinein  haben. 

Eine  besendere  Lage  der  KegelflUche  K  bedingt  eine  Rednction 
des  Grades  der  Gleichung  C.  Fällt  nämlich  die  Normale  in  P 
mit  einer  Seite  den  Kegels  zusammen >  so  verschfrindet  in  der 
Gleichung  IL  der  Coelficient  und  anstatt  der  Gleichang  C, 
erhalten  wir  die  folgende: 

nnd  diese  stellt  eine  riirve  des  driften  Grades  dar,  f'ilr  die  der 
Punkt  (/?,  q)  ein  lJo|>peipnnkt  ist.  Geht  die  Kegellläcbc  iu  die- 
MT  fbrar  Lage  in  awei  Ebenen  Über,  so  serfilllt  die  Onrve  des 
dritte  Grades  in  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade,  die  mit 
jenem  den  Pookt  (p,  ff)  gemein  hat.  Wir  überheben  uns  der 
Weiteren  ^(»ecification  der  rari^lichen  Fälle»  um  mir  Betrachtung 
der  Nstar  der  Doppelpunkte  cberwigehep.  Die  Tun^cnten  des 
Dep^penktse  (jp,  ^  trefden  reprisentlit  doreb  GleleliiiogeD  vob 
4er  Vom: 

und  die  Werth«  von  1|  und  1%  sind  die  Wurs^  der  quadratischen 

UieicUuag; 

Aas  den  Coefticienten  dieser  Gleichung  ersehen  wir,  dass  die 
TwigenteD  mit  des  beiden  Geraden  r  und  t,  in  welchen  der  Kegel 
JC  von  der  Eliene  jry  gescbnitten  wird,  /usammcnralien.  Jenach- 
dem  4|5)'  posltW  oder  negativ  oder  der  Null  gleich  wird.  d.h. 
ienachdem  iC  von  der  Ebene  xv  in  zwei  reellen  sich  schneiden- 
den oder  zveammenfattenden  (veraden  nder  nur  in  einem  Punktt^ 
dem  Durchschnitte sireler  Imaginärer  Kegelüeiten,  geschnitten  wird» 
iMt  P  ein  etücntlieher  Doppei]>'rn(st ,  eine  Spifzc  oder  ein  isolirter 
Punkt.  An  die  stelle  der  Spit/e  tritt  in  dem  Kalle«  wo  der  Kegel 
In  zwei  Ebenen  sueartet,  der  Berührungspunkt  zweier  reeller  oder 
ImsginSrer  Curvenswelge. 

Die  Tangenten  der  beides  auf  (  gelegenen  Doppelpunkte 
hsben  Gleicbungen  von  der  Form; 

P+|Pl<=0,    |»f,4,<=0;    ♦+V,i=sÜ,  9-fir,<=>:ü. 

Die  Werthc  von  Ptt  p«  etc  bsetisuBeD  sieb  dvrcb  die  quMlralt 
sehen  Gleichiiqgen: 

2)   ap2— sp-fysO,      3)  «v«~«v+|S=0. 
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Um  Hie  AhhriTigi^kelt  Hi»r  Natur  dieser  Doppelpunkte  von  rlon 
Flächen  ^  und  A.  kennen  zu  lernen,  bringen  wir  den  AuAtiruck 
JC  auf  lUe  Form 

80  dass  in  Folge  <ler  Gleicbttog  2)  die  CaleichiiDg  der  Kegelflicbe 
übergebt  in : 

(*  +         +  M)  i-PißP  +^9  +  «*)=*0. 

z  ^^i^q=:0,  z-ffi^o^O  eind  hiernach  die  Projectionen  der  beiden 
Geraden,   in  welcnen  K  von  der  Ebene  P=0  geschnitten  wird, 

auf  eine  dur(  h  i  nml  r/  »jffptrf,.  Ebene.  \Vir  folgern  hieraus,  dass 
der  Funkt  (/>,  /)  ein  eigentlicher  Doppelpunkt,  eine  iSpitze  oder 
ein  isolirter  Punkt  ist,  jenairbdeui  eine  durch  die  Norniale  m  P 
und  die  Gerade  p  i^t  le^te  £bene  out  der  Kcgelfl&che  iC  xw«| 
reelle  sich  «chneidende  oder  zusammenfatlende  nilrr  zuci  imai;!- 
näre  Gerado  i^eniein  hat.  Ganz  Gleichlaufendeji  silt  tür  den  Panltt 
(f^l  0*  Wichtigkeit  ist  hier  lol^iende  liemerkung.    Für  einen 

jeden  Punkt  der  Projeetion  mit  Autinahnie  der  suletst  betrachte« 
ten  Doppelpunkte  üelert  die  Gleichung  I  finen  hesttnitnteit  Werth 
von  : .  so  dass  es  nur  lür  diese  Punkte  unentt»chieden  hleiht,  ab 
ihnen  ein  reeller  Punkt  der  Durihscbuitts-Curve  entspreche.  Es 
rQhrt  dies  von  dem  Umstände  her,  daaa  die  Gleichung,  welche 
durch  Substitution  des  ans  I.  '-'«"ivonnenen  \^'f'rthes  vnn  :  In  die 
Gleichung  II.  erhalten  Nvird,  zur  Herstellung  der  Gleichung  C.  mit 
dem  Factor  l  multiplicirt  wurde.  Wenn  nun  aber  der  Regel  K 
von  der  Fbene  /)=0  in  zwei  reellen  Geraden  geschnitten  \urd, 
so  trifft  die  (Gerade  (;>  — 0,  ^=0)  die  kegeltläche  in  zwei  Punk- 
ten, deren  gemeinsame  Projeetion  in  den  l)oppelpunkt  ip^i)  Hillt. 
Sind  aber  die  Geraden,  die  jenen  beiden  Oertern  gemein  sind, 
imaginär,  so  sind  es  im  Allgemeinen  auch  die  Durchsirhuittc  «ler 
Geraden  — 0,  f=0)  und  flrs  Kemels  Ä,  wiihrentl  Je»l(»cb  ihre 
reellen  Pr<)jeetionen  in  den  i*unkt  (;^,  /)  lallen.  tViur,  uenn  im 
Besonderen  der  Kegel  in  zwei  imaginäre  Ebenen  zerfallt,  und 
deren  reelle  Durchschnittslinie  die  Gerade  (f>=0,  /  =  0)  trifft, 
entspricht  dem  isolirten  Punkte  {p,V)  ein  reeller  Punkt  der  Durch« 
Schnitts- (/urvc.  der  ebenfalls  ein  Einsiedler  ist  lieKtcht  also  die 
Durchschnitts-Curve  zweier  Flachen  des  zweiten  Grades  mit  einem 
Doppelpunkte  nicht  aus  zwei  ebenen  Curven.  so  entspricht  ehieai 
isolirten  Punkte  ihrer  Prr)jectit)n  auf  die  Tangential-Ebone  des 
Doppelpunktes  kein  reeller  Punkt  der  (  ur\e.  —  Das  Partum, 
dass  für  die  den  Doppelpunkten  ent.sprerhcnden  Punkte  der  Curve 

^;=^  und  —=7-  ist,  bietet  ein  leichtes  Mittel  dar  die  Tan- 
q     t  p  i 

genten  jener  Punkte  i.w  constrniren.  —  W^ir  benierken  noch,  dass, 
so  oft  die  Fläche  ^  ein  byuerbolisehes  Paruboloid  ist,  die  Fun- 
ction t  dadurch,  dass  man 'die  2  Axe  mit  der  Axe  des  Paraholoi* 
des  Zusammenfallen  lässt,  auf  eine  Constante  reducirt  u  lrd.  Pro* 
jicirt  man  also  nach  tior  l'i(  htuiic:  jener  Axe,  ^vt  verliert  die  rnr\"C 
C,  zwei  ihrer  Doppelpunkte,  und  es  bleibt  nur  mehr  der  Punkt 
{pt  q)  als  solcher  snnick. 


Digitized  by  Google 


117 

7.    Wenn,    was  den  /ueiten  der  zu  AnfanL'  (Kr  vorigen 
Namiiier  aufgezählteu  Fülle  aiisniacht,  die  Linie  7  nüt  der  Linie 
sraamnienllllt,  so  steUt  «lie  Gleichiiiig  1.  im  AllgeiueiiteH  einen 
egel  dar,  dessen  Singularität  durch  den  Punkt  (;>,  t)  geht,  und 

der  von  der  Kbene  f-r^O  nnf!  ficr  F1)one  xt/  in  7\\r\  zusammen- 
Tailenden  Geraden^  und  z^iir  von  der  crsteren  in  solchen,  die  der 
z^Axe  parallel  sind,  ton  der  xweiten  in  den  zusaimiHnlallenden 
Geraden  p  und  r/  geschnitten  wird.  Die  (ileichiifi<<tMi  der  Fliehen 
<P  und  K  lassen  sich  durch  ^^ehörigo  Wahl  der  th  der  £hene  Sjjf 
durch  P  gehenden  Geraden  o  unil'ormcn  in: 

woraus  sich  für  die  Projection  der  DurchscbnilU-Curve  folgende 
Gleichung  ergibt: 

In  dem  allgemeinen  Falle,  d.  i.  wenn  t  sowohl  alis  aucij  //  und  o 
eine  Constante  aufweist,  and  noiMeh  4P  einen  Kegel  daretellt,  ge- 
hört di©  Gleichung  O.  einer  Curve  des  vierten  Grades  mit  zwei 
Singularitäten  an>  von  denen  die  eine  in  dem  Doppeiftunkfe  (p,o), 
die  andere  darin  besteht,  da.*^  sich  zivei  Curven/weigu  in  dem 
Punkte  (p4s0»  i=0)  bcrflhreo;  von  den  drei  im  allgemeinsten 
Falle  zum  Vorscijeiu  konimenden  drei  lJoji[>eIpunkten  fallen  die 
beiden  aul*  i  befindlichen  zusammen.  Die  Tanscnten  des  er£:teren 
Punktes  fallen  wiederum  mit  den  Durchschnitten  des  Kegels  K 
und  der  Ebene  .ry  zusammen,  nie  iudenFftllen  der  vorhergehen* 
den  Nummer;  die  genieinsanie  Tangente  der  sich  tanijirenden 
Curvenzweige  ist  die  Gerade  t.  —  Gent  die  letztere  (»eradc  durch 
den  Punkt  /*,  so  treffen  sich  die  Singularitäten  der  beiden  Kegel- 
fiächen ,  da  sich  denn  auch  die  linke  Seite  dsr  Gleichung  C  in 
vier  Factoren  des  prslpn  Grades  zerlegen  Insst  und  die  Proj«?ctlon 
wie  die^Dorchsehnitts-(  urve  selbst  in  vier  gerade  Linien  übergeht. 
—  Die  Fläche  gebt  in  einen  bypcrbolischen  Cylinder  liber, 
u  enn  die  Gerado  t  der  Geraden  p  parallel  wird.  Die  Aze  dieses 
Cylinders  läuft  mit  t  und  p  parallel,  und  die  (ilririinagCW  StiBSf 
asymptoti8<:hen  Ebenen  sind,  wenn  t^np-^ii  ist« 

und  9i;^-fs*z^iy=:0. 

Dadurch,  dans  der  B^ührung^punkt  (Of  t)  zweier  Aeste  auf  i 
unendlleh  weit  rflelct,  fallen  in  diese  Linie  awei  Asymfitoten  der 
Curve,  oder,  was  dasselbe  besagt«  es  wird  t  eine  vicrpunktie 
oseulirende  Asymptote  der  Curve.  —  Die  Fläebf'  fT>  Kann  ondlich 
in  einen  parabolischen  i^ylinder  ausiirten,  was  eintritt,  äoltaidsich 
l'aoT  eine  Cnnstaivte  kurSijkxieht.  Die  CHeiehung  (>.  bringen  wir 
dnnn  auf  die  Pntin  '  . 

und  erhoben  aus*  ihr,  das«^  7Nwi  der  Asynijrtfitrn  der  Ctirv»«  mit  p 
zosanimenl'allen ,  während  die  iteiden  ändernden  siogulären  Punkt 
durchi^etsen.   Die  Grimd^Curve  . besteht  in  dem  Durebschuite 
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Ebene  xy  und  des  Keg^  JL  —  Ha«»  den  uumitteiharen  Einfluaft 
des  Keeels  a  auf  die  Gestalt  derPkoiecliea  betrifft,  so  tritt,  trann 
m  venMAipiodet,  an  die  Stelle  der  iMclMBg  O,  die  foJgwidert 

S\e  ßchGrt  einer  Curve  des  dritten  Grades  an,  dir.  in  (;j=0,  o=0) 
einen  Dopjtelpurtlvt  besitzt,  und  von  der  Geraden  t  in  deren  Durch- 
SciiniU  mit  p  berührt  uird.  —  Gelii  der  Kegel  K  inzivei  liJUeiiae 
über,  80  besteht  die  Projection  aus  zwei  Kegelschnitten,  diestiA 
im  Allgemeinen  im  Punkte  P  schneiden,  wahrend  sie  in  dem 
Punkte  (p,  0  von  der  Geraden  t  gleichzeitig  berührt  werden.  — 
Für  eine  specicllere  Unterscheidung  der  hier  mugUcben  Faiie  ii»t 
In  dea  ebigeo  ßemeikungen  eine  iJeberbliek  gewibreode  Gmod- 
lage  gegeben. 

8.  Die  Betrachtungen  und  jEntMickl untren  der  sechsten  EVura- 
mer  ühertrageu  ^ich  leicht  auf  die  dritte  Art  der  Curvcu,  welche 
den  Vorwurf  diefter  Ahhandlun^  ausmachen,  anf  diejenigen  nSn* 
lieh,  uciche  sieh  <liireh  <len  Lmstand,  das«  die  beiden  Oeraden 
p  und  7,  die  in  diM-  <j|eichun<»  I.  in  Kviden/  treten,  iniüRifihr  «er- 
det», ziisatnmenreihen.  Die  Fläche  <P  i»t  aisdanu  im  Aliueineiueu 
ein  elU|»tisches  Hy)>erboloid.   Dassel^  nird  von  der  Ebene 

im  Punkte  P  berührt ,  und  mit  einer  Seite  gcincs  A^»yniptnten- 
Kouels  lauft  die  :  A vr  |iaralle(.  Die  Gleichunt?  der  Projection 
läsat  sich  wiederum  auV  die  Form  C.  bringen,  «t»d  %vir  ersehen 
ees  ihr,  daes  von  den  drei  Doppelpunkten,  weifefae  iener  im  All« 
prtneinen  xukonunen ,  hier  nur  einer,  nfiinlieh  P,  reell  wird,  wah- 
rend die  beiden  nndcrcnr,  als  die  I )ureh.«ehnitfe  der  reellen  Gera- 
den t  und  der  iniui^inaren  Geraden  p  und  q  imaginär  werden. 
Die  Natnr  des  ersten  Punktes  vrifd  aef  dieselbe  WehM  «He  in  6. 
erkannt.  Die  Fliu  bo  0  kann  nun  erstlieh  in  einen  Kejiel  ausar- 
ten —  ein  Uncht  zu  diseutirender  Fall  ~  ferner  aeeh  in  ein  clfin- 
tisches  Paraboloid,  wenn  Häiiillcb  t  keine  der  VanubHn  eiittmlt. 
Wenn  letzteres  Antritt,  so  rddren  «He'  beiden  imaginiren  Dop|)e(> 
punkte  ins  Unendliche.  Sätnnitliche  Asymptoten  der  Curve  wer- 
den imaginär,  und  zwar  bestioiait  sieb  der  eine  Asyiiif(oten>PoBbt 
durch  die  Gleichungen 

p*=0,  f«0 
imd  der  sireite  dureh  eokhe  4ron  der  Forte 

Dft  die  IVfodificationen  der  Projection,  welche  eine  Folire  der  V^er- 
anderuüg  des  Kegels  K  in  Gestalt  und  Lage  «iud,  |ei<  ht  über» 
eefaen  werden  kflmiep,  nnd  td»erdiee  in  den  fietf«chtuit<;eii  der 
seehsten  Nammer  ihr  Analogen  finden»  eo  Oberhebenwb'  uns  ihrer 
Angabe. 

9.  Es  ernbript  nun  noch  den  in  5.  beceicbueten  AMMialMa«» 
ÜA  ra  Mraebten»  dessen  Cherakler  darin'  beetelit.  dea«  ^  «hni 
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homogene,  k  eine  nic-fit  !it>ino«reno  Function  de»  ©rjslen  Grades 
darstellt  Auch  hier  oiinuU  die  Gleichung  der  Projection  die  Form 
C,  an,  unter  der  TonrasseCsung  jedoch,  dass  jetzt  t  homogen, 
ti  aber  als  mit  einer  Constantcn  versehen  gedacht  werde.  Die 
Gleichung  C.  stellt  dann  ersichtlich  einf  Turve  des  vierten  Gra- 
des dar«  die  in  P  einen  dreifaofaen  Punkt  besitzt;  alle  drei  Dou- 
pelponkte  des  allgemeineii  Falles  sind  In  einen  einzigen  PunKt 
»mnnMn|ti<«|^  GipTve  yy'ifA  ia  ihreni  dreifachtq  Punkte 
von  den  Geraden  »,  ^  unA  (  limifirt  \Vas  ffie  I^rtleutung  der 
^ffleifibnng^n  L.unil  bt-lrifft,  stellt  ^  fiioeij  Kßgcl  dM,:^- 
Ben  eineApotneme  mit  derü^ora^iilQP  jp  mit  der  z-Axe,  coinci- 
dirt«  Die  Gleichung  II.  aber  kann  irgeiid 'einer  Fläche  des  ztvei- 
ten  Crades,  die  Kegeldäche  ausgesehlossen ,  angehören.  Wir  be- 
merken schliesslich  ng^h,  dass,  woleni  piai)  die  im  Obigen  immer 
beibehaltene  ansgezef ebnete  IVnjections-fibene  aufgeben  will,  die 
Durchschnitt^oCvnre  zweier  Flächen  dM.9|K^tei{  Grades  mit  einem 
Doppelpunkte  im  Allcremfinen  inimpr  SO  projicirt  werden  kann« 
dass  die  Projection  einen  dreilachen  Punkt  erhfilt;  man  braucht 
zu  dem  Ende  nur  als  Projections-Ebeoe  eine  solche  anzunehmen, 
die  durch  den  Doppelnunkt  geht  und  auf  einer  Seite  des  die 
Durcltschnitts-Curve  autnehmenden  Kejjela  senk-rncht  steht,  oder 
allgemeiner  noch:  man  braucht  mir  uls  Projections-Richtung  die 
einer  Geraden  zu  wühlen,  welche  den  Doppelpunkt  mit  irgend 

-t  f. 

n    •'■  •        •      I  "  ' 


I  •!    •  ■••J 
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X. 

I 

sanlf^  Mise  ans  der  Zataienlcitrei 

(Frei  nach  deo  Anoaies  de  Mathämatiques  voo  Terqueni. 

Septembre  1849.)  '  ' 

Von  im» 

Bmn  FrofeMor  Dr.  0ienger 


§.  1. 

Wie  vid  Ziffm  irtml  in  der  Reih*  der  SelrfMi  fo«  1  Ms 

10-4^1.1? 

Von  10»  bUi  l(H-i-l  sind  offenber  I(H-i^lO»:sa.lO>  val 
fi4*l  ZilSem,  «leo  im  Gaozeo 

9(n-|-l).  10"  =  9ii.l0»  +  y.IO*. 

Pie  verlangte  Summe  ist  also 

i(9ii.lO« -1-9.10"). 
o 

m 

WO  S  bedeutet*  daas  man  n  alle  Wertbe  von  0  Ua  ii  beilegen  eell. 

0 

Nach  den  in  Tbell  VII.  Abhandlung  XLVIl.  atedergelegten 
Gnmdflitaen  erbült  man: 

also  für  r=llj  10=;i;: 

=:(n+l).l(M»-i5^-y- ^. 
frdcbea  die  verlangte  Anaabl  ist. 
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{.  1 

Man  soll  die  Anzahl  der  ZilFera  fiadea»  dl«  In  darRolhd  der 
ZaUen  vod  i  hu  JX  eiillMltao  «ind, 

Sei  ZV^IO^»  und  <10"+'»,  also  =  lO^i^ifc,   Vm  1  bis 

IIM-I  .  1 

1  sind  ($.1.)  (ii+l).l(H-t  Ziffern;  nun  sind  noch 

A-f  1  Zahlen  vao  10*f^— I  bis  iV,  jedfi  von  «^-2  Ziffern;  dem- 
Vach  hat  wmn  io  Ganseo 

ZUEen.  Ee  rentebt  alcb  ven  aelbat,  dasa  k  auch  Null  «ein  daif« 


f  3. 

Man  schreibe  alle  Zahlen,  von  1  an,  in  eine  Linie  ron  rechts 
nach  iinlis,  eine  na^b  der  änderet;  welche  Ziffer  ist  au  einer  ge- 
Stetten  von  rechts  her  gereehnet? 


Man  rerlanse  z.  B.  die  Ziffer,  welche  die  ]84f)8tc  Steiie  ein- 
nimmt. Diese  Ziffer  gehurt  zu  einer  gev%  is^en  Zahl ,  die  luan  zu- 
erst aiii/usuchen  hat^.nnd  ^  so  besenaffen  ist»  dass  die  Ansälil 

der  Ziffern  aller  Zahlen  vor  ihr,  die  von  ihr  zugeh(irt£:rn  mitge- 
rechnet, 1849  beträgt.  iSehen  wir  zuerst,  ob  sie  unter  den  Zah- 
len 10"  i  i — '1  enthalten  ist.   Die  K>urome 

(ii+l).lOM-i— giebtfilr  Ml:  I».. 

« 

Die  ZihI  Hegt  also  swischen  1)9  und  999;  in  der  Somme  (§,  2.) 
mose  also  iissl  sein,  nnd  k  so»  das«' 


240«-r  ==-^  +  (^+1)^  «i849» 

fftgf  ] 

d.h.  {k-^l^^tm,  ic=-i^=:öö2^; 


demnach  ist  in  2.  10*4-552  =  652.  Mle'm  N=^m,  also 
A=ö52  and  n  =  i  entsprechen 

2.10* — -f  (553)  3 =  1848 

Ziffern;  die  1849ste  ist  also  die  ertite  Ziffer  rechts  der  lolgenden 
Zahl,  H  h.  flPf  Zahl  653;  die  ]ai9ste  Ziffer  ist  also  3.  (La  den 
Noiivelies  Annales  ist  luerin  eine  Üobestioinithfut.)  r  ' 
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Man  betrachte  die  Reihe,  deren  aligenieioes  GUed 

und  deren  Clieder  man  findet»  wrao  man  hier  «=1»  8»  Mtlt« 

Hodurch  man  ^rfaiilit:  -  ,       ,   •    :  . 

1.9,  3.  ß,  «,13,  (I) 

Nach  den  in  Theil  VII.  S.  434.  entvvickeUeii  Grondafoeo 
findet  mau,  da««  dies»  die  Beibe  iai}  die  mau  au« 

-JL±£— 

erhält,  wenn  innn  dnriri  .rxrl  sot7t.  Zncleich  folgt  hierau«,  daas 
drei  auf  einander  lolgende  Glieder  dieser  Reibe  durch  folgende 
bicichung  betvtinimt  werden: 

a„  \,2^—an\x~\- ttn  (2) 

Die  näcbste  Fräse  «ei  duo  die,  wie  viel  von  den  Zahlen  der 
Reihe  (t)  die  nimBcbe  Ansah!  Zilani  habe? 

Wir  frolien  die  Reihe  abtheilen  in  Gruppen,  «o  dasa  die  Zah- 
len der  ersten  Gruppe  qait  1,  die  der  zweiten  mit  2,  der  dritten 
mit  3  u.  ».  f.  Ziffern  geschrieben  werden.  Betrachten  mr  nun  die 
(m-l-l)te  Grupue  mid  aehnen  von  ihr  an,  Ihre  «frei  ^teii  Gffedet 

seien  lO*"-!*^!*  2.10'"-|-^*  Ai  und  Jit  heide  kleiner  aiod  ala 
lO"",  d.  h.  ntdirncn  wir  an.  die  erste  Zahl  enthafte  afs  erste  Ziffer 
Jinks  1,  die  /.\vcite  als  solche  Ziffer  2,  so  würden  nach  obigem 
Gesetze  C2)  die  lOnf  folgenden  Zahlen  sedn:  .  > 

ivean 

oder 

wenn  Ai  +-.i^^lO'",  wo  daijn  -ßj<10'».    Daraus  lolgt^  da.s«  diese 

Gruppe  höchstens  filnf,  mindestens  aher  vier  Glieder  hahe.  Fflnf 
Glieder   wird   diese   Gruppe  iiaben,  wenn   Ay-^  A^^W^  und 
^  3  /ls<2.10"»  in  welchefli  Falle  4»m  eT9$»  Glied  der  felgendea 
Gruppe  mit  1,  das  kwcUe  mit  v  anfilngt  ^  IK^re  aber  sugleich 

2itfi  -|-3ilt^I(H,  so         die  Gruppe  bloea  Tier  Glieder,  daa 

erate  Glied  der  lolgendee  Grnnne  finge  jedenfalb  mit  1,  und  dae 
nSebete  gleicbfalla  mit  1  an.   Man  hätte  nSmIicb,  wenn 

äili+3iit<2.i0-.  auch  3i<i+44»<3aq«|Mi^rA<4.IiH 

3 J|    9At  <  4.10»  1 6Ai  -^SA^K  6.10» 
2il,-|-3i4a  ^3  +4^,,  <  4.10- 15/1^  +  7^^  <;  7.10* 

lat  aber  J,  +     JlIK  ae  iel      <IQ«  «od  idi»  Aruppe  het  Um 


m 

vier  Glieder.    Das  erate  Hüed  der  rotg:enden  Gruppe  f^ngt,  da  . 
2ls<10"*^     mit  1,  da«}  zweit«,  kann  mit  1  oder  2  anfangen. 

so  \»\ 

laiO«  -I- 3J|  +  ö^=slO"+  ^  +       Q  =3.10«  +3^4  +  5J» 

Ci  <10*+> 

ist 

Agi^Mt'^W»,  M  Ist  M| -f  il« < MKfi, 
'  AfM  AMitt  Colgt ,  das«  ^v«Mi  ili»^  air«l  «ntea  CMeisr  slmr 

dargestellt  frerdsa  kOnnsD^  disM'  Qrnppe  entweder  irlM*  odsr  fünf 
«iiMbr «nd  diiw4i*Mr«l  «nteta'ätr  ibtgsiidfliiGmn«  dmb 

dargestellt  werden»  wobei  sogar  B.^  negativ  mfai  kann.  WSreobeii 

negativ  gewesen,  so  hättcMi  offonhar  alle  Schlüsse  um  so  mehr 
Statt  in  diesem  Falle  hätte  die  Csrupne  sogar  fünf  Glieder. 
Da  aan  die  erste  Gruppe  (siccO),  i,  %  3,0,  H  ist,  also  ihre  ewei 
ewtes-Gliedsr  der  BMbig|tiiig 

ceiHigen,  so  genflgen  In  aUen  Gruppen' die  swet  «ratsn.  Glieder 

dieser  Bedingung,  wobei  bemerkt  werden  muss,  dass  oft  ne- 
gativ sein  Icano,  d.  h.  das  zweito  ülled  mich  noch  mit  1  anfani^en 
kann  • .  eine  solche  Gruppe  hat  notbtvead|g  ^nt  Glieder,  wäb* 
rend  Jede  andece  inWestess  vier^  bMstens  fiinf  liat  (Der  Be» 
wfds  Hl  den  Annatas  Ist  g^jtß  mmenllgfiii^U) 

Eine  weitere  Frage  in  fttaag  süf  die  Reihe  (1)  w5re  die,  wenn 

sie  Glied  der  lirthe  gegeben  wäre  ,  zn  finden,  das  wievielte  es  sei? 

OflTrntjar  kann  man  diese  Aufgabe  verraittel?it  tipr  Form  des 
aligemeiueu  Gliedes  lüsen.  Allein  man  kann  auch  anders  vcrfah- 
fsn.  Es'ftal>e  die  gegebene  Zahl  p  Ziffern,  so  gehört  sie  ifa'dle 
pte  Gruppe  (§•  4.).    HStte  jede  Gruppe  fnnf  Glieder,  so  wflre  das 

S ebene  Glied  eines  derer  vom  (5/>— 4)tcn  bis  zum  öjnten;  hätte 
9  Gruppe  bloss  vier,  so  wäre  das  gegebene  Glied  eines  derer 
I  (4|»— ^3)ten  bis  zum  5/9ten.  Da  es  sbet,  Wie  man  sich  leicht 
fllierzetigen  wird,  minde^lens  drclGruppeb  von  fÖnf  Gliedern  2;lebt, 
so  sieht  man  leicht,  dasM  das  i;cgel>etio  Glied  mindestens  das 
4|»te>  höchstens  das  6pte  ist.    bcUt  mau  also  in 
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fflr  n  alle  ganzen  Zahlen  von  4/?  Ms  5;>,  so  wird  einn^al  der  Werth 
des  gegebeoen  Gliedes  berauskomiuen  uud  mao  wird  aUo  n  ßndeo. 

§.  6.  * 

Da 
aod  auch 

80  folgt  hieraus,  dass  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  keinen 
Faktor  geincinfjcha<>!ich  haben  können,  der  grösser  als  1  ist,  da, 
wie  nan  aus  vorstehenden  Gleicbuni^n  erseheo  kann,  sonst  sämnit'- 
Kche  Glieder  diesen  Faktor  bSCten.  Da  aber  die  drtÜ  ersten  1,  2, 
3  keinen  solchen  Faktor  haben,  so  ist  diess  unmöglich.  (Die  Anna- 
les beha\Tpten«  all«  Glieder  seien  sn  «innder  ifiaUeifrenid ,  iras 
lalscb  ist.j 

Bischt  auin  die  - gleldis  Reehnnng,  als  wenn  man  den  srüssten 
eemeinscbaftlichen  Theilef  awiscben  zwei  auf  einander  folg^den 
Gliedern  suchen  wollte,  so  worden  die  nach  einander  zum  Vorschein 
kommendeD  Keste  offenbar  alle  den  jiwei  vorangegangenen  Glieder 
sein,  d.  h.  die  Anzahl  der  nGthiflSn  Divisionen,  bis  der  Rest  0 
amiÄ^nt»  nird  angegeben  durch  den  Rang  des  geringeren  Gliedes, 
Ninunt  man  also  s.  g.  das  Idte  und  26ste  Glied,  so  «iod  Id  Divi- 
sionen nütbig.  ... 

§  '  7.  ■ 

Sind  zwei  Zahlen  zwi8chen  znei  auf  einander  folgenden  (Glie- 
dern der  Reibe  entbaiten,  so  kann  keine  das  Doppelte,  oder  mehr  als 
das  Doppelte  der  andcreli  sein.  .  Denn  m-«  selbst  Ist  <9sii44. 
Eben  so  i$t  der  Unterschied  jener  zwei  Zalilen  kleiner,  als  das 
Glied  der  Reibe,  das  den  genannten  zwei  vorangebt.  Denn  sind 
die  zwei  Zahlen  zwischen  du  1 1  und  an^2  enthalten,  so  ist  ihr  Ln* 
tcrachied  hiehier  nie  tfH^t—crn^i ,  d.  h.  kleiner  als  Oh. 

Sucht  man  den  crr«»8sten  gemeinschaOllrhen  Theiler  zweier 
Zahlen,  so  hat  man  nicht  mehr  Divisionen  zu  machen,  als  durch 
die  fünffache  Zifferanzaht  der  'kleineren  Zähl  angcgdien  ist,  Ms 
man  den  l^est  ü  erhalt. 

Sei      die  kleinere  Zahl ,  R  der  erste  Rest  uod  sei  P  zwi« 

'  P 

sehen     vnd  On^u  wenn -^^2,  so  Ist  il<nb<t. 7.)|  Ist  m» 

kann  R  zwischen  an  und  onf^i  sein  ($.  7.);  aber  alsdann  isi^  der 

folgende  Rest  P—1\<^n,t  -i  (§•*•);  darnns  fnl^t,  dass  man  nicht 
roenr  male  zu  dividircn  habe,  als  wenn  e«(  «^ich  um  die  Zahlen  a^. 
und  (Infi  handelt,  d.  h.  nicht  mehr  als  7imal  (§.  6.).  Hat  nun 
p  Ziffern,  so  ist  n  nicht  grösser  als  6jp  (§-S')»  ^^^^  hat  man  nicht 
mehr  als  5/;  mal  /u  <!i\idircn.  Da  die  Zahl  der  Ziffern  von  P 
niebt  kleiner  als  p  ist,  so  ist  damit  der  Satz  bewieseo. 
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XI. 

Heber  den  Kusanimenliang  einigrcr  dai» 
Teiraifder  beireffendea  Aufgaben* 

Herrn  Doctor  R.  Baltser» 

Ohmhikwve  mm  Aar  Kroosachnle  sa  Dresdaa« 


Die  Gleichung  zwi^ichen  den  Cosinu«  der  Winkel ,  welche  von 
fner  beliebigen  Richtungen  Im  Raone  gebildet  werden,  ist  bekannt 
QDd  röhrt,  wie  es  s(  lu  itit,  von  Sturm  her,  welcher  im  XV.  Bande 
8.330  ff.  von  GcTKonnc's  Annalen  dieselbe  durch  die  Methode 
der  recbtwiukligea  l*rojcctionen  entwickelt.  Bezeichnet  uiau  die 
vier  Richtnngen  mito:,  x,  r,  mid  den  Winkel,  um  welebeo  die 
Richtung  x  in  liestiiiinit(Mii  Sinne  gedrefit  \\erden  muss,  his  «ie 
mit  der  Richtuni;  y  (nicht  mit  der  eutgegengeaetsteu)  zuMnunen- 
fallt,  mit  jcy  u.  s.  w.,  8o  ii»t 

*-S(eoflUiy  ->coeyxcostd;)coajnrc<M>^r-  2(cosi/z—eoBapeo8a:tf)co8ifTeoMtr 

— 2  (coszo: — cosarycosyj)  cosxrcosarr 
=  1 — cos^x^  — -coÄ^^z — €ü«»*ia:  -f  "icos.T^co«^jcoi»jjr .       ( A) 

Die  Bedeutung  dieser  Gleichnns  fttr  dae  Tetraeder  soll  im  Fei' 
geodeo  neckgewiesen  werden.  Das  Tetraeder  sei  OFGÜ, 

OF^f,  Oa=:Q,  OH=h 

und  die  gegenflberliegeeden  Kanten 

GBsta,  HFi^b,  FG^e. 
Tbeil  XVI.  '  t 
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I. 

OF,  OG,  OH  haben  die  Richtung  je,  y,  x»  der  Durch- 
messer d  der  dem  Tetraeder  amgeschriebenen  Kugel 
habe  die  Ricfataog  r,  eo  iet 

co6xr:cosifr:co8ar:\^fif/:hid, 

mithia  nach  (A) 

(1)       —  2^Ä(co8yz— cosz^cosa:?/)  -      (cosrr— co8.r^cos»/5) 
=ii»(l— cas*jpy— cos*^»— CO»*«;  +  acosarycosyicoaza;) . 

Diese  Gleichung  zur  Berechnung  des  Durchmessera  der  dem  Te* 
traeder  rnngeachrlebeoeD  Kugel  ans  drei  zusammenatosaenden 
Saaten  und  deren  WinkeL  hat  Legend re  in  eeiaen  Elemeaten 
(Ann.  V.)  gegeben. 

Anmerkung  1.  Um  sämmtliche  Kanten  des  Tctrae- 
dera  atatt  der  Winkel  in  diese  Gleichung  einaoföhren,  hat  man 

und  giebt  der  linken  Seite  L  der  obigen  Gleichung  die  Form: 

L=f*i-jf^  4- A*-*8/3gfce8»y----29Acoigfs---3A/cAaw 
+  4/S^«jftco«w«-(/feeej(|»+^ceaMP--Aeq«afjf)". 

Dann  i«t 

+  4fyC0BjfXeOB2X  Ä  —  p  ^  » 

/boesft-l-^esiY-Acoed^s  1 

und  daher 

4Pg^h*L=  if^^aH^  -  (c2//^-a«/*«-6V)« 

Nimmt  man  hinzu,  dass,  wie  bekannt  (vgl.  Anm.  2.), 
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das  €&«b«  TetiMder  V  bedeutet,  so  erbält  mao 

(2) 

144  FW  =s  (af^  bg  +  ch)  [af-^^bg—ch)  {af-by-^  e*)  {-af^bg^k) , 

eine  Gleichung,  welche  Grelle  (Sammliing  mathen.  AvWie  1. 
8.  117.)  direct  entwickelt  hat 

^ili  man  auch  F  darch  die  Kanten  ausdrucken,  so  brauckt 
man  nicht  bei  deni  Ausdruck  stehen  an  blelken,  weloheB  Legeodre 
a.  a.  O.  gegeben  bat,  indem  er 

abkflrzend  einlTihrt,  tvobei  mehrere  glei<  ho  und  entgegengesetita 
Glieder  ongetilgt  bleiben,  tlia  wieitere  Entirlckelong  {^ebt 

4/*^*A^l— cos*xy — cos^i— cos*2.T + 2co&a;|feosy2COSx;r) 

+  b'hj^W^  \  P        +  c« -i-  a« — A«) 

trie  schon  Meier  Uiracb  (Geoni.  Aufe.  11.  112.)  bemerkt  hat« 
fihup  den  »ymnietrischen  Raii  de«  A.uBariick8  durch  geeignete  Be- 
zeichnung kenntlich  zu  machen. 

Anmerkung  2.  Es  scheint  unbeaditirt  geblieben  zu  sein,  daas 
ans  (3)  sich  unmittelbar  die  Gleichung  zwischen  den  Seiten 
und  Diagonalen  eines  ebenen  Vierecks  hin8€hreU»en läss^ 
welcheLexell,  Euier  und  zuletzt Carnoi  (Gdem.de posit  J.38].) 
ohne  Zusammenfasanng  der  Glieder  entwickelt  haben.  En  int  im 
Allgemeinen 

l  — coji'xy  —  coiC^ffi— Qos^zx  \  '2cosi.c^cr>8^zoo8i^ 
=  »in^j;^sin'*^zt!iiii'^  K 
=:  si  n^tsir»^:  J'.«!  n*Z  (4) 
=  sin^2arsin^i:jysin^A', 

wo  X  der  Winkel  der  Ebenen  iat,  von  denen  eine  x  und  f ,  die 
andere  x  und  z  parallel  ist  n.  a.  f.,  nnd  nseb  der  s|»hirischen  Fun* 
damentallormel 

cosv:  —  costx  coaxy  » 
«»•-^=  ata^raWgr  *  ^' 
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Die  obigen  Gleichungen  (4)  ergeben  eich  bieraue  sofort 
durch  BotwicItelnDg  von 

(l--cos'JO**'>n**^s>o*j?y  u.  s.  f. 

und  bedeuten  das  Quadrat  des  Cfachen  Tetraeders  OFGH ,  de-^- 
•en  Kanten  f,  g,  k  IttogeneinheUen  eiofl,  dessen  Grundfläche 

1.  B.  OFlrs  ^sinoTy,  nnd  dessen  HShe  siosMinZ  ist  Sind 

nun  die  Richtungen  y,  t  derselben  Ebene  parallel «  so  ist  ^ 
Y,  Z  und  das  Tetraeder  »0»  mitbin 

1 — cos^j;y  cos^— cos^  -f  2cos;cycosjfscosMr  sO» 
nnd  daher 

+  6  V      + /  ^  -     +  c*  +     -  6«) 

Zu  diesen  Gleichungen  gelangt  man  direct,  wenn  aan  davon 
ausgeht,  dass  in  diesem  Falle  dM  Winkel 

sind«  wo  m  eine  ganie  Zshl  oder  0  ist,  daher 

cosdry=cos(y2-i-2ar)  u.  s.  w. 

Anmerkung  3.  Aus  I  f  cosJY  und  l-^osAT,  welche  in  Facto* 
reu  serl^bar  sind»  findet  man  bekaootUch  sin^^in^sxsin^ay  oder 

1  —Q.OB^Xtf  —  COß*^2 — COS^J;  +  2c08J;jfCOS^7COS£r 

Dieser  Ausdruck  für  das  Gfaebe  Tetraeder,  dessen  zusam- 
men.<3to9Rende  Kanten  die  Richtungen  z  haben  und  L&n- 

eenetnheiten  «ind,  hat  unverkennbare  Analogie  mit  dem  bekannten 
Ansdmck  aar  Berechnung  der  Drefecksrfftcbe  ans  den  Sel- 
ten, welche  sieb  wie  folgt  erkifiren  lässt.  Es  sei  O  IMlttelponkt 
einer  Kugel,  auf  deren  Uoeiitiche  die  Punkte  F,  G,  H  liegen, 
so  dass 

und 

r* 

OFGB^  =  ^  (l— cos'xy — co»*yz  -«cos*»  ^  2co8xycosyzcoszjr) . 
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ifl  p  te  AUtand  des  MlttelpunkU  O  von  der  Ebeoe  FCrif 
99  hat  man  wmA 

«ad  daher 


=  |^siii%dnihi*jpyain*Jir  u.  «.  w. 

Fflr  rsoD  fallaa  die  Bogen  FG,  GH,  HF  mit  ihm  Sehnen 
o,  6,  c,  die  Sinne  der  TemcbwindeDden  Mittelponictfiifinkel  mit  ' 
den  Winkeln ,  p  mit  r  zusammen ,  und  da  der  Begen  daa  ^odact 
aeiBee  Winkek  mit  dem  ßadiua  Ut,  eo  kommt 


FGin»^H€9kkA}  tt.  a.  w. 

=  — 5  ^  ^  

wo  der  Winkel  A,  der  im  Dreieck  FGB  der  Seite  a  gegeaOber- 
liegt»  kein  anderer  tat,  ala  X 

Da  zugleich  das  Verhältaiaa  des  spbäriachen  Dreiecke  FGH 
aar  KngelUche  veracbwindet»  eo  iat 

JC-l-F-fZ  — 2  Rechte  =0  oder  Jt-f-ü-i-CssaBechte. 

Diener  neue  stereoiuetrische  Beweis  des  alten  äaizee 
von  der  Summe  der  Dreiecksivinkel  setzt  die  Gleichheit 
airiachan  einem  spliürischen  Dreieck  und  seinem  Gegeodreieck 
Toraas,  tvulche  aicb  ohne  Parallelentbeorie  durch  Congtueaaen 

beweisen  lässt. 


II. 


In  der  GleichuTi'j  (A)  sind  die  GIei<-hungen  zwischen 
den  Winkeln  des  Tetraeders,  su%vie  zwischen  den  Sei- 
ten und  Diagonalen  einen  aphürischen  Vierecks,  «nt- 
lialten ,  welche  Meier  Hirsch  (C com.  Anfg. IL  1€7.  und  f,  66.) 
durch  geaenderte  lietbodeo  gewinnt. 


s 
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Sind  nämUch  zuerst  :r ,  y ,  z ,  r  die  Richtungen  der  Normalen 
auf  den  Innenseiten  OG//,  OHF,  OFG,  FGH  des  Tetraeder« 
OFGH,  und  bezeichnet  OF  den  Winlcei  der  Ebenen  OFG  und 
OFüu,  B.  w.,,9Q  ist 

folg&di 

1  —  coB^OF-coB^OG—cos^Oll—icüsOFcoüOGcoi^OU 
s=  aiD*OFco8267/+ sln«OCcos«//F+sin«0//co«aF<; 
(5)  +2(co«0//+cosOI'co80G)cogC//c<.s//F 
-h  2(cosOFtcosOC?coaO//)cosiyFco9FC; 
-f*  2(cfMiO^co8O/fco0Oi^cosFCr  mGlf . 

Sind  rweitens  x,  y,  x,  r  die  Richtungen  von  den  Radien  MF. 
lUG,  MH,  MO  der  Kugel,  deren  Mittelpunkt  M  ist  und  welche 
dem  Tetraeder  OFGH  omf^eschTieben  ist,  und  beseichnet  nao 
die  Seiten  und  Diagonalen  des  zugeli«"iriircn  spbfirischet  Viereck^ 
wie  die  gleichoamigeB  Kanteo  des^ Tetraeders,  so  Ist  •      '   ^  * 

C0f/'=C4MUT,  COS^SSCO^»  iMHhz=Z.GQ^XT\ 

cosssscosys,  oos6seoe»r«  eoscisscosay; 

1  —  cos''*a— cos^6 — coN^c  -J-2cosacos6cosc 

—  2(fosc — cosacosö)co^/\A\s.(f  (ß!^ 
— 2(cos«— co86cosc)cos^cosÄ 
— 8(cos6— cosccosa)  cosAcos/*. 

FQhrt  man  die  Sinuc»  der  halben  Bogen  ein  uiui  schreibt  der 
Kürze  halber  o  statt  siD^  u.  s.  w*,  so  ainunt  die  Gleidntag 
folgende  Form  an: 

Multiplicirt  man  alle  Glieder  mit  der  6ten  Potenz  des  Radios  nad 

Hetzt  denselben  nrKMKlTir!} ,  ao  verschwinden  die  Winkel  und  Ntntis. 
nährend  ihr«  Producte   mit  dem  Radius  die  Sehnen  statt  der 
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ßogen  gehen.  Dabei  geben  die  Glieder  achter  Dimension  verlo- 
ren, \v<  l('ho  aU  endliehf  Grössen  mit  aneiter  iiegutiver  Pnf(>?iz 
des  Radius  iiuiltipUcirt  erttcheioen  würden.  «So  hleiiit  in  der  ihut 
die  irfilKn-  gegebene  Gleicbnng  Or  die  Seiten  und  Diagonalen  dee 
ebMMn  Viereel»  «brig. 


III. 


In  (A)  ist  auch  die  Gleich  nnir  enfhnlten  /  irischen  den 
Seiten  des  Tetraeders,  oder  allgemeiner,  zwischen  einem 
ebenen  Flficbenstiick  und  seinen  Coordinaten,  d.  b* 
•einen  Projectionen  auf  je  eine  von  drei  willlcObrliclieB  Ebenen 
parallel  dem  Darcbecbnitt  der  beiden  andern. 

Sind  X,  y,  r  die  Ricbtuncen  von  OF,  OG,  OH  nnd  der 
Nonnale  p  von  O  an  FGB,  eo  int 

OFQU^^  FGB 

SS      V  l^coeV3f'-eoi^^--cos^-f  ^öiürycoayfceeidPi 


folglicbf  wenn  man  d  alatt  der  Quadrativurael  acbraibt» 

Ferner  ist 

OrC-^o*^^  =  /^Äalngjjcos«;  ^ 

weil  kco9zr=p  u.  «.  w.  Daber 

(7) 

FGH  i  OFG :  OOh :  OMF = d:  aiuty  ooeir  :eiiiy2  coMrr  :aln«reeiyr . 

Setat  man  diese  Weiilbe  in  die  Gleicbung  (A)  und  bemerkt,  daaa 
(L  Anm.  3.) 

ao  erblit  man  obne  Weiterea 

(8)      FaH'^=OFG^^  OG/PA^  OHF^'-^IOFG.Oah.coBr 
--iOGH.  üüF.cosZ'^  20tiF.OFG.coBÄ . 

Die  allgemeine  Geltung  dieser  Gleicbnng  för  irgend  ein  Ebe- 

nenetück  und  seine  Coordinaten  (im  ohvn  ani^egebenen  Sinne)  er- 
giebt  sich,  wenn  man  durcb  den  Umfang  des  fibenenattfcka  Pris- 
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men  legt,  deren  Kanten  je  einer  Coordinatenaxe  ar,  y,  z  parallel  sind. 
Die  DurGhschnitte  dieser  Prismen  mU  den  Cf»ordinatenebeneii  jfz, 
%x,  d.  b.  die  Coordinaten  des  EbenenstQcks  E  seien  K,  L, 
M,  vmd  die  Normalen  dieaer  Ebenen  d^»  jr'»  a'*  Dana  ist 
£co&rr=^G08zx'  =  dem  Normalscbnitt  des  Piriem»«  wodureb  M 
nnf  Tjf  projicirt  worden  u»  e.  w.  FolgUcb 

r'       m  MM    >  coaarr    cosiyr  cosxr 

Nun  ist  cosj  =6in»»inir,  wo  X  wie  oben  den  Winkel  der  Co- 
ordinatenebenen  an  der  Kante  x  bedeutet,  alao  (I.  Anm.  2.) 

S 

C08u'  =  gj^jj  **.  s.  vv.  uod  wie  in  (7); 

EiKiL:       dtainjrtcossr :  sinzjrcos^r :  sinj-^cosn' , 
jE«=ü:*+  L^+iüf»— 2ÄLcoöZ— 2LA/cosA  -2^ifrco8  F. 

Anmf»rkiinjr  Dir?  ^efandenc  Gleichnnt?  hat  denselben  Bau, 
als  die  zw iscbe^ einer  Strecke  r  und  ihreo  Coordinaten  x,^,!  be- 
•tebende 

=a;*-f^*+2*-f  Sx^cosa:^  ^2yzcosjfz  +  2zxco82X .  (B) 

Wie  man  aus  dieser  die  Summe  der  Quadrate  von  den  Dia- 
gonalen eines  Parall elepipeds  ableitet  (Le^endre,  An* 
merk.  V.),  soerpiebt  sich  aus  jener  die  Summe  der  Quadrate 
von  den  Dia^^onaldreiecken  des  Paralteiepipeds 
{FGH,  OPG\  OG  W,  OrrF\  wenn  OO,  FF',  GG',  IIH'  die 
Diagonalen  des  Paralielepipeds  sind,  welchem  das  Tetraeder 
OFGH  angebort). 

Auch  iässt  sich  die  (ileichung  (8)  aus  (B)  ableiten.  Errichtet 
man  nSmIicb  auf  den  innern  Seiten  des  Tetraeders  OFGH  Nor* 

malrn  .r,  y,  2,  f,  ivelche  sich  wie  di(^  Selfon  vorhalten,  worauf 
sie  stehen,  so  lassen  sich  diese  Streclien  zu  einem  räumlichen 
Viereck  durch  oaraiielc  Verschiebung  zusanuiieuset^cD,  wie  sich 
dnreh  die  IMetnode  der  Projectionen  leicht  beweisen  Ifisst.  In 
diesem  Viereck  wird  eine  Seite  durch  die  i'Ihriircn  nnrh  (!cr  Cloi- 
chung  (B)  anst^edrückt,  worein  man  dann  die  proportionalen  Wer* 
the  setat  und  bemerkt,  dass  co&x^=: — co&Z  u.  s.  w. 
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Heber  die  dureli  die  Ctldeliunc 
darg^esleilleii  KurveD. 

Herrn  H.  Scheffle r, 

Bau  •  Condacteur  bei  ien  llsrzogl.  Braaoachweigiachen  KiaeabaUnmi  sii 

Brsvntebweig. 


Die  UisknMion  der  Formel 

y  =  V^    (I) 

als  Gleichung  einer  Karve,  wie  sie  Herr  Professor  Hessel  in 
Nr.  XIII.  des  Ii.  Thelles  dieses  Archivs  niedergelegt  hat,  führt 
JEU  dem  Resultate,  dass  gewisse  Theile  dieser  Kurve  keinen  «ste- 
tigen Zusammenhang  besitzen,  sondern  wie  punktirte  Kurven 
enielieineD. 

Uieees  Resultat  der  unstetigen  Hildung  von  ^  kann  jedoch 
nqr  aiie  der  Sobttitution  ouHrteager  WMthe'  von  x  herrorgehea. 
Stellge  Werthe  von  ;r  flUireo  immer  la  steti«r<;ii  Wertbes  ree  ff, 

also  auch  zu  stetigen  Kurven,  was  man  mit  Hülfe  der  ge(»metn- 
sehen  bedeutung  oer  imaginären  Zahlen  fulgendermoAssen  einsieht. 

Stillschweigende  Bedingung  ist  es ,  dass  jede  der  beiden  Zah- 
len X  und  ff,  z.  B.  die  Zahl  hehuf  geometrischer  Konstruktion 
al«  eine  Linie  dargestellt  werde,  deren  Länge  dem  absoluten 
WeiHie,  vnd  deren  Rieht  eng  dem  Zelelieii  ven  tf  entsnricbt 
Je  nachdem  das  Zeichen  von  y  gleich  -^1  oder  gleich  — •!  aee- 
iillt,  iet  dieae  Liage  in  der  wrepringlicfa  aogenemneneo,  poeiH- 
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Ten  oder  in  der  am  180^  davon  abweiGhendao ,  negativen  OidfiM' 

tenrichtung  zu  messen.  Es  i.>^t  klar,  dass  wenn  sich  y  mit  dem 
allgfuieiueren  Zeichen  oder  Kichtuiigskoeriizirntcn  e^^^i  einstel- 
len sollte,  seine  Länge  in  einer  Richtung  zu  nehmen  ist,  welche 
sieh  vnter  dem  tviokel  i|;  gegen  die  poeicive  Ordi- 
natenaze  neigt. 

Es  versteht  sich  von  selbst»  dass  in  derselben  Weise  beider 
Aoftragung  der  Abszieee  x  auf  das  Zeichen  derselben  Rfleksicbt 
SU  nehmen  ist 

Nimmt  man  stets  den  Nnllpanlct  des  Koordinatensystems  smn 

Anfangspunkte  von       und  den  Endpunkt  Ton  x  zum  Anfangs- 

tunkte  von  so  beschreibt  der  Endpunkt  tou  y  die  inßedeste- 
ende  Kurve. 

Führen  wir_gleich  von  vorn  herein  für  x  den  allgemeineren 
Ausdruck  r^"^ -i,  oder,  wpnn  r^e9  gesetzt  wird^  den  Ausdruck 

a;=:^+y^-x  ein;  so  kummt 

— P  — ^   

oder  da  ist, 
r 

y=«     '      e     ^       ~  (2) 

\()n  (loii  fjoulcn  in  der  Abszisse  x  =  re9^~  varivoniraenden 
Grössen  r  urui  q>  darf  man  offenbar  nur  eine  einzige  unabhängig 
variiren  lassen,  wenn  die  Gleichung  (I)  eine  Kurve  zur  Erschei- 
nung bringen  soll.  (Niihine  man  sotvohl  r  viie  q>  als  unabhängig 
vcriindorlieh  an;  so  würde  die  ol)!a;r  (»leirbung  ein  Flächen- 
stück  darstellen).  Die  meisten  Untersuchungen  der  analjiischen 
Geometrie  beschränken  sich  auf  den  sueziellen  Fall,  wo  die 
Richtung  der  Abszissen  also  der  Werth  von  9,  konstant 
erhalten  und  r)ur  die  Lange  r  derselben  stetig  variirt  wird.  Man 
.  nimmt  jene  koDstante  .\hs7is«<oiirichtung  gewöhnlich  Ein  Mal  als 
mit  der  positiven  und  Em  Mal  als  mit  der  negativen  Abszis- 
seoaxe  Kusamraenfallend  an,  wodurch  sich  zwei  besondere  .Sy- 
steme von  Kurven  ergehen,  welche  oftmals  zu  p'i  ziisnnjraenhün- 
gende  Scbeukel  Jiia  und  derselben  grösseren  kurve  darstellen. 

Durch  die  liedingung,  dass  die  Linie  x  stets  in  einer  gewis- 
sen Blebtnog  liegen  soll,  ist  ihr  arithmetlscber  Ansdruck 
noch  nicht  vollkommen  bestimmt.   £5  rouss  noch  gesagt  werden, 
wie  Tiel  ganxe  Umwälsnngen  naek  der  £ioen  oder  andern 


^  kj  1^  o  uy  Google 
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Seite  die  Lteie  m  wMb  «m  deu  Nullpaukt  geniaokt  iMben  »oll. 

phc  sie  nt?s  (Irr  tirsjinlriirlichei»  Abszii^senaze  in  die  um  ilcn  Win- 
kel qp  sich  dagcgeu  ueiü;eride  ha^e  er^'konimen  ist.  Bezeichnet  man 
die  Anzahl  Jener  ganzen  Umirälzuiigen  durch  die  gaiuu  Zahl 
weldie  positiv  oder  oegaliv  ist,  jenacbdem  die  UmtvilsoogMi  nach 
der  positiven  oder  negativen  iJrehuiifjsrichtnncf  cHoIgcti  Holieo; 
6o  hat  man,  wenn  ©jetzt  den  fundamentalen  Neigungswinkel 
von  darstellt,  2Kn-^<p  uu  die  Steile  von  q>  zu  setzen,  liier» 
dureb  wird  Gleicbnng  (S) 

y=ß  e         »•  ~  ...v.  (3) 

In  dieser  Gleichung  iät  nun,  wenn  die  Abszisse  x  nach  und 
iMdb  bloss  Ihre  Länee  r  stetig  ftodern  soll,  nicht  allein  die 
CMtose     sondscD  aucb  die  Isr&iiee  k  koo Staat  sa  erhaltea. 


Soll  die  Läiii^e  r  von  x  nur  in  der  RitTitnng  der  positiven 
A  h f<  z  1  s  s  e n  a  X  c  v  ariircn  ,  also  ftlr  die  durch  ;r  =  -|-  r  dargesteliteD 
Abszissen,  hat  man  q>^0,  also 

'^-'=i?<-''-'=V^r..-''-'  (4) 

Soll  die  Läni^e  r  von  x nur  in  der  negativen  Abscisseo» 
axe  variireo,  also  iixt  die  diircii^a;=:-^r  dacgesteUteo  Abssisseo, 
bat  tnaq  9>=n;,  also 

«V^— ^-'^       *         .  00 

vf.s  ^ 

So  viel  verschiedeite  Wertlio  man  nmi  aadb  nad  naeli  Air  die 

ganze  Zaii!  h  einführt,  nhrnsn  ^  io!  v  r  fr  c  h  i  od  e  r»  o ,  alier 
V  f»  H  !c  *Mii  III  e  n  stoticjo  Kurven  liefert  sowohl  dif  fileu-huiig  (4) 
wie  auch  die  Gleichung  (5).  Nur  dann,  wenn  man  suicho  Werthe 
von  yt  bei  welches  k  nicht  konstant  erhalten  wSre,  zu  einem 
Systeme  von  Ordinaten  zusammenstellen  wollte,  oder  auch  dann, 
wenn  man  für  dasselbe  konstante  /•  «liejenigen  Wei  tlie  von  y  ans- 
schltcssen  wollte,  welche  nicht  iu  die  Kichtuug  der  positiven  oder 
negativen  Ofdfnatenaze  fielen,  also  auch  flieht  reell  wär^, 
würde  man  unstetiije  Kurven  erhalten.  Man  erkennt  leicht, 
dass  die  in  dem  obiiren  Aufsat/e  Nr.  XIII.  /nin  Vorschein  kom- 
menden  diskontiuutrlicben  Bildungen  zum  Theil  dariu  ihren  Grund 
llsben,  dass  unvermerkt  für  Ein  aod  dieselbe  Knrve  die  GroMe 
k  nicht  konstant  erhalten  ist.  zum  Theil  daila,  dass  aUe  aiebt 
reellen  Werths  von  y  ausfssehlossen  sind. 
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Znr  iveitefn  AnfklSrung  wollen  wir  hier  mir  die  wd  posi- 
tive AbniMCfD  besflgliciie  Glaiehwig  (4)  tihn»  hUmt  iiM  Aage 

DUmUm  stellt.  Je  nadidett  naa 

k=z  —2,  -1,  0.  l,  2» 

«etst«  eine  oMDdliclie  Meng»  guit  venichledaii«r  Knrren  dar. 

Für  A:=0  ergibt  6tcb  die  Kurve 

y=V^    (ö) 

welche  lauter  positive  Ordlaateo  beeitat  Da  maD  filr  r=0  auch 
v  =  0  und  ffir  r=:Qo»  9f=i  liat,  so  gebt  die  Kurve  durch  den 
Nullpunkt»  und  hat  eiiif?  In  detn  Abstände  y~l  mit  der  Abszis- 
«enaxe  parallel  gezogene  Linie  zur  Asymptote.  Für  r=\  ist 
ebenfaiU  y=l  und  lur  r=  6=2,718^.....  besitzt  die  Ordinate 

y=V7=l,444  

ihr  Maximum.  Dies  gibt  die  auch  auf  der  dritten  Tafel  In  Theil 
XiV.  abgebildete  Kurve  OABCD,^,  (Taf.  liL  Fig*  t.). 

Für  jede  andere  durch  Gleichung  (4)  dargestelUe  Corve  hat 

r 

die  Ordinate  3^  diesellie  Länge  Vr*»  welche  demselben  Werthe 

von  r  in  der  vorhergehenden  Kurve  (0)  entspricht.  Alle  diese 
Kurven  gehen  also  durch  den  Nullpunkt.  Aber  die  Kichtungen 
deriOrdinaten  sind  von  den  früheren  verschieden.  Der  Neigungs- 
winkel iß  einer  solchen  Ordinate  gegen  die  poeltlve  Ordinaten- 

axe  OY  ist  1^  =  — .   Wir  wollen  annehmen,  die  positive  Dre- 

bungsricbtung  der  Ordinaten  gehe  von  rechts  nach  links  herum. 
Da  rar  rsoD,  i^^O  wird;  so  folgt,  dasa  aicb  die  Richfaog  der 
Ordinaten  aller  Kurven  von  einer  gewissen  Sidle  an  immer  mehr 
und  mehr  der  positiven  Ordinatenrichtung  nähert,  je  grJisser  r 
wird«  und  dass  mitbin  die  vorbin  beschriebene  Parallele  zu  OX 
euie  gerndnaehaftlicbe  Asymptote  llir  aUe  dieee  Knrveii  tat 

Wenn  r=4Jfc»  ist         .  Die  Ordlnato  y  eratredct  elcb  ale- 

danu  nach  der  Richtung  der  negativen  Absciasenaxe.  lür 
dieaen  Wertb  von  r  paaoirt  die  Kurve  also  die  Abaaisaenaze. 

Für  alle  Werthe  von  r>4ifc.  ist  ^  <^   nnd  nUnmt  desto 

mebr  ab,  je  mehr  r  suniromt  Naebden  also  r>4A  geworden 
ist«  kann  die  Richtung  der  Ordinate  y  nicht  mehr  unter  die 
Absiissenaxe  fallen;  rssOt  besolcbnet  vielnebr  die  scbon  vorhin 
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emähote  iSteiie,  von  wo  ab  die  Ordinate  immer  mehr  io  die  Rieh- 
tmg  der  positiven  Ordiitatenaxe  so  gelangen  atrebt 

Für  die  Wertbe  von  r,  welche  zwischen  0  und  4k  liegeo, 
macht  die  Ordinate  jf  unendlich  viele  Rotationen;  die  Kurve  durch« 
schreitet  die  AbecweeDtm  ehen  eo  viel  Mal  von  oben  Icom- 
fiiend,  wie  von  oaten  kommend,  und  bildet  hier  elien  so  viele 
Schlingen. 

In  dienern  Zivinchenraiim  nimmt  die  Ordinate  y 

1)  daa  positive  Zeichen  e**'"V^=  +  l,  also  die  Richtung  der 

positiven  Ordinatenaxe, 

Xe-    ^  ^ 
mr  rssj,  ^.  ^,  j..., 

2)  das  negative  Zeichen  e(*^^^)"V~i  also  die  RichtiHig 

der  negativen  Ordinatenaxe, 

^  2k  2k  2k  U  ^ 
füt  r  =  j,  -g^,  -j,  y.., 

^    das  positiv  tmat^infire  Zeichen  '»V-^  =  ^^SSf^  ^j^^ 

die  Richtung  der  negativen  Abszi^senaxe, 

^  4k  U  U  U  , 
rar  r=sj-»  g  ,  ö^'  la  '» 

4)  das  negativ  imaginire  Zeichen  e(**'^>"V=iA— V*ZIi,  also 
die  Riehtvng  der  positiven  Abseissenaxe» 

^        üb    4jfe  4iC' 

rar  r=-j,  y.      .  jg^... 


F/me  Kurve  duv-rr  Art,  und  zwar  die  für  k~l  sich  erge- 
hende, ist  in  dem  Zuge  OabaAcdvfg  (Taf.  Iii.  Fig.  1.)  dargestellt. 

Keine  swei  dieser  Kurven  sind  identisch;  aber  dieselben  ha- 
ben f(Sr  gewisse  gleiche  Lnni^pinvcrthe  r  der  Abszisse  gleiche 
Ordinaten»  also  gemeinschaltlicbe  DurcbschuitUjpuukte.  Der  Punkt 
A  fflr  rsl  Ist  ihnen  allen  gemein,  nnd  Oberhsupt  giebt  es  In 
dienat  unendlichen  Menge  von  Kurven  rarfiin  und  dasselbe  ratio* 
nale  r  nur  eine  endliche  Menge  verschiedener  Ordmaten 
tf,  deren  Anzahl  ao  eross  ist,  als  der  Zähler  des  aul  seine 
Monate  Benennung  gebrachten  Bruches  r  Einheiten  enthilt.  Dar- 

ans  folgt,  dass  der  Punkt       B,  C,  D,  E  ,  welcher  in  der 

eraten  Kurve  (6)  re*»p.  den  Werthen  r=l,  2,  3.  4,  5...  entspricht, 
rsep.  von  aUen,  von  der  Hälfte,  von  dem  3ten,  4ten,  5ten ...  Tlieile 
der  In  Rede  stehenden  Kurven  passirt  wird. 
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Anwendung  der  per^peeti^ischen  Pro« 
Jeetion  auf  die  analytische  Auflösung 
der  Aufgabe  „l^ine  gemeinscliaft- 
liehe  Tangente  an  zwei  JLinien 
zweiten  Oracles  zu  finden*\  Als 
Fortsetzung  der  Untersueliungen  in  IVr. 
XIII.  des  XI.  Xheils  9.  Hefts  dieses 

ArclilYS. 

Toa 

Herrn  Leopold  Hostbrugger, 

Lehrer  der  MathcRiaCilt  an  der  KaalenMchole  su  Aura«. 


$.  1. 

Wir  bedienen  uns  faier  der  eleicben  Bezeichniingen  aud  Annah 
menwie  Id  dem  so  eben  angafiUirteR  AnliwtM  diese»  Arcbivn«  und 
nefaHee 

ri«(F-ijr)«  +  A«(Jr  +  /)«=a«A«  (1) 

al?»  die  Gleichun«:  <»inrr  Ellipse  an,  deren  Achsen  2a  und  ^h,  und 
deren  Mittejpunktbcoordinateo  —  f  ond  ^  &ind;  auch  finden  hier, 
wie  in  (12^  jenes  Aoftuilzes,  folgeoue  Relationen  swiwhea  den  Coor- 
diiiaten  X  und  Y,  und  den  diesen  entopieehenden  perspectivieebea 
Ceordinnten      %*  statt,  nimlicb:  ' 

r.^=«^^r^£z^;  ^^.Jr=.^^i^'j  ...  (2) 

Jn  dic&ei)  Gleichungen  sind  I,  u»  c  die  Coordiitaten  des  An* 
ees  im  Räume.  Durch  die  Sabstitntion  dieser  Werths  ven  Xnnd 
T  finden  wir  endlich  fllr  die  Gleichung  der  Petspeetive  der  Ellipse 
])  folgende: 
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M 

Diese  Gleicbung  drflckt  im  Allgeroeineo  einen  Ke^elsehnltt  aus. 

Wir  wollen  nun  den  geometrischen  Ort  des  Auges  (/,  u,  v)  zu 
bestimmen  suchen,  nenn  dieser  Kegebchnitt  eine  Kreislinie  wird. 
In  diesem  ^ulle  mui»seu  beitanntitch  die  beiden  BedinguDgi<glei* 
cbmgen: 

 (4) 

(9-W)etsO  (5) 

etatt  finden.    Die  Gleicbung  (5)  zerfällt  aber  wieder  in 

e=0  (6) 

und  in: 

ff-u^O  (7). 

Nehmen  wir  xaeret  die  Clleichongen  (4)  und  (6)  als  gleichzeitig 

bestehend  an,  so  selicn  dass  erster©  ein  eintheili^es  Hyperbo- 
loid, let/t*"rp  flic  Khcne  der  jr^  darstellt,  licirie  ziigleicli  geben  also 
die  iJurchfichnitlät-urve  der  Ebene  mit  jenem  Hyperboloid, 
welche  darcta  die  Gleichung: 


«  +  =  .  ....(8) 


dargestellt  wird    Setzen  wir  in  der  Gleichung  (3) 

und  hernnch  r— 0,  so  erhalten  wir  <!)e  if?(f*ntischo  Gleichung  0:=0. 
Es  Qiuss  also  der  Werth  9=0  verworleu  werden.  Pehmen  wir 
hingegen  die  GleiclHingen  (4)  ond  (7)  gleichseitig  bestehend  an, 
ae  finden  wir,  weil  cgr— u=0  die  Gleichung  einer  auf  der  Ebene  der 
xy  senkrecht  stehenden  Ebene  i^t»  deren  Durchschnitt  mit  d«Q 
tiyperboluid  (4)  durch  die  Gleicbung  i 

^^=^^\ir-()^o'\  (ö) 

dargestellt  ist;  dass  die  Perspective  der  Ellipse  (1)  eine 
Kreislinie  wird,  wenn  sich  das  Auge  (<,  u,  v)  auf  einer 
durch  die  Gleichung  (9)  ausgedruckten  Hyperbel  befin* 
det,  deren  Ebene  auf  der  Ebene  der  gegebenen 
Ellipse  und  auf  der  Tafel  sen krecht  steht. 

Für  die  Gleiehung  der  Kreislinie  selbi>f ,  xvelche  dio  Perspee- 
tiveder  Ellipse  (i)  in  diesem  Falle  vorstellt,  bndenwirnachstelieade: 


Digitized  by  Google 


140 


Gebeo  wir  stett  der  Ellipse  (1)  eine  Hyperbel»  dereo  GMehiiiig: 

«•(r-5r)«-6i(/^+  (11) 

ist,  so  tiiidcn  wir  duroh  eine  ganz  i^leirhe  Untcrsuchnnt^  wie  in 
§.  1.  dass  ihre  l^er2»pective  eiue  Kreislinie  wird,  wena 
eich  dae  Auge  (t,  ti,  v)  aaf  einer  Ellipse  bewegt,  de- 
ren Ebene  (!iirch  das  x\tifrc  J^eht,  n  n  t3  senkrecht  auf 
der  Ebene  der  Hyperbei  (11)  und  auf  derTafel  ist  Die 
Gleichung  dici»er  Ortseilipse  ist: 

p*=^lo«-(/"-0*l  (12) 

Die  ddefamig  der  Kreislinie,  welehe  In  diesem  Fall  die  Perspec-* 
ttve  der  Hyperbel  (11)  voistellt,  wird  aladsan  fegende: 


$.  3. 

Nehmen  wir  fUr  die  perspectivisch  zu  projicirende  Curve  eine 
Parabel,  deren  Gleicbvng: 

r^9^-V]p(ffx)  a*) 

ist,  und  wenden  auf  diese  dasselbe  Vertahren  an,  wie  bei  der 
Ellipse  (I),  so  finden  wir,  dass  sieb  diese  Parabel  per- 

spectivisch  als  Kreis  projicirt,  wenn  stfh  das  Auge 
auf  eioer  z>v<^Uen  Parabel  vom  iih-idicn  Parameter 
bewegt;  die  LLbene  dieser  ist  ebenlaliä  auf  der  Ebene 
der  Parabel  (14)  und  auf  der  Tafel  senkrecht  Die  Glel* 
ebvng  der  Ortsparabel  des  Auges  istt 

^==p(t-n  (15) 

Der  perspectiviscbe  Kreis  wird  aber  durcb  die  Gieicbungt 

s'»+y*+fi^^^»'-%y+««-/b=0  (16) 

ansgedrflckt 
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tJm  der  Vollendung  unserer  Aufgabe  näher  zu  rücken,  suchen 
«rir  die  Bedingungen  auf,  anter  weldieii  Irgmid  eine  Linie  sirefteii 
(yrades  in  cinor  canz  bpliebij^eji  Lage  geuon  die  Tafel,  nur  in 
der  gleichen  Kbene  wie  dieCurven  ^.  1.  (II)  und  (14)  Uegfiod«  sich 
perspectiviscb  als  Kreit«  prujicirt,  uihI  nehmen  daher 

Ay*-^%Bxr-i'Cx*'^2m  -i-%EX-^PssO . . .  .\  (i7) 

als  die  Gleichung  der  zu  projicirenden  Linie  an.  Die  Relationen, 
welche  zwischen  den  perspectiviscben  Coordinaten  y'»  z*  und  den 
Coordinaten  X,  F,  Z  stott  lindeD,  werden  durch  die  Gleicbanmi 


dargeHtellt,  m.  s.  Archiv  Tbdl  XL  Heft  %  pag.  12L  Nr.  I.  Durch 

die  Substitution  dieser  Werthe  von  X  und  V  in  (17)  erhalten  wir 
als  Gleichung  der  Perspective  der  Ciirve  (17)  folgeode: 

tl«) 

Soll  diese  Gleichung  einem  Krelee  aegehOiee»  so  nnOfaeB  die 

zwei  Uedingungsgleichungen : 

ilii^2Ail-|-C»*-f  21l»-^l-f-feJ«*  (20) 

Au-Bt-^D=0  (21) 


Rtntt  finden;  eliminiren  wir  ai^  dieseo  beiden  Gleichungen  die 
Grösse  u,  so  erhalten  wir: 

Diese  Glcicliung  drückt  im  Ailgomeinen  eine  Linie  zweiten  Gra* 
des  aus,  auf  welcher  sich  das  Auge  hewegen  mnss,  damit  die 
Perspective  der  Curve  (17)  <  in  Kreis  wird,  urul  z^ar  befindet  sich 
diosf  Linip  ('12)  in  einer  Kbene,  welche  auf  der  Lbcne  der  ary, 
oder  aul  jener  der*C-urve  (17),  tienkrecht  steht»  und  welche  durcli 
die  Gleichong  (21)  dargeetdic  wird. 

Pur  die  Gleichung  der  kreislinie,  weiche  die  Perspective  der 
Curve  (17)  ist,  erhalten  wir: 

Theil  Wl.  10 


4 
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Mebmen  nix  zuerst  an,  die  durch  die  Gleicbmig  (17)  dmrg«»tellt6 
Corva  Ml  diid  Ellipse,  so  wmm  Mtnotfidi 

•«in;  wir  köniMii  daker  svlelg^  uoferer  Aopahme 

B^-'-ACzs-n  (W) 

<ÄZ>-/<E)«-(i?«-.4n(/>*-^4F)  =  m»  (25) 

setzen;  n  ist  eine  numerische,  m  hingegen  eine  iineare  Grösse. 
Dadurch  wird 

litt 

alao 

Setzen  wir  überdies  noch  der  Kurze  wegen  BD-- AE  —  c\  so 
habeo  wir  statt  der  Gleicbongeo  (17),  (22)  und  (23)  folgende; 

fij»r»+2JB«-jrr+«(B«+»)j:»+2»ii<i>r+2ii(Bj)-c)X 

+  c»  |-«D»-«*=a  ....  (26) 

^«0«»— *2cii^+m«-c»=0  (27) 

,-.+,._2'£<=£^3x'  +  2?,'+«!+=£^=0  .  .  (28) 

Sind  a',  ß'  die  Mittelpunktscoordinaten,  md  def  Radius  des 
durch  die  Gleichung  (28)  dargestellten  Kreises,  so  IstMasstllcb, 
wenn  die  Gleicbaog  (27)  beoutzt  wird: 

Endlich  finden  wir,  mit  Berflcbsichtignng  der  Cleiehung  (9),  flk  die 
Mitteipunktscoordinaten  «,  ß  «nd  den  Radivs  r  des  Kreises  (1^ 
folgende  Wertbe: 

«=ff,  ß=-^i/^*-m:  r=^\  (30) 
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du  unsere  spfiteren  Folgerungen  gehörig  begritaidea  su  kOunen, 

W  ollen  ^vir  rttif  an.ily  tis(  honi  Wecje  erweit»eri  „dass,  w  enn  von  irgend 
feinem  Punkte  A  eine  'I'an«;entc  an  <lle  Curve  (2ö)  des  vorigen 
Paragraphen  gezogen  nird,  die  perttpectivische  Projection  dieser 
t  aiii;ente,  «beiifalüeino  durch  die perspectivische Projection  Arp  des 
Punkteft  Jlc  ychrmlt»   Hon'jhrendo   an   den    Krri«?  ist,  nod 

„zivar  ninss  diese  letztere  diesen  Kreits  in  deinjeni^en  Punkte  be- 
„rubren,  welcher  die  peretpectivi^cbe  Projection  des  Uerübrimgs- 
^  punkte«  d»r  ersteri  Tangente  end  4w  Ellipee  (W>  lit 

Wir  ndimeo  X",  V*  für  die  Coordinaten  des  Punktes  ht  und 
X't  P  fir  die  CoerdietfeD  dee  Berflhningspunktcs  der  dvrcb  k 
•n  di6  Ellipse  (26)  gezogenen  Tangente  an;  ferner  seien  e"^, 
die  persy>f'rtivisrheri  rnordinaten  des  Punktes  kn^  und  y" ,  t  jene 
des  Berührungspunktes  der  durrh  kf  an  den  Kreis  (t^)  gezoge- 
oen  Tangente;  «o  beben  wir  fflr  die  Gleichung  ^er  eiet^rM  Tee* 
gente: 

^nADr'^n(BD-€)X*^i»i'Ha»-'m^^O  ^ 
ond  dar  jene  der  letztern  Tangeute : 

Fj>V-i'  (»"+»*>  +  a(»"+är)+3«o  (8a) 

Es  w  ird  unsere  im  Änfitpf;  diese»Parapra|»hf^n  aufgeiSiteUteßehauptung  ' 
erwiessp  sein,  wcnu  wir  in  der  Gleichung  (31)  dieWerthe  von  A% 
Vi  X',  Y"  dareb  die  entsprecbeoden  perspectlviacbeo  Coerdi- 
tieten  y*,  ond  i*"  ans^edrdckt,  suhstituiren,  und  wenn  wir 
af^dann  eine  resultirende  Gleicbai^g  erbaUeo«  die  mit  der  in  (33) 
identisch  let 

Nach  f.  4, 'ist  aber 


oder«  weil  wegen  der  Gleiehoog  21)     4.  iis— — ;  ufidaue  28) 


«(r— i")  «<©—«•) 
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F^.^>>-^^/ -[^(-gJ: V ^^^^  -I      r^^- » 

Durch  die  Substitution  dieser  Coordiaatenwerthe  io  der  Gleicbaug 
(31)  erhalten  wir: 

Reducireo  \\\\  diese  Gleichung  gehörig,  und  lieHMrken,  dass  fve' 
gffo  GMcInng  ('28) 

> 

vod 

ist,  80  wird  dieselbe  mit  der  Gleichung  (32)  ideotifich.  Ganz  auf 
gleiche  Art  wurdt  ti  W\x  eine  mit  der  Gleichung  (31)  identische 
Gleichung  erhalten  liul)en ,  w  v-ww  wir  iu  der  Gleiclninff  (32)  statt 
Jf",  i";  jT,  2'"  respective  die  Werthe: 

stibstIhtHhIltten,  wodorch  atso  die  vorausgeschickte  Bemerkung'dte- 
sesl^ir  Iii  iphcn  nicht  nur  gerechtfertigt  ist,  sondern  wirsind  daSorch 
auch  berechtigt  zu  folgern,  dass  elnp  (Gerade  Lp.  welche  die  hei. 
den  Kreise«  lyelche  durch  die  Gleichuncen  (10)  §.  1.  und  (2i:i)  §.  6. 
dargestellt  wird,  gemeinschaftlich  berührt,  die  l^erspective  einer 
gemeinschaftlichen  Tangente  L  an  die  durch  die  Gleichuu<ren  (l) 
§.  I.  aod  (2)  S.  5.  darglstelittsn  Ellipsen  Ist.  °     ^  ^ 

j.  7. 

Um  z)i  untersuchen,  oh  imd  in  «eichen  Fallen  es  mi>'»nch 
ist,  eine  gemeinschartliche  Tangente  an  die  Ellipsen  (I)  §.  1.",ind 
(28)  §.  6.  z\f  ziehen,  müssen  wir  zuvor  untersuchen,  ob  es  wirk- 
lich einen  reellen  Punkt  gilit,  in  welchem  sich  das  Auue  befinden 
kann,  damit  die  Peropecti?en  der  fillipsen  (1)  §.  i«  ond  (38)  j.  5. 
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beide  zugleich  Kreise  werden.  Dieses  wird  aber  nur  dann  der 
FaJl  seil),  HL'ui)  OS  reelle  Darchschnittspunktc  der  Ortscurven, 
Tvplrhc?  i!(irch  die  Cileichungen  (9)  ^.  1.  una  ('27)  dargestellt 
«indj  gibt    Diese  Curveo  liegen  io  den  durch  die  Gleicbongen 

g-^u^Q  and  Au-^Bi  f  DsaO 

dargestellten  Ebenen;  die  Gleichungen  der  Durchschnittslinle 
dieaer  Ebeoeo  aind: 

«=y  «od  «=f   (33). 

Diese  Linie  ist  also,  wie  eich  echnA  eut  der  Lage  der  genannten 
Ebenea  scbliesscn  lässt,  auf  der  Ebene  agf  seDkrechl.  Aue  des 
Gleichungen  folgt: 

Bt    D  A  Dl 

Fohren  wir  dieeeo  Werth  von  t  i»  (9)  |.  L  ein,  eo  erhalten 


Soü  daher  die  AuiU/siHig  der  Aulgabe  möglich  BWk,  so  muM  ent- 
weder 

W+a)>Jff^D.  ^ 

und  logieich  ir(/-  ii»4^^/>i  ^  ' 

oder 

nnd  Eugleich  B(f-^a)  <,Aifi^  W *^  ^ 

sein.  Wir  erhalten  aber  noch  eine  andere  Bezlehungseleichung» 
welche  die  Bedingung  der  Lösbarkeit  der  Aufgabe  angint.  Näm- 
lich wenn  wir  die  soeben  gefundenen  Wertbe  von  f  vud  v  In  der 
GleicTiiiiiL'  (27)  |.  Ö.  aubetituiren ,  so  erhalten  wir  ^ie  Uedin- 

gungsglcicliung: 

+ ii%ii«Ä^«MÄ*=0  (38). 
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Es  handelt  akb  nach  dem ,  vraa  wir  im  }.  0.  und  {.  7.  gc> 

zeigt  haben,  nur  nocli  darum,  die  Coordinaten  derjenigen  7^vt*\ 
Punkte  Ap  und  zu  bestimmen,  aus  welelien  Husnere  nrui  innere 
Tangenten  an  die  Kreise  (10)  1.  and  (28)  §.5.  gezo- 
gen  werden  kOnneo,  und  alsdann  mittelst  dieser  Coordinaten werthe 
diejenigen  von  den  Punkten  in  der  Ehenc  der  xy  oder  in  der 
£beDe  der  beiden  Ellipsen  (l)  §.  1.  und  (20)  §.  5.  zu  bestimmsn, 
▼oo  welchen  Ap  und  Jp  die  perspectivischen  Projectiooen  sind« 
Die  ersteren  sind  aber  offenbar  der  directe  und  der  inverae 
Aebnlichkeit8|)unkt  der  obengenannfm  Kreise.  Bezeichnen 
wir  mit  v'i,  i'i  die  Cntirdinaten  des  Aehnlichkeitspunktes  Ap  oder 
/f  der  Kreise  in  (lO)  und         so  sind  diese  belcanntlicb : 

_ra'Tr'a    .     rß'^r'ß>  „ 

Führen  wir  zuvor  in  den  Glcirhnntren  (10)  und  (30)  §.  5.  die 
Werthe  von  t  und  v  aus  und  (3Ö)  §.  7.  ein ,  und  subtitituiren 
die  ao  bestimmten  Anadrflcke  von  ß,  r,  a',ß'  und  in  diesen 
Werthen  tob      ™^       ao  arbeiten  wir: 

^  —ADb^filtOff 

Sind  endlich  J^Tj  und  Ki  die  Coordinaten  des  dem  Punkte  Ap 
oder  Jp  entsprechenden  Punktea  A  oder  J  in  der  Ebene  der  xy, 
ao  haben  wir  au  deren  BealliaiBiiilg  nach     4*  die  Formeln 


1  V— »1 

Setzen  wir  in  diesen  Ausdrdciten  (Siebe  §.  I.  (d). 

und  statt  i^i  und  sfi  die  In  (40)  angegebenen  Werthe,  ao  haben 
wir: 


*)  DI»  obero  Zelchaa  s^eltcfi  fdr  d««  diracCoa,  dia  nntots  fir 
dea  invarsea  Aelinlichkeilspankt. 
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Zieht  man  nun  von  dem  durch  dtof«  Coordinnten  Xi  und  l\ 
bestimmten  Punkte  eine  Tangente  au  eine  der  durch  die  (lleiehuns^ 
(1)  §,  1.  oder  (26)  darfjestellten  Ellipsen,  so  mu.ss  diese  auch, 
nach  dem  wo»  in  §.  G.  bewiesen  worden  ist,  die  andere  Ellipse 
bwfihreo,  wie  as  ferleogt  wurd«. 


f.  9. 

Nehmen  «w  jetzt  an,  di*  Gfoicbnog  (17)  {.  4  stelle  ehie  Pa> 
rabel  dar,  so  muas  bekannttich 

B^^AC^O  und  ßD^AE^Q 

Beiu;       sei  nun 

BD-^AEve-^m  und  ß^—ACtsO, 

wo  m  eine  lineate  Gitoe  ist,  so  geht  der  Gleichung  (22)  §.4.  in 
rolgcDde  Ober; 

4«  a«  +  2ml  -I-        AF= 0. 

oder  da  /)• — AF  jede  reelle  Glosse  von  zwei  Dimensionen  t)e- 
deuten  kann,  so  nehmen  wir  D^-^AF^k^  an;  dadurch  wird  die 
letste  Gleichung  sa: 

AH*  +  2m«  +  Aa=0  (43). 

♦ 

Die  Gielchung  (17)  hingegen  gebt  bei  diesen  Annahmen  In  fol- 
gende  fiber : 

i4«F2+2.4Äj:F+i?«jr«+2JOr+2(i?£>+m)aC+Z>»-Ä«=0  (44). 
Statt  der  Gleichung  (33)  erhalten  wir: 


(45) 


Diese  Gleichung  drückt  denjenigen  Kreis  aus,  welcher  die  Per- 
apective  der  Parabel  in  (44)  ist: 

Werden  wieder  die  Mittelpnnktscoordinaten  des  in  (15) 
6.  3.  dargestellten  Kreises  mit  a,  ß  und  dessen  Radius  mit  r 
beaeichnet,  so  wie  jene  dea  Ereiaee  in  (45)  mit  «'«  ß'  und 
deaaen  Badiaa  mit  r\  so  tat: 

«— ^,  ß  ,  r-ij^j^^^  (4tf) 
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— 2sr"'  — 

Da  aber  die  Parabel  in  (15)  S«  3.,  welche  der  geometrische 
Ort  des  Auges  ist,  damit  die  gegebene  Parallel  in  (14)  sich 
eis  Kreis  projicirt,  in  einer  auf  die  Basis  senkrechten  Ebene  liegt, 
dem  Gleichung  vsO  ist.  als  auch  die  Ortecnnre  (43)  sicli 
in  der  durch!  die  GleichttBg 

auseedrucltten  Ebene  beünd<  t,  so  muss  sich  das  Auge^  damit  die 
beideo  in  (14)  und  in  (44)  gegebenen  Parabeln  sich  zugleich  als 
Kreise  proiicureD,  sowohl  in  der  Durchschnittslinie  dieser  beiden 
Ebenen,  als  auch  in  den  Durchscbnittspunkten  der  Curven  (15) 
$.  3..  und  (43)  befinden;  diese  Durcbscbnittspuo kte  (wenn 
solche  möglich  sind)  können  aber  |iur  auf  der  Durchscbnittsfinie 
der  dorch  die  GleicbongeB 

g-^u^Q  und  dai-i7l<fX>=^0 

dargestellten  Ebenen  liegen.  Eliminiren  wir  daher  aus  diesen 
GleiclniogeD''die  Grüe«!»  %  so  erhalten  wir  wieder  las^^^;  fah- 
ren wir  dienen  Werth  ven  t  in  der  Gleküung  (Ifi)  f.  8.  ein»  ne 
kennt: 


e»=»—  *- 


(48) 


Dieser  Werth  von  p',  und  jener  von  t  in  (43)  einprluhrt,  gibt 
die  Beziehungsgleichtinc  uu,  welche  z^vischen  den  ( -oefllicienten, 
At  B,  Dt  p  u.  s.  w.  statt  linden  muss,  damit  die  Aufgabe  müglicb 
wird;  diene  int; 

»  ? 
(.  10. 

Dorch  die  Elofiihrung  der  im  vorigen  Paragraphen  sefandenen 
WerAe  ven  f  md  e  in  den  Gletchnngen  (44)  und  (47)  eilialten 

wir: 
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Bezeichnen  wir  «ledi^r  in  ^.8  flu»  roordinaten  des  Aehulkhkeits- 
punktes  ^.  oder  7^  der  Kreise  (lü)  3.  und  (45)  §.  9.  mit  y\  und 
i'ii  SO  erhalten  wir  durch  die  Einführung  dieser  Werthe  vuii  a, 
Pt  r,  <  ß'  ond  r'  io  den  Gleichimgen  (39)  §.  8t 

Die  oberen  Zeiehen  gehen  liBr  den  directen»  onteran  lllr  den 
ioYereen  AehelidikeUepnnkt. 

Führen  wir  die  Werthc  von  t,  u,  v,       ffi,  in  die  Formeln 


ein,  eo  erhalten  wir  filr  da«  obere  Zeichen  m  jenen  Werthen: 


_  {Ag  +  D) \B(^fm—f:^)^'}mf.1(/  \  /))V 


.  .  (93) 


oder»  «renn  wir  die  CMelehiuig  (49)  beonlnen,  eo  wlnis 

+  ADp{(Ag  +  D)-Bn  ^Bgt^  ' 

-     ^iii^ffTig  ^  

Für  die  unteren  Zeichen  to  (52)  erhalten  wir: 


Goo 


Iii 

B«Mts«ii  wir  in  diMem  klitcM  Werlib#  vat  f|  4ie.GleMwig 
(49),  so  wird  der  Ntailw  xu  ^uU,  woraa«  hetTOffgttbt,  da«s  mao 

die  unteren  Zetf^hcn  nif  fit  ntihiiieo  darf,  d.  h.  cIhss  es  zwei 
Parabeln  nicht  zwei  AelioHchkeitspunkte  gibt;  die  Wertbe  iu  (55) 
and  (56)  sind  also  unbrauchbar. 

Wird  aus  demjenigen  Punkte,  dessen  CoordhMtenwertbe  in 

(43)  und  (45)  dar«;;e.steUt  sind,  eine  Tangente  an  eine  durch 
die  Gleicbungeu  (14)  §.  ^  oder  (44)  §.  9.  darge«telUen  Parabeln 
gezogen»  so  moss  die^e,  nach  dem,  waLS  la  $.  6.  erwiesen  wurde, 
aneh  die  ander«  berAbren. 

Führen  wir  die  Untersuchung  ^nnz  auf  sleicho  Art,  wie  dies 
in  den  Irüheren  Paragraphen  bei  zwei  Ellipsen  i^fschehen  ist, 
bei  zwei  Hyperbeln,  so  werden  wir,  ebenso  wie  dort,  bestimmte 
Werthe  fiir  die  Coordinaten  eines  Pnnlctee  erhalten,  welcher  die 

Eii^cnschaft  besitzt,  dnss,  ^vcnn  mnn  aus  ihm  eine  TaTitrontc 
eine  der  ^e[;ehf>ri(  n  11\  perbeln  zieb^  jene  Tangente  auch  die  an- 
dere Uyperbei  berührt. 

Aus  dem  in  §.  6.  Erwiesenen  lisst  steh  mmlttelbar  folgen- 
der Sat7  li(  rleiten.  „\\enn  man  drei  Ellipsen  von  beliebigen 
„Paraniftcrn.  und  in  beliebiger  Lage  (jedoch  in  einer  Khene)  hat, 
„  und  man  zieht  an  je  zwei  derselben  die  äussern  und  die  Innern 
M Tangenten,  so  Hei>ee  die  dr^  0urchsehii1tt»|nnikte  der  äussern 
„Tangenten,  so  nie  je  zwei  innere,  mit  den  nicht  zugehörigen 
„Süssem  in  j^er.uler  Linie."  Sind  nämlich,  ilf ,  ,  Ah,  M-^  die 
drei  gegebenen  Eiliu«oi},  At  der  Durcbscbaitispunkt  der  äussero 
Tangenten  «n  die  Ellipsen       und  Üf«; 

■  < 

4t  Jener  der  Süssem  TangeoteD  an  die  EUifiMii  Mi  nnd 
•     -       -  .    •  • 

Ji     '      -    innere  •  Jtf^ 

'      '  Ml  M% 

so  liegeo 

Ai ,  A2 1 
Ai ,  Jii,  »/j 

Ai  t   J\  t 

A^,  Ji,  «/g 

in  gerader  Linie. 

Denn  i^reficirt  nuin  die  Ellipsen  als  drei  Kreise  MPi,  Mf^ 
Mp^  ;  und  zieht  an  je  zwei  die  äussern  und  Innern  Tangenten,  und 
beaeicbnet  die  Darcbscbnittspunkte  der  ttussern  Tengenten  an  die 
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KraiM  JMK  mai  /K^;  Mht  fsnä  Mp^i  Mp^  und  Mf^t  rM|Mctiv« 

mit  iVf  und  APx)  ebenso  die  Durchschnittsptmlxte  der  innero 
Tangenten  an  die  Kreise  MPi  und  Mp^  ;  Mp^  und  itfP,;  Mp^  und 
Jf^s  respectlve  mit  Jp^,  Jp%  and  J/^i.  so  bat  Monge  bewiesen, 
dam  die  Punkte 

^1*  Af%»  Afnt  APi,  Jf%t  tfr»;  JJP^  J^g,  J^%%  J%»  «fr« 

itt  gerader  Linie  liegen.  Projicirt  mao  die  «ecbs  Punicte 

■ 

Al^i»  Ap^,  Ap^,  Jf^^,  Jp^,  Jp^ 
wieder  in  die  geottetrieclie  BlldflScbe  naeb 

Ai,  A^t  A^9  «fi»  •'t? 

sitrffck»  80  Forden  aueb  pacb  $.  6.  diese  die  Eigenscbafl  besitxen, 
das»  jede  aus  ihnen  gezogene  Tangente  an  eine  der  Ellipsen  M*, 

M^t  M%  noch  eine  iwinU'  derselben  berührt;  ferner  werden  encn, 
ebenfails  nacb  dem  vorher  Erwieseaen«  die  Punkte 

Ax,  A^,  /I3 ,  J^f 

auf  den  entsprerli enden  Tiinien  liegen,  auf  welclien  sich,  llwe  per« 
spectiviseheD  Projectioneo  beünden,  also 

(J,  A^  Ja),  (Ji  J,        f^a  ^1  ^s)>        ^1  ^e) 
▼ier  gende  Liiüen  bilden. 
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Die  asfronomteclie  Wftrme-  u.  liieM- 
Tertheihmv  mf  der  ISrdoberflilehe. 

\  »<ii  ilom 

Lehrer  Herrn  Brenner 

m  TttUllnireii. 


Die  freie  Wärme,  welche,  nebst  dem  Lichte,  bauptsfichlich 

die  Fxistenz  der  or[rani>^rh<^n  Körpcmelt  be<iin{;t,  wird  der  Erd- 
obcrüächc  aus  zwei  Haimtuuellen  zugetührt  Die  eine  ist  der 
'Wärmevorrath,  den  die  Erde  in  ibrein  Innern  birgt,  die  andere 
die  Sonne-  n  i  wir  nun  von  der  Wärme- lu  i ige  des  Erdkerns,  so 
wie  vofi  d»  r  \VarmeHtrömut»'j  iieijcn  die  Oborfl  trhe  noch  keine 
geoauc  Kenntniss  haben,  übrigeiit»  aber  von  eui^elnen  Gebenden 
(Island ,  Grünland)  wiesen ,  duss  sie  aus  der  Erde  eine  weit  gros- 
sere Quantität  Wärme  beziehen,  als  andere  Gegenden,  so  lasst 
sich  über  den  Aucfluss  dieser  Wärmequelle  ^vuhl  kein<'  allgenipino 
Kegel  angeben.  Weit  mehr  Hoffnung  scheint  vorhanden  zu  sein 
zur  Bestimmung  der  von  der  Erde  aosfliessenden  Wärmemenge 
fSr  jede  besomlere  Ckgend,  besoedens  wenn  man  sie  mit  der  von 
der  Sonne  irp?«p«*nf!f»fen  (Würmemenge)  tm  vergleichen  sucht.  Die 
letztere  aber,  die  JSonne,  verbrettet  ihre  Wörme  auf  solche  Weise, 
dass  sich  die  Verbältnisse  der  Wärmemengen  fiQr  verschiedene 
Cregenden  genau  bestimmen  lassen >  ^  Verhältnisse,  denen  auch 
die  Lichtvcrlireitung  derselben  unterworfen  ist.  In  Beziebunir  ntif 
die  Warme  ist  zwar  bekannt,  dass  sie  durch  die  Sonne  aus  den 
Körpern  nur  entwickelt  (frei)  wird ;  dessen  ungeachtet  können  wir 
nns,  für  unsem  Zweck,  ToretelleOf  sie  sei  mrUich  ein  Ansfluss 
von  der  Sonne. 

Die  TOI)  der  Sonne  berrflbrende  Winne-  und  Liebtvertheiiang 
auf  der  Erdoberfläche  nennen  wir  die  aetrononiscbe,  and  die 
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Winne-  und  liichtrcrhlltoliM.  oder  ench  die  Winne-  und  Llcll^ 
mengen  für  Tencbiedene  Gegenden  lo  beetinmen,  sei  der  Gegen- 
etaod  nneerer  Beechäfligang. 

Ee  ist  bekannt,  dase  sich  die  nnf  cleicbe  ebene  Fliehen  ge- 
worfenen Wärme-  und  Lichtmengen  verndlten  irie  die  Sinns  dor 
Neipuni^Bwinkel  der  anffallenden  Strahlen.  Es  werde  nun  die  in 
der  Zeiteinheit  auf  die  FlächeneiDheit  itenkrecbt  geworfene  Wärme- 
oder  Licbtmenge  znr  Einheit  angenommen»  so  ist  dieeeihe  bei 
einer  Neignng  iV  der  Sonnenetrahlen  gegen  den  Hoiisent 

=«in^. 

Diese  Nciguni»  der  Sonnenstrahlen  istalier  nichts  anders,  als  die  Höhe 
der  Sonne.  sei  daher   (Taf.  Ul.  Fig.  2.)  HR  der  Horizont 

des  Ortes ,  Z  dessen  Zenith ,  AQ  der  Aequator,  P  der  Nordpol« 
DE  der  an  einem  beliebigeo  Tage  von  der  Sonne  beschriebene 

Parnllf  fkrris ,  L  der  Sfandpiinkt  derselben  zu  einer  beliebijjeo 
r^acbiiiittag^^tunde.  Ziehe  i€b  durch  L  den  Vertikaikreis  ZÜ, 
ao  wie  den  Meridian  PT,  so  ist  im  sphlSriscben  Dreieck  ZPL 

cosZI.escosZP.coeP£-|-sinZIUinP£.€es2PL . 

Setze  ich  die  Breite  des  Ortes  z=ß,  die  statthabende  Declination 
der  Sonne  den  Stuudenninkel  =  iS,  so  wie  die  Uübe  der 

Sonne  so  ist»  wenn  durch  «  das  belcannte  KreisTerbiltniss 
^14150.^.  beaeichnet  wird, 

ZL^^^Ül  ZP^^^ßx  Ph^^^i  nnd  ZPI^S^ 
folglich 

I)  sintf =:s1ndsin|}  -f  eosdeos|lros5: 

Bezeichnet  man  die  Zeit  mit  I,  so  ist  der  Zeitraonient  dt,  nnd 
die  in  einem  Augenblick  Ton  der  Flicheueinbeit  in  Eiupfang  ge- 
nommene Wirme-  oder  Licbtmenge 

folulieh  hat  man.  »enn  man  die  Wirme«  oder  JUiehlm^ge  einen 

Tages  mit  üf  bexeicbuet, 

wofern  dieses  lategral  zwii^cUen  dvii  gehörigen  Grenxofi  genoa^ 
man  wird. 

Zur  Zeiteinheit  nehmen  wir  die  bürgerliche  Siuade,  und 
dann  ist 
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Mglick 

te         and  iff=:-— . 

DIeM  gibt 

12  /' 

/  ii<$(«iidBin/}-|-co8d€08^co85). 

Zwar  ist  aoch  die  Declination  S  eine  Function  vnn  t,  nnd*folgUcli 
auch  von  S;  aüf^iti  sie  variirt  in  oincin  Ta£^c  so  «enig ,  efnss  das 
tägliche  Wachstbutii  derselben  auf  das  intep;ral  keinen  merkiich«n 
Eiiifluss  aosfibi  Nehmen  wir  jedoch  liir  den  Tag,  dessen  Wärnie- 
iind  Lichtmenge  bestimmt  werden  soll,  die  IMittagH  12  Uhr  statt- 
fin(!rnde  Detlination  als  constant  an,  so  wird  man  IVir  den  einen 
balbeu  Tag  etwas  zu  viel,  für  den  andern  etwas  zu  wenig  Warme» 
oder  JLichtmengc  haben,  so,  dass  beide  Fehler  sich  beinahe  neu> 
tnütoiran  werden.  —  Somit  bekommen  wir 

12 

9)  («indsinj^.iS    cosdcoä^siniS)  -|-  C$ 

wo  C  dje  eingegangene  Constaute  ist 

Fassen  wir  snerst  nur  den  halben  Tag  ins  Auge,  so  let  Üb 
die  eine  Oenze  dieses  Integrals  <$=0,  und  die  andere  eigUbt 
sich  aus  l),  vveon  man  £/=0  setzt.   Sie  ist 

cos5  =  — tgatgjS  oder  •S  =  ^  (  — tgdtgjJ). 

Nehmen  wir  dasselbe  zwledien  diesen  Grenzen,  verdoppeln  es 
hierauf»  seUeu  24'*=**  behniteu  als  UUfsgrüsse  bei,  so 
baben  wir 

3)       «t^alndsin/J.S-f  cosdces|foto5. 

In  Betreff  derjenigen  Gegenden  aber,  wo  die  Sonne  gar  nicht 
mehr  unterL'cht.  hat  man  das  Integral  2)  (ür  «»inen  ganzen  Tag, 
oder  vieliuebr  für  die  zwischen  z%vei  aufeinanderfolgende  tiefste 
Standpnnlcte  der  Sonne  fallende  Zeit  Ton  24  Stunden,  d.  i.  aw^ 
sehen  den  Grenzen  S=zO  und  Ss^n  an  nebmen  und  bemacb  in 
verdoppeliL  Ukss  ^ibt 

4)  iir=24sindsin/}. 

Man  kann  nun  die  Frage  aufwerfen:  In  welcher  Üreite  findet,  bei 
gegebener  Declination  der  Sonne,  ein  Maximum  oder  Minimum  der 
in  einem  Tage  gelieferten  Wärme-  und  Lichtmenge  stattf  Za 
dieeein  Zwec*  aetaen  wir  die  in  floalehnng  anl  p  genr  
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Differentiale  von  3)  und  4)  gleich  Null  and  mtwkMn  ß*  3)  gibt 


P 

Suhstituiren  wir  fnr  cosS  dessen  Werth,  so  heben  sich  auf  der 
rechten  Seite  dieser  Gleichung  das  zweite  und  vierte  Glied  gegen' 
seitig  auf.  und  es  ist  alsdann 

<{tf.ssio^ce«i3*iS--ce8d8iiij3aiO(9« 

Setzen  wir  nun  f/i/.=0,  so  kommt,  wenn  wir  tg^=sa  setzen« 
nachdem  die  eoUtandene  Gleichung  zuvor  mil  der  Gleichung 

tgd|g|}s— eosS 

multiplicirt  worden  ist, 

Eliniiolrt  nan  aus  3)  und  5)  5,  so  ergibt  sieb  das  M.  H  salbst 

cosd  , 
cosp 

Ist  if»^  negativ,  so  findet  ein  Maxirnnm,  nnd  |iesittv«  ein  Mlnl- 
nram  statt  Es  ist  aber 

(f»n^  =  —  M  -f  i^^S^sindcosjS — cos^sin/^cos^S) 


oder,  indem  sieb 


 tgg 


findet,  durah  Sobstitutfon  dieses  Wertbes,  so  wie  desjenigen  von  tf  $ 

sind'— cow^'^sin  SHosß^ 
cosdsini$cos/3* 

Itit  daher  der  absolute  Werth  von  tgd^  siuiScu&p',  m*  hat  mau  ein 

Maximum. 
Minimum. 

Wenn  nun  .S'  ein  Werlh  ist»  der  die  Crleiefamg  beinahS 
berriedigt,  so  bat  man  die  Correctiou 

1  2S;a*+8in2S' 
Sstssa  wir  y—^Sa*  i-mm%S,  so  ist 
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flllr  SsssO  y=0, 

Im  Uebrigen  bemerkt 


7C 


1)  das«  flir  alle  Werthe  ▼on  8  iwlschen  0  and  2 
GrOesen  Wtfl  und  sin2S  peaitiv  bleibt»  so  daes  y  pemthr  ist; 

2)  dass   zwischen  S—^  und  die   Grüsae  25«*  zwar 

immer  nocb  stetig  wächst,  allein  sin'26'  von  Noll  an  stetig  ab- 
nimmt, so  dass,  wenn  einmal  y  negativ  geworden  ist,  dasselbe 

aucb  negativ  bleibt«  bis  auf  den  Wertb  S=i-^.  In  der  That  ist 

3 

auch  ftlr  den  letztem  Werth  von  S..,.y=^  jms^I negativ, selbst 
für  den  grüssten  Wertb,  den  man  a  beilegen  kann,  oemlicb  i'ür 

aÄtg2a^ü>'  -0,434....; 

3)  dass  gleicher  Weise  zvi^ischen  S=zjit  und  m  wieder 

iede  jener  Grossen  wSchst,  und  dass  demnach  auch  y  positiv 
Liciht,  wenn  es  solches  einmal  geworden  ist.  Wirklif  h  grht  es 
in  diesen  Grenzen  auch  von  der  Negativität  in  die  Positivität  über. 
Da  wir  nun  dem  StnndenwlDkel  S  keinen  grOssem  Werth  beile- 
gen dürfen  als«,  so  folgt  daraus,  dass  jf  ausser  5=0  noch 
awehnnl'dntch  Null  gehen  wird,  neinlich 

ftr  einen  Wertb  too  jS  swischen  ^  und  "^»90  wie 

3« 

ff      »r       ff      f*   *»      f*  und  ]>• 

Sonach  bietet  die  Gleichung  6)  drei,  aber  auch  nicht  mehr 
ab  drei  Werthe  Rlr  6  dar. 

Die  Gleidiung  4)  «her  gibt 
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also 

ß=W  und  Mss^ismi. 

ßzsz90^  gibt  abw 

folglidi  hat  man  hier  ain  Masimniii  nod  iwar  fÄt  dan  Pol. 

Man  überzeugt  sich  daher,  dasa  die  tägliche  Winiia-  oder 
Licfatmeuge  vier  M.  M.  darbietet 

Für 

S=sO  oder  tgdtg/}=-l» 

d.  h.  für  den  Fall,  wo  die  liroite  ß  und  die  Declination  8  der 
Sriime  einander  eotgegeoge^eUt  s'iüd  und  sfcb  tu  einen  Recbtea 
ergänzen,  iat  abar 

«Pm^sH-od,  alao  tisO  elu  Bflnlmam. 

Hat  maa  hierauf  aaa  der  Gleichnug 

2i$a*-f8in25=a) 

nocb  die  zwei  übr'^en  Warthe  numeriscb  bestimmt,  so  wird  man 
vermittelat  der  Bedlngviig 


entscheiden,  ob  man  ein  Maximum  oder  Miniiuuju  iiat.  Diese 
Entscheidung  erledigt  sieb  jedoch  einfach  durch  die  Bemerkung, 
daas  die  Mo^  nod  Blia.  ^nr  abwechainnesweiae  auf aiaaDder  fol^ 
kOnneo.  Da  nno  dar  erate,  ana  der  Cueicboag  ^ 

2i$a>+aia2^^0 


gaaogena  Werth*  1gj}ss— ein  Minunam  liefert»  ao  wird  der 

svreite  Werth  von  ß  ein  Marmorn  und  der  dritte  wlader  ein  BD* 

nimum  eeben,  während  Tom  lotsten 'Werthe  (iSr  ß,  "^mBth  flesSOß, 
bereite  bekaont  iatt  daaa  er  ein  Maiiwam  bedhigt. 
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r^iiBiBt  iiiao.z.  B.  die  gKiaate  üedtnation  der  Sonne  d=s23°28', 
«fgibt  tkk  aofwer  iS=sO  auch  noch 

5=^1.90681     oder  Sa:]U«25', 

eo  wie 

5=2.91706  oder  5=14|i>13'; 
tg|3.tgd=  —  CO05  gibt  aber 

/}=:43<»30'  und  j^tsöm', 
und  dien»  gibt  ferner 

»sU634  oad  ii:=:J,J360. 

Man  bat  daher: 

1)   ein  Minimum...  m=0  oder      ifc=0  in  der  Breite 

9  eio  Muiawp^  «=1»U34^.  od. JfsS^S..    ^  i  -f43«aiK. 

3)  dn  lliid]D]im^»sU309v..od.jr«sM8ttl...   »  •f^l^KO'. 

4)  ein  Maximum  ^  j|f=:0^71...  +i)f>  .1. 

^  aui  dem  f^oi. 

Von  besonderem  Interesse  i«t  die  Be«;timnmng  der  Wärnie- 
und  Lichtroenge  itir  einen  grüssem  Theii  deü  Jahres,  oder  aach 
Ufr  das  ganze  Jahr.  Allein  es  wäre  sehr  nmstSndlidi.-  dlieselhe 
für  jeden  einzelnen  Tag  zu  berechnen,  und  zuletzt  alle  zu  sum« 
mireo.  Diesen  Zweck  eneicheo  wir  weit  schneiier  durch  die  Dif- 
ferenzen-Rechnung. 

Es  ist  hier  TvUig  genügend  ,^  uns  die  Erdbahn  kreisflBnnig  und 

die  Sonne  im  Mittelpunkt  befindlich  vorr.ustellcn,  so  dass  dieselbe 
in  ihrer  Län2:e  tn^rürh  um  denselben  Bogen  fortschreitet  und  alle 
bflrgeritchen  Tage  einander  gleich  sind.  Diese  Annahme  können 
wir  um  so  eher  machen,  als  physikalisciie  oder  ürtlicbe  Ursachen 
noeh  weit  bedeuteadege  Modioeafionea  eintielMi  tassea. 

Die  LSnge  der  Sonne  bezeichnen  wir  mit  X  und  deren  tägli- 
ches Wachsttiiim  mit  //.  Unsere  SHmmationen  aber  können  wir 
in  Beziehung  uui  den  Vaxiubien  i  und  dessen  conslantes  Wachs- 
tbam  k  dnr^i&liteB»  wüueod  i  an  die  Gleiehang  gebuadeo  Ist 

wo  t  dia  Schiefe  der  Ekliptik  lieseichBet 

11* 
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Wir  8ind  nun  genütbigt,  die  Formeid  3)  und  4)  üo  nrnzufoi" 
mea,  dass  eine  lotegratioD  m  Bendrang  «nf  l  ntOgllch  ht  Diai» 
iUst  sich  in  Benebuttg  auf  3)  nur  darcli  eine  vneDdliche  Reih« 
bewerksteliigen. 

Setzen  wir 

^=  C;  uDd  tg/5  =  2; 
3)  •  - 

FT     •  *  o  .  co»3.sin5 

C/  =  81D0.O  -|-  


Hiarron  ist  da»  Diffemtial  in  Beziebong  auf  x 

düm^moMS^  g  -|-  • 

RIbnIiiiMfi  wir  emS  ▼ermittelst  des  Weribes*  — i%^t  m  ist 


cosd.slnS  1 


rfl7,  -  _ =        ^  1— «ind*.(l-|-»«) 
oder 


«vemi  wir< 


setiso. 


li    = — i  (1  -c .  8ini*)i »  : 


sioe«(l  -f  z«)=e 


Nun  Iciinnten  wir  die  WurzelgrOsse  (1  —  csinA*)!  naeb  dem  blp* 
nomischon  Lehrsatz  entwickeln,  und  hierauf  die  Potenzen  von 
stni  in  die  Sinns  und  Cosinus  von  A  und  dessen  Vielfachen  ver» 
wandeln.  Diesen  2^sek  kSnnen  wir  jedoeh  onnftt^bar  erreichen, 
and  da  nur  gerade  Potenzen  ?on  sinA  zum  Voreebeln  kommen« 
und  diese  keine  Sinns«  sondern  nur  Cosinus  erzeugen«  so  seCsea 
wir 

(1— C8inA2)i  =  <^  +  Ojcosi  +  aaCos2A  +  a^co^i  +  OftCosnA. 

Nimmt  man  die  Differentiale  der  Logarltbmen  beider  Seiten  in 
Besiehnng  anf  i«  so  kommt 
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ao+aiCosX-|-asC082A+a3COfl3i*... 
Da  im  AUgemeinen  iat 

}  1 

so  bat  man,  weon  im»!!  di^  Pienner  wegschafft «  ats  CoefficieDt 
▼OD  simiA: 

I  I  1  1 

SetMD  wir  diesen  Coefficienteii  gleich  Null,  und  ecMliea  «dofcb  . 
«-4,  80  eatifkkeit  «ich 

8—«       .  2(»i— 2),,  ä. 

Seilt  mea 

flo  fibeneogt  man  eich«  daes  bei  der  binomlscheD  BntwickluDg  A 
■D  der  Poteai  g^^^^  stets  our  io  Begleitung  eines  geraden 

Coefficienten  erscheint,  so  das«  sich  die  Cuelticicnten  an  mit  un- 

geradem  Stellenzeiger  als  Null  ausweisen.    Alle  Coefficienten 
estimmen  sich  daJber  in  Oq  und  o«,  «velche  letzteren  unmittelhar 
stt  entwickeln  sind* 

So  ist,  nebst  1,  der  Inbegriff  aller  der  GiOssen,  welche  b 
den  Potensen  (eAV=l-.tf-^V=i)te    aas   mittleie    Glied  ans- 

1 

■Hieben (  nnd  elbenso  ist  ^      die  Summe  aller  derjenigen  CeefB* 

cienten,  die  jenem  uiittiern  Glieiie  unmittelbar  vorangehen  oder 
such'nacbrotgen,  d.  b.  der  Coefficienten  der  GrQsse 

Anf  diese  Weise  findet  sich: 
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--8.7.6.5.  

1     _c     .  IJAY    6.5   JJ.3/ry    8.7.6  LU^5/cY 

.  2in(2m— l)(2m--2)....(m-f-2)  U.3.S....(2m— 3) 

Vermehre  ich  jede  dieser  Reifaeu  um  ein  Glied,  indem  ich  das 
nede  Glied  ans  dem  letzten  dareh  Vemandhingr  des  m  In  m-fl 
gnwinne,  und  dividirc  hierauf  das  Idfxts  durch  das  mieinsleizt^ 
60  Gnde  ich  für  die  Verliäitoisse  sweter  anfsinander  fsigeoder 
Glieder : 

^•4(«t+l)» 

«Dd  * 


^'  dutcnt-f  2>  * 

Beide  VerhSltoisse  nind  kleioer  als  c,  nShem  sich  aber  dieser 
GrSsse  desto  mehr ,  je  grosser  m  wird,  md  geheii  Mf  fBr  sr3=  od 
in  c  fiber.  Die  Conmgens  beider  Reihen  mt  daher '  gaatdwrt» 
sobald  c<l,  d.  Ii.  weoo 

sliis<.(l-f  tg/?^  <  1 ,  oder  sinf  <  cosß , 
mkk  Woflen,  wmiii  di«  Brstte  den  Markreis  lüclil  etvelehitr 


Um  jedoch  auf  u  zurückzukommen,  rauss  düz  iu  Beziehung 
auf  s  lirtc^rt  werden,  nnd  es  fragt  sich,  ob  obige  Reihen  smb 
bei  dieser  SacUage  noeh  als  bnmoibar  sich  seigen. 

Wir  haben  daher  au  vergleichen 
oder  bei  Veraadilllssigung  des  gemeinschaftlichen  CoeftidenteD 


» 
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80  ist  aber 

s 

— 3 — =  ^       -XsT-?'  +  03  ' 


/ 


(1  +  . 


+iw+-x:j-.|^+  — 13:3 — jr+... 

t  mag  positiv  oder  negativ  sein ,  so  ist  (Ür  alle  Werthe  von  I 

jedes  Glied  der  obeni  Reibe  erösaer,  als  jedes  Glied  von  der- 
Mlben  Ordmag  in  der  imfem  Reilie,  mit  AosMahiM  des  Falles 
x=l,  wo  «Bs  absoluten  Werthe  der  zwti  erstell  Glisdar  sinaader 
gleiefa  sind«  nemiich  =1.  Es  ist  daher  am  so  mehr. 


ab  das  Integral  eine  Differena  Icleinerer  Ch^Sssen  vorstattt,  wXh- 
read        eine  öumine  grösserer  Glieder  ist. 

Ffir  s  pasitif  itad  >1  ist  J"^l±p±        ^oslllv,  und 
ftr  1  negativ  und  >  1,   »  m  »     negativ , 

mit  dem  einiigen  AnsnahmefaU  ms=0.  Ea  iat  aber 

WS  das  negatlTa  Zaiebaa  IKlr  das  positive  x  und  das  positive  für 
das  negative  x  gilt 

X  mag  so  grous  «ein^  als  es  wiü,  kann  man  doch  stets  m 
einen  Werth  beilegen,  der  diese Diflerens  (Snmme)  positiv  maeht, 
so  dass  jedenfalls  in  der  fintir1c](lnng  von  V  die  S|Ater  folgen- 
den Glieder  bewirlten»  daas ' 


*ff*dx  c** 


wird. 
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Um  diesen  Umatanü  herlMiBiiflIhreo ,   hat  man  nicht  otnmal 

nSthig,  auf  rinen  hohen  Werth  von  m  anzusteigen,  dennwir  h  ihrMi 
im«  bereite  überzeugt,  dass  Convergenz  nur  dann  erreicht  ^^ird, 

wolches  gleich  ist  mit 

2<C0tgC. 

Nim  ist 

cotg€  =  2,3035  

tmd  da  2  nicht  einmal  diese  GrDsse  erreichen  derf,  so  lelgt 
sieb  in  obiger  ReUie  ftir 

(!+«•)-  :r  ro  +»•)"• 

1 

hiichstPFis  <]:i<  dritte  als  negativ,  SO  dsss  schoR  der  Werth 
m;=3  diet^e  iliffereoz  po&itiv  macbtr 

Die  Reibe  iiir  ü  oder  u  zeigt  »ich  daher  noch  brauchbarer 
eis  die  flir  dU»* 

In  Be/Zichun?];  aut  die  Anwondiing  der  Formel  0)  zur  ßestim- 
muDg  des  CoetUcieüten  int  zu  bemerken ,  dsiS»  das  erste  Glied 
in  der  Entviclclung  Ton  (l— »csinl*)!  den  übrigen  cooform  «ein  muss, 
d.  fa.  es  rauss  die  Form  hai»ea  vcossA  oder  vcoso.  Soll  aber  die 

Grösse  c"'^~^-f-c-"'^~*  einen  Cosinus  darstellen,  so  rouss  ihm 
ein  Zweier  als  Nenner  untersetzt  werden,  woraus  folgt,  dass  der 
Coefficient  Om  stets  der  gedoppelte  CoefBcient  von 

in  der  Eotwickluug  türi 
ist. 

Die  Grenxe  des  Verlustes»  bei  beüeblgei  Abbreciraiig  mise- 
rer lieibe 

s)        ^0  ^  a^cos2/l  4-  cr^cosiA ....  4  a^cos^ni 


$ 
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liMt  aidi  am  Bin&dhftteii  dadsrab  bestimmen,  dass  wir  das 
noroium  (k-^^Mfl)i  gomittelbar  entvrickeb.»  wodmch  wb  erbalten 

b)      1—  ^  c  sinÄ* — p  •  1^  c*sliiA*  -  p  •  jj^^**"***— 

Die  Reihe  a)  geht  aus  der  Reihe  b)  hervor,  «cnn  die  verschie- 
denen Potenzen  von  «inA.  in  Sinus  von  A  und  dessen  Vielfachen 
verviraodeU  werden.  Es  ist  auch  bekannt,  dass  der  höchste  viel- 
faebe  Bogen  in  denVenraadlongao  fon  ainil""  der  2mfacbe  i2mk) 
iat,  woraus  folgt,  daas,  wenn  man  in  b)  mit  dem  Glied« 


1    1.1.3.54....(2m-~3)  , 


abbridit,  in  a)  Iceine  hohem  Poteozen  von  c  erscheinen  werden, 
ala  c">  nnd  dasa  demiia«b»  wemk  man  nsssm  macbt,  md  4o  .dea 
Goefliae'nten 

die  Poteoaea  won  o  im  bia  aaf 'e^  anateigen  llaat;  In  •)  aocfa 
bdn  einziges  Glied  Terloren  gegangen  sein  wird,  «o  data  beide 
Reibett  ▼oUatindig  den  gloicbeo  Weitb  haben  werden. 


Idtet  man  mm  in  b)  at  um  die  filobeit  waehaan«  eo  erbllt 

man  dadurch  daa  (m-|-2)te  Glied,  nnd  dividirlNnan  dieaa  dnreb- 
daa  (jM-Dnte*  ao  ist  daa  VerbüUaiaa  denelben 

■  ^ 

Der  Coeffideot  g^^^e  tat  ateta  kleiaar  ala  c  nnd  nübert  alch 

bloaa  dar  GrSaae  c,  wenn  m  wiebat  Ea  iat  alao  aucb  dieae  Reibe 
cottKergent,  aebald  c  <  1. 

Die  Summe  dar  geometriacheo  Progreaaioo 

a  -|-  ac  +  atJ*  -J- ....  a€"+ * 
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IM 

aberiat 

Lässt  niao  jedoch  die  Keihe  mit  dem  GUede  e'^'  bej$inneo,  so 
MtM  maD  Dor  as=^  and  daon  hat  man 


bt  a  «In  Bradi»  md  gleich  ^,  so  gibt  dieaa  Air  «sod 


woraua  folgt,  das»  die  Somne  der  oadifelgendeii  Glieder  gleieb 

ist  den»  ~  ^  fachen  des  vorangegangenen  Gliedes.  Sind  jedoch 
die  Glieder  der  Progression  noch  mit  iallenden  Coefficienteu  he- 
gleitet,  wie  dicee  irirkUch  in  b)  der  Fall  ist«  wo  e  fiir  ^  ateht, 
ao  erreicht  die  SntDine  dar  naabfelgeiideo  Glieder  aidit  ehuaal 


daa  ■  ■      fache  des  vorangegaogenen  Gliedes. 


Hat  mao  aldi  daher  filier  dea  Grad  der  beabalGhtigteD  Schärfe 
der  Rechnung  entschieden ,  so  wird  man  in  der  Formel  h)  das 
Glied  bestimmen,  mit  dem  man  abzubrechen  hat.  Ist  es  das  Glied 
c".siiiA^,  so  wird  man  auch  nur  die  Goeflicienten  a  bis  lie- 
reebneD,  in  denselben  t  Meaa  bia  aof  die  Potens  a"  ateigen  laa* 
sen  und  mit  den  Glinde  a»tcea2nJt  endigen.  So  wird  man  end* 
lieb  haben 

jj _  J*aQ-i-a%QQ93^  4-  i^co»U -j-  aa»cos2tti^  ^  ^ 

mo  C  die  durch  die  Integration  eingegangene  Constante  ist, 
welche  im  Allgemeinen  eine  Fooction  von*  iL  seio  wird.  Um  dieae 
Conatante  au  beatuamen,  gehen  wir  aurflck  anf  die  Gteichnng 

,  cosd.siniS 


deren  integral 
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Md  aadiffw  iit,  als  dM  obtg».  Dwunch  i»t 

 -jl — cu-f  C  =   : — . 


auf,  md  es  bt 

i!4setu  kb  eosiS  durcli  ^*.tgß,  «o  ist 


gegeoseiüg 


oder 

/bIgUch  CssO.    Somit  habeo  wir 


7)    11^  jip^y^<^+<^co<2Htf4Cw4A...+a^cas2^ 


ieb 


« 
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Von  den  Integralen  • 

lusst  Mch  leicht  das  nnchfnlg'endo  daroh  da0  forllfllgvfaeilde  be 

stimmeo.   i^lao  bat  ueaiiich  zuerst 

nnd  bietaof 

♦ 

y*aj^*)^^  __  (M^^2i» y* (1+»»)— »cfa. 
.  £limioire  icb  ouo 

Mo>  kommt  '  ' 

Setie  icb  imd 


80  ist 

■ 

* 
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» 

Vm  USD  io  dtn  EnlvricIduDgeo  von  a^,  m^,  «g.««.  die 
dcnteB  von  ^  «n  bettimnmi;  netsen  %ir 

.  .  /CV       (3)/'c\8  (4)/c\4 

(^gj^«o  [ß)  +«0  (^öj  -•■«ii  (^öj 
W/c\     W/c\*    (3)/cV  ^*)/cV 

-i='«^U;+'*(f;    (g;    (§;  + - 

w/cV    f'YcV  ^*VcV 

«•=«4  W     w  w 

<^=««  Igi  +«•  y^ly  > 


ond  dam  bat  man  , 

sine«      W  ^  /sin««V  /sine^X« 
«  ^  /«iD£2\2    (3)  ^  /8in««\»     (4)  ^  /sine^X* 


Nun  gibt  die  Formel 


170 

6-n        ^2(n-2)  2 


Dach  einander: 


l  8 
1  8 


Macht  mao  nun  die  gehörigen  Subatitutionen  und  vergleicht  die 
CoeffieieottD  dAraette  PoteoMS  tob  g-*  »o  kommt 

(t)      1     (3)         (I)  (3) 

«isicl^+oL'-oL*')     l   iroftr  deren  clo.peltor Werth 

v«o  T««        /     ^  „  nehmen  Ut 

(♦J    1     (♦)  .  ,  (4)  (»i 


(4>     1         (♦)  (♦)    ^  <») 


171 


Bcrcrbncn  wir  nun  n  nTimcrisch  nnd  stellMi  (He  ersten  Weiihe 
UbelUriscb  dar,  00  haben  wir 

« 
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-10 
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175 
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441 


(•)  485! 


(7) 


(8) 
«•  = 


14157 


(1) 


«t  =s4 


(4) 

=70 


(6)  735 


(6) 

=2070 


(r) 


UCIIHE 
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8800825 
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8 

306735 
4 

16043485 


112285459 


64 


m  51038845 
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-6 
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(6)  10395 
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33033 
^   =  T- 


(8) 

=— 


(lo) 


1422135 


16311(1635 


<^  =1 


^  =10 


(6)  316 

«6  =-4- 


(•)  1155 


33033 


(«)  117117 
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!1S 


64 
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TT 


tl7781fl5 
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^% 

4)  ff 

k 

»)  36 

(1)  7 

•)  m 

{6}  63 

<•)  21 

T)  3003 

(r)  3003, 

«10  — 

(7)  231 
«%•  =  j- 

(7)  33 

1)  196195 
1« 

'(•}  15015 
Hü  ^~lf" 

(»)  6436 

(8)  429 

)        766765  1 

(9)  546975 

(»>  36465 

• 

(»)  109395 
«-^64^ 

0  11778195 

(10)  2375639 

ao)  11778195 

(to)  (m836 

—         16  ( 

-1.  =-    ija^  * 
• 

*»*   —  ■  32 

» 
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Die  Glelchnng  4)  sber  ^ht 

NuD  ittbekuintlleb,  wwm  man  du  eonstente  Wachitliiim  von  s 
dnrcb  k  dnntelU : 

iSieonyji— '        ^        +  Connt 


2niD 


ifo   S  das  iSumnuruDga- 
^  ,         zeichen  vorstellt. 

cosq  {x  +  2  /*) 
SsiQ^x=  j  -f-Conat 

Will  man  nun  die  Suiumeo  dt;r  n  -f- 1  (>lieder 

a'iD^a  -f  ain^a-f  A)  -f  aia9(a-|*2A).».  -faiD^a-f-iiA) 
und  * 

cosqa  J-  cos  q{a + A)  +  cos9(a  ^ 2h)  +  co6g{a  -f-  nh) 

haben «  ao  bat  nata  obige  lategrale  awiacben  den  Grenseo 

SB^a  —  h  und  jr=a-|*nA 
an  nehmen,  nnd  dieaa  gibt 

1  1 

S^iugit  =  '--mm   .         I     •  ' —  ' 

cosgCa  -f  ^tiA)sin^9A(n  f-  J) 
•io  2  ^A 

Da  das  Wachstbum  h  in  UDserm  Forliegenden  Falle  die  Läo« 

genmnahnie  der  Sonne  In  dnem  Tage»  folglich  kaom  :=  ^  tat,  ao 

kSmiten  wir  bei  unaerer  l»eabi|^btigten  Snmmation  in  Beiiehmig 

auf  8)  in  den  drei  oder  vier  eraten  Gtiedem  t^qh  efatf  atn qh 

üetzeD.  ist  l  die  am  ersten  Tag,  Mittags  12  Uhr,  stattfindende 
SonnanÜDge,  ao  hallen  wir  am  8)  fttr  ni-f  1  Tage: 
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eos4(X'  -I-  o  mA)«in2A(iii  +U> 


4-^ 


sinnA 


Eben  so  liefert 0)  fttr  jR-f-l  Tage: 


Die  Formel  10)  reicht  l)einahe  für  die  ganze  bewohnte  Etde 
aee»  wiliraod  11)  nw      die  Polaaiaeder  aftweedbar  iat 

ßestirameo  wir  nao  för  die  gemässigten  und  1  ropenländer 
die  Wirme-  oder  Liclitnieiige  eioes  ganzen  Jahres.  Melimen  wir 
(las  Jahr  zu  365V4  Ta^en  an  nnd  wfihlen  die  Län^e  eines  solchen 
Ortes,  welcher  um  Mitternacht  sein  Frühl'mj^süquinoctium  hat,  so 
fallt  dieses  Aequinoctium  nach  einQm  Jahre  auf  6  Uhr  Mörsens,  ' 
wo  also  die  sweite  HSlfte  der  Naeht  weder  Winne  nodi  Licht 
liefert.  Fiele  aber  das  erste  Aequinoctiim  auf  Morgens  6  Uhr,  so 
kSme  das  zweite  aijf  Mittags  Vi  Uhr,  so  dass  hier  Tag  weiter 
in  Kechnung  zu  bringen  wäre^  und  zwar  bei  der  jüeclination  d=0. 
•  man  wird  mdier  auf  nabedentaBd  Ton  der  laittleTo  Wirme-  oder 
LicbCmeege  abweicheD^  wodd  man  der-Srnnme  liHr  905  Tage»  das 


erata  Aeqninoctfam  flir  IHitlemadit 
d=0,  beisetzt»  d.  Ii. 


wir  iater* 


Da  wir  nuu  haben  k 


,'=^hf  so  it»t 
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miil 

•iiifdKnH-l)ssO, 
folfUch  die  WSnne«  odet  LicbtneDge  eine«  Jahree 


oder 


13)  W=^4o-S790.3^ 


WoUeo  wir  die  Wärme-  oder  Licbtmeoge  einea  Jahres  fdr 
den  Aeqvnlor  beettnuMn»  so  ist  j?==0  nnd 

folglich 

=a_2(»i^)_^(5i^y_,o(|ly-l^('-»g*-  «?(*^)*. 


log  (j^)  =0/2971462^3 

uod  diese  gibt 

und  endlich 

für  den  AequLitor, 

Wollen  wir  die  Wärmemenge  des  Pols  suchen,  wo  ^=00" ,  so 
haben  wir  es  hier  nur  put  einem  halben  Jahre  tu  thun»  so  das« 


und 


1  n 
sin(X'-|-  ^  mAi)  =sio  ^ = 1 


1  )C 

sin  2  A(m'|-1> = sin   = I , 


folglich 


% 
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13)  6ii#=^^-=aii 


filr  den  Pol. 


Die  dem  Aeqnatw  in  einem  Jahie  mgeflliine  Wtae*  oder 
Lichtmeoge  iot  aüo  3»  4  oder  2%  mal  gHSetr«  ak  di^eaigo  dm 
Poles. 

01e  Froehfbaiiceit  elnee  Landes  hingt,  unter  übrigens 

f;lelchen  Umständen,  hauptsSchlich  von  der  demselben  zii^e 
Öhrten  Wärme-  und  Lichtniencje  ah,  und  wir  dürleu  bei  den  in 
den  irdischen  Temperaturen  stattüodenden  engen  Greo^u  annebr 
men,  dass  für  dieselben  Gewiehse,  s.  B.  fw  dieselbe  Getreide- 
art;  die  Summen  der  Wirkungen,  am  sie  gedeihen  an  lassen  nnd 
Reife  au  bringen«  gleich  sind. 


Wir  setzen  die  in  Stunden  angegebene  Zeit  des  Gedeihens 
derselben  Fruclit^^attung  för  die  breite  ß  gleich  t,  för  die  Breite 
ß*=t*,  die  von  der  Sonne  in  diesen  Zeiten  gelieferten  Wärme- 
oder Lichtmengen  gleich  M  und  M',  so  u  ie  die  Wärmemenge,  die 
der  Erdboden  selbst  je  in  einer  Stunde  gibt,  respective  eleich  m 
vad  in'.  Setzen  wir  ferner  die  Wirkung  der  Mengen-Eioneit  der 
Wärme=:l  und  die  Wirkung  der  Meißen -Einheit  des  Lichtes 
gleich  10,  so  haben  wir 

oder 

Da  ilf*  itf'»  <  nnd  f  bekannte  GrOssen  sind,  so  gibt  diese 

Gleichunc;  die  zwischen  t~-  und  -irr-  stattfindende  Relation  an. 

Wollte  man  für  die  Üreite  ß  und  eine  neue  Breite  eine  zweite 
Gleichung  aufstellen,  so  könnte  man  l-fc  eliminiren,  und  dadurch 
würde  sich  eine  nene  Relation .  swisehen  m»  wf  nnd  mf'  dar* 
stellen. 

Bei  absichtlich  angestellten  Proben  hat  es  der  Mensch  in 
seiner  t^lacht,  io  Beziehung  auf  den  Boden  nnd  dessen  fiefench» 
tang  Gleichheit  der  Umstände  herbeisoffibien. 

Wollen  wir  endlich  die  Wirme-  nnd  LIchtmeoge  bestimmen, 
die  die  Sonne  in  der  ^it  T  dem  ganzen  Erdballe  fiberbaupt  zn- 

föhrt,  80  können  wir  uns,  da  stets  Eline  Halhktijrel  von  derselben 
erleuchtet  ist,  vorstellen,  die  Sonne  stehe  im  Zenit  eines  Pols, 
während  die  Erde  ruht.  Dann  ist  die  dem  Element  dßdk  in  einer 
Slvnde  mitgetheilte  Menge  . 
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wobei  wir  einen  Ort  mit  beliebleer  Breite  ß  und  beliebiger  Unge  l 
gewSblt«  und  den  Halbmeeeer  wt  Erde  =12  geeetst  babeo. 

Die  den  gensen  Brelteokreiee  mitgefbeilte  Menge  int  daber 
.  Die  liitagifelleii  gibt 

1 

und  awMdiien  dea  Grenxen  /3saO 

=JB*5», 

foigÜrli  so  %lel,  als  ein  grüsster  Durcb«chnitt  der  Erde»  don  die 
Sonoe  seokreclit  bcschcint,  emprangeo  würde. 

Diese  gibt  io  der  42eit  T 
Wae  lir  ebi  geoees  Jabr  liefert 
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'  Veker  die  toii  Pelarem  vmä  Asymp* 
totencboirdeii.iimbalUeii  Currejou 

Heirn  O.  Bermann, 

Hdlfil«lif«r  tun  GymBtitem  ta  W«lslir. 


(FortMtsniig  des  AtifbatkeB  in  Tliell  XSf.  6.  38SL). 

Nachdem  die  EinhflUungscurTen  betrachtet  nurüen  bind« 
welche  durch  VenchiehnDg  m  Poles  io  gegebener  Bahn  ent- 
stehen, wenden  ^vir  uns;  rn  ^cncn,  deren  Entstehung  durch  Acn- 
deroogen  der  Directrix  bei  luuc rändert em  Pole  bedingt  wird. 
Die  Aenderungen  der  Directrix  künnen  ihre  Form  oder  ihre 
Lage  wodifielren.  Bei  solofaen  der  letetetm  irrt  lleet  mdb  im- 
inereine  Bewegung  des  Poles  bei  ruhender  Directrix  denken,  welche 
dieselbe  Corve  erVew^en  \^i3rde;docb  nur  in  weniijen  einzel- 
nen Fällen  ist  es  leicht,  Ruhe  oder  Bevreguns  von  Pol  auf 
Direetfix  uttd  «rmi^kelrrt  tbertragen,  so  m  Falle  einer 
geradlinigen  Bewegung  *  wo  die  direct  entgegengesetzte  in  c]or>el- 
nen  geraden  Kichtung  /<!  sidistitiiir*'»  ist.  Das  Vcrsthieben  der 
Directrix  in  gerader  Kichtuug  int  deuiuacb  auf  dto  frübereo  Be- 
tradrtnngeir  siirtfckgefihrt 

Indem  wir  hier  die  Aenderungen  in  der  Form  der  Directrix 
Dicht  weiter  betrarhtpn ,  soll  bloss  ein«  vou  den  vielen  hinsicht- 
lich der  Aenderungen  zwetler  Art  müglichen  Annahmen  her- 
TWgeboben  werden,  der  Fall  nimlicb,  w<r  eich  der  Kegelecbnitt 
an  seinen  Mittelpunkt  dreht.  Für  die  Parabel  geht  diese  Dre- 
hung in  Gleite«  längs  einer  Tangente  über,  was  aber,  wie 
schon  erwähnt,  auf  das  Frohere  redndrt  werden  kann.  Dass  eioe 
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coiiceDtriscbe  Kreisbewesong  des  Poles  (in  entgegengesetzter 
Richtung)  bei  riiliender  Direktrix  hier  nicht  rabltitiurt  wetäem 
fcuio»  erhellt  sogleich  bei  näherer  Betrachtong. 


Betrachten  wir  zuerst  die  von  den  Polaren  des  Poles  x',  y 
ehlgehüllte  (\irve.  Es  wird  im  FolgemJen  ein  rechtwinkliges 
Axensystem  gedacht,  dessen  Anfangspiinkt  iu  den  Mitteipimkt  der 
Directfix  föllt!  ^ 

Dreht  man  die  Diroctrix  (Ellipse  oder  Hyperbel)  nm  den  Win- 
kel ca,  so  ist  ihre  Gleichung  offenbar  dieselbe,  wie  die  des  urivcräo- 
Amt  li^enden,  wenn  dieselbe  auf  CoordÖHitienaxen  bezogen  ist, 
sn  denen  man  dhirch  blosse  Drehung  der  frGheren  Azen  (ohne 
Verschiebung)  ani  denselben  Winkel,  abp?  in  ento:oirt'nire'«etzfer 
Richtung,  also  um  — o>  gelaugt.  Die  hier  gültigen  Trausforma- 
tionsgleichongen  sind  aber 

drsjriCos( — e^^-fiBioi—m),  oder  j;=sjf|SioflB-|^co««, 

Gelran  wir  der  elnfaebeteo  AnBalmie  noe,  die  «rsprOng- 
lidie  Lage  der  Directrix  sei  von  der  Art  gewesen,  das«  ihre  Haupt- 
axen  mit  den  Coerdioateoasen  BueammeDfalleii»  «1«  primitive  CUei* 
chong 

oder 

^*  +  /Ja;»  +  «=0,  wo  ß=±^f 
Doreh  die  angegebene  Tneeformstlon  geht  1)  Gber  In 

Gleichung  des  um  den  Winkel  m  gedrehten  KegeMinIttee« 
Sefit  man 

_      1-f  cos2fl»     ,  .  1— cos2is    -  ,  -        •  A 
ces'cis  2  *  «nn^ss  ^ —  »  l*f  p^m»  1— pasn; 

also 

cen»»+piin»ii3a— — ^1  ss  ^  > 

•in*0-i-  ß  coa^os  — ^ST^        ^  ^  • 
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flo  rMaNift  fir  S): 

+  2ajry  +  ^ar  a  +  2^  +  23«  +  « = 0 
ist  aber  die  Cbotdale  de«  PoIm  {a?,  y'): 


■nd  hier  ist 

— tisinSot        I»— iic<is2»  L>f 

Also  Gleichung;  der  ChordaleD  des  ffedsehteo  *^fgffifrh«<ttftt  flfr 

ileu  Poi  x',  y': 

-  /st— «cos2(o     ^    nsin2(tt       \  2< 
"•"Vw+iicoea»-      m4-JWos2»'  y*+«a»eeg2ai"'" 


Ö)  iieos2«B(y>-d^;v)-miD2tt(d;'y+^4r)'|-fli^^ 
Sets!  asQ  also  «hkOnend 

ee  Int  naa: 

0}  siilces2«i-iii7siii2»4-mCs(l. 
Die  Dlfereosielgleiehung  nach  -m  ist 

7)  £cos2»'f -^1020=0, 

Dies  in  ,  ' 

cos^»-|-eiii*2fliBsl  - 
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MArtitoirt,  gibt 

•  0iii'2oi^l-|-^J|==l  * 
Dies  in     sulNititoH  gibt 


+  -7==^ — mC=0 


n^(A^-^B^)=:m^C*, 


wotm»  «ich  endlich  fhr  die  geeeelite  GfeidiaBg  der  Onhiillangs- 
carve  eigiiits 

9  m«C»=0. 


in. 

Betraditen  wir  diese  Carve  nSher. 

Ä=^0  oder  .'r't/-f-jy'j:=0  int  die  Chordale  des  Systems  (als 
Kegelsciinitt  betrachtet)  der  beiden  Coordiuatenazen  selbst,  d.  h. 
die  dorcli  deo  Mittetpunict'der  Directrix  gehende  Linie,  welciie 
parallel  der  zweiten  (nicht  durch  den  Pol  gehenden)  Diagonale 
des  fiir  den  Pol  x',  y'  constrairten  Coerdinaten-Recbteeis  ist; 

Az=.0  oder      — «'x=0 

schneidet  die  vorige  im  Mittelpunkte  der  Directrix  rechtwinklig, 
and 

e=0  od«r  +i^ar+^tsO 

ist  die  Cbofdale  des  nü  dem  g^henen  Kegelscbnitte  eeneiw* 
Irischen  Kreises  vom  Radios 
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Es  Hegt  Her  G«darvkr  rtner  Vereinfachong  unserer  Curve  dadurch, 
das»  luao  die  aufeinander  sctikrechteo  A=0  uDd^=0  zu  neueo 
Cootdinatanaxen  nfibme,  nahe;  doch  eenfigen  die  attea  Cooidlii»> 
teo  in  dieser  Himicht  eben  so  gut.  Es  ist  nSmlich 

«sd  €SIMebiiBg  8)  radiitiit  auf 

Gleiclnug  9}  lisst  sieb  schreiben : 

und 

d .  b.  der  Einhülluni^g-Kegelsc ImlK  ist  i[i  ein  <;t'L,'^e^>etiP8  Viereck  so 
eioeescfariebeo,  d»s»  auch  dio  \  iet  UerührungBpuokie  aog/i^beB 
sind,  und  demnach  leicht  zu  cuu&truireu. 

Es  erhclft  nSmlich  aus  der  ersten  dieser  nieicblingen,.  dass« 
weil  dieselbe  befriedigt  wird»  wenn  gleichzeitig  ^ 

V 

ist,  derselbe  durch  die  Panl^te  gebt,  wo  die  Lliiie  B=0  die 
beiden  Geraden 

nA-^mC^O  und  r^I— niC==0 

schneidet,  und  ferner,  weil  B  in  quadratischer  Form  erscheint, 
dass  Jeder  dieser  DniduehDlttspuiiltte  als  das  Zasammenfallen 


*)  Führt  man  jene  Traniformatiiin  «tm,  indem  man  B—O  al« 
oeae  Axe  der  X,  i=0  als  nmie  Axe  der  ff  annimmt,  «o  retnitirt.  wenn 

anch  den  Pol  auf  die  neuen  Axen  besidit  und  dnh«  r  2.t'//'~-j-"  p**, 
:s^*'  Betat,  wo  Z",  p"  dann  die  neueo  Coordinatrn  deHHeihen  «md: 

si*««+iiV--^^(y''r+«"*+5i:^^S>)^«p, 

eine  nicht  eo  einfache  GleichuBg. 
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zweier  Paukte  vertretend  aoziieehen  let»  il*  Ii.  daes  jene  beMoi' 
Geraden  Tangenteo  sind.  BbeMo  geht  MM  der  Gleicliniig  herfor» 
dass  die  beiden  Geraden 

nB-^mCssO  und  tü7— mCaO 

den  Kegelschnitt  da  tangiren,  wo  sie  von  A=0  geachnltten 
n-erdeo. 

Es  iet 

iij4.»c=0:  (W)(yy-Ä'»),+(i+fl)(arv+*'*)+8»=o 

oder 
so  wie 

erstere  nichts  anderes,  als  die  Chordale  der  Directrix  in  ihrer 
primitiven  Lage,  letztere  daeeelbe  fBr  den  (rectproken)PoI»  dessen 
Alieeieee  der  Ordinate  des  gegebenen  gleieh  iet  •  ma  amgekehrt. 

Die  Coordinaten  der  Dvreheelinittspunkte ,  resp.  Tenflenfiel- 

Sttkte,  sind,  wie  sich  durch  Elimination  einer  der  Veriabeln  mm 
D  betreffenden  Gleieboogen  unmittelbar  ergibt: 

Yen  B^^  mit  nJ^mC^O:'  y=ß^^> 
nB  +  mC=^0  ist  {nx' -^my')jf  ^  (mx' i^ng)x-i-  2c=0 

nder 

(J- +^) + ^  i^-y')  i^-if)  +  5if = 0 

oder  noch 

HB-mC=0  ist  (na('-iiiy>^-|-(iiu^— Miy>— 2t=0^ 

oder 

oder  anch 
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aind  die  Halbiningslinieii  der  Winkel,  weich«  iliejB=0  und  C=0 
mit  einander  bUdeii  (und  daher  auch  auf  eiaaiider  senkrecht),  undaiieb 
datoeh  Dflhcr  b««tlmiBt,  diM  sie  untor  401*  gegeo  di«  GowdiB»- 
tMina  gviMigC  ^d,  weil  ^ 

J^CM)  oder  Or'-yOirW-«0*+^* 
ktootisdi  nit 

2i 


3f-«  + 


^4-C=0  oder      +y'>y +  (j:'+yOx  +  ~=0 


identisch  mit 


die  Eolfemimgeii  beider  von  Anfiuigepttiikte  eied  oftmlNv 

und 


Gegen  die  eine  dieser  leicht  sa  eonstruirenden  Linieb*  gegen 
B^C^O  Dlmlieh»  ist  die  Gerade  iiil4-mC=0  unter  demselben 

Winkel,  dessen  trigonometrische  Tangente  ß  oder  ±  ^  ist,  geneigt, 
wie  nB — mC=0  gegen  die  aodere,  B-^C=0. 

Als  Coordinaten  der  beiden  hierher  c;e'ir»rigeD  Oofehedlllille* 
pvnlito,  resp.  Taogentialpwikte» eigehen  sich: 

fiir  den  ?on  A=Q  mit  nß-^mC^Oix=^^^^^^^^, 

Dm  den  Kegeieebiillte  aogehurige  VIereek  (er  nag  ea  von 
laaeii  oder  Aiaaeii  beilihraii)  tat  denmcb  leieiit  aa  eeaaMiea: 
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Man  hat  zfaent  ftr  die  Direelrix  ito  Ohoaiale  des  gegebeoen 
P  und  die  des  reciproken  Pols  (p)  zu  ziehen,  sodann  zwei  Linien, 
welchr  cregen  die  beiden  unter  45°  in  eich  entgegenstehender 
Richtun«:  und  in  gegebener  Entfernang  vom  Anfangspunkte  lau- 
tenden Geraden  unter  einem  gegebenen  Winkel  geneigt  sind 
durch  die  Punkte  geben,  wo  letztere  sich  schneiden  —  Hierauf 
lassen  sich  auch  auf  (lif's»  n,  ein  Viereck  bildenden  Geraden,  die 
Tani^entialpunkte  in  rol<;ender  Weise  bestimmea:  Für  das  erste  . 
Paar  merke  man  sich  die  Punkte,  wo  es  Ton  eincf  dnrdi  den 
Mittelpunttt  derOirectriz  gehenden,  der  zweiten  Diagonale  des  für 
den  Pol  construirtcn  Coordinaf.en- Rechtecks  parallelen,  (in  da*» 
zweite,  wo  es  Tori  der  auf  letzterer  Linie  im  luittelpunkte  der  Di- 
reclrix  senkrechten  Oeraden  gescboitten  wird* 


IV. 


Ist  die  Directrix  ein  Kreb  («=6— r),  also 

|i=J,  €=-r2,  71=0,  m=2; 
so  redeclrt  sieb  die  Umhnlliingscnrre  .anf 

C=0  oder  ^'y +a:'ar=r*, 

d.  h..  ^vie  natürlich,  auf  die  Chordale  dieses  Kreises,  weil  in  die- 
sem Falle  die  Drehung  keine  Aendemng  bewirkt* 

FOf  die  gleicliseitige  Hyperbel  Ist 

/J=:^l,  €=— r«,  n  =  2,  in=a. 

Die  (CorreBgleiehnng  9)  tedueirt  sich  in  diesem  Falle  avf 

d.  b.  sttf  einen  der  Direelriz  concentrisehen  Mreis  ▼em  Badlns 
 _  oder     •  wenn  d  die  Enffemnng  des  Poles  Tom  llittel* 

punkte  der  Directrix  bezeichnet.  Dieser  Kreis  ändert  sich  für  die- 
^elbe^  gleichseitige  Hyperbel  offenbar  nur  mit  der  Entfernnng 
»  des  Poles  und  wird  um  so  kleiner,  je  ^vr\trv  derselbe  wcgiiegt 
Wennsich  daher  wrihrend  dfr Drehiin?  der  giei(hseiti£(en Hyperbel 
der  Pol  auf  einen»  derselben  concentrisehen  kreii>e  bewegt,  so 
hat  dies  auf  die  Umhfllhingscuvve  keinen  Einflnss. 

DerFall,  ^vo  die  Directrix  in  ein  System  zweier  Geraden  über- 
geht, kann  nicht  betrachtet  werden,  weil  Gleichung  1)  denselben 
nicht  umfasst  Doch  ist  es  von  eelbsf  klar,  dass,  weil  alle  Chor- 
dalen  d«eh  den  Durcbscbnittsponkt  der  b^en  Geraden  geben, 
hier  der  Miltelpiinkt  UmhAlhingsairre  int. 
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Dfo  ümkmm^&wm  tet  eint  SIlipM.  wmiii  die  Diredris 
eine  Hyperbel  ist  ond  umgekehrt.  Lust  man  nämUch  Glaiinrang 
^  anf»  80  «i^t  «teil  nacli  «i»ig«D  AtduetMoeii: 


Was  iüT  die  allgemeiue  Kegelschnittsgletchung  «■—jJ,  da« 
i«t  für  uoi»eiä  Curv9 

« 

WM  «icbr  Bvf  deii«elb«ii  Neoner  gf^bradit,  auf 

redacirt,  dessen  VorK^ichca  nur  »on  abhängt,  da 'der  Factor 
Ton  iß  positiv  ist.  Ist  also  die  Directrir  eine  BUipse  oder  ß  po- 
iitir,  so  iat  der  voratehende  Ausdruck  positiv,  d.  h.  stellt  eine 
flyperb^l  vor :  ist  die  DirectiU  eine  Hyperbel  oder  ß  negativ^  ee 
leigt  er  eine  £Uipse  an. 

Aus  der  Betrachtung  der  in  III.  entwickelten  Koordinaten  der 
▼ier  Punkte.  die  gefundene  Curve  die  Seiten  des  erwähnten 
Viereck«  berührt,  erbeilt  (indeiu  man  die  Nenner  zum  Verschwin- 
de« bri  ngt),  was  nur  für  den  Fall  einer  Ellipse  als  Direcfriz  ni»g- 
lidl  Ut ,  wo  nach  dem  oben  Bemerkten  die  Curve  eine  Hyperbel 
iat»  weil  onr  dasii  %^ß  reell  iat,  daea,  wann  der  Fol  auf  einer 

der  beiaenOeraden  y=±«vl'  lle^«  die  Gende 

nAi-mC^tO  eine  Asymptote  der  Curve  lel, 

•       •    .       ■  ■ 

1  u 

wenn  eraaf  einerder  beiden  Geraden  y=J;       odery= liegt , 

Sil— mC^OAeymptole  ist; 

  fps±x  liegt, 

nJ?— ^CsO  Asymptote  iet ; 


oder  }  liegt» 


nü-l-mGsaO  Asymptote  ist 
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DasLetstofmiHi  jedoch  atefclder  Falt  eein,  weU  /?<!,  aUo  /3— 1 
oagativ,  und  daher  «kI  ^fß^  imagieir  eiad. 

Die  Hbrigeo  Gerade»  aiad  leieht  ao  conatniiEeii:  f  lel 

aämlicii  niciitB  Aadereat  ala  die  doreh  den  Mittelpunkt  der  Diiee« 
triz  gehende  Linie,  derjenigen  {Mnilei,  welclie  daa  Ende  dergroa* 

aen  Axe  mit  dem  der  Icleinea  verbiDdet;  ^=         steht  anf  der 

vorigen  senkrecht;  «=4:x  halbiren,  durch  den  Mittelpunkt  gebend* 
den  rechten  WiakeC  trelchcn  iMide  Azen  mit  dnander  ItUden. 

Eioe  nähere  Betraclitun*;  zpijrt  ferner  von  seihst,  dass,  wen.: 
sichy  bei  beliebiger  Uirectrix,  tler  Pul  in  der  Peripherie  eiaet« 
deraelben  eoncentrischen  Kreises  bewegt,  nur  die  Lage  der  Um* 
hfillungscurve  j^eändert  wird,  kcinesvverjs  aber  die  Form  derselben. 
Dieseme  bewegt  sich  in  diesem  Falle  nüt  ihrem  Mittelponkte 
ebenfalb  auf  der  Pripberie  eines  concen irischen  Kreises.  Be- 
atimmt  man  nimlich  ans  den  Coeflivienten  der  GL  10)  auf  be- 
kannte Weise  die  Coordioaten  ihres  Mittelpunktes,  ao  ergibt  sich, 
da  in  diesem  Falle  y-|h^'*=rr*  ist,  wenn  r  den  Radiiia  des  vom 
Pole  beschriebenen  Kreises  vorstellt: 


90  Q       ßr»     W  • 


2  ßr* 


Der  Radina  dea  in  Rede  «tahenden  Kreiaea  iat  aiao  ^  ^^^^  *^  i 

«r  gellt  für  1,  d.  h.  (ur  die  eleicbseitige  Hyperbel,  wo  die 

Bewegung  dee  Pola  bn  Kraiae  keinen  Einfinaa  hat^  in  einio 
Punkt  über.  .  *^ 


V. 

Betrachten  wir  zweitens  die  von  den  Asymptote nchordeti 
emgefaflUt^  Ciuve.  Hier  ist  die  Ao^angagleichung  so  zu  w&hlen, 

*)  Verlegt  maa  dea  Aafeagianaht  der  CamdiMlaa  ia  d«a  Nltlalpaak» 
d«r  ViiAAlfaagMaffva*  so  tadacirt  «ich  ihre  Glelchaag  auf 
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da«s  auch  das  System  zweier  Ciemdeo  nicht  aufisefichlosseo  igt 
WM  bei  den  CbontoleD  nicht  nSthig  wer. 

Wir  seUeo  eJeo 

«le  Gleichung  der  Directrix«  d.  h.  sehen  ihr  keine  Itestimmte 
piiailive  Lage.  (AHes  fibrige  wie  vorbio). 

Die  Gleichung  der  am  Winkel  o  gedrehten  Cofve  wild  hier 

-I-  (ein*o»  +ßcoa^ot-isaaÜ0}x^i't=sO, 
oder  mit  Einfthmng  des  doppelten  Winkele,  so  wie  von  mond  «: 

3>  (/n+nco82iur|-2cesin2o))iy*    2(2ocoa2io— Min2o))a;y 

•I-  (m— ncoeSo  »  2alnS«»)a^-|-9c  sQ. 

Naeh  elolgeii  Redactlonen  resnltirt  aU  Gieicliung  Uirer  Asymp- 
totonchoide*):  .  «  *  r 

Setzt  man  wieder:  • 


*)  Fir  in  eligMMiM  Keg*l«diHtCt 
l«l  aimlieh 

die  Gleichong  der  Aejmptotenchorde,  und  hier  iol 


firts 


Theil  IVL  18 
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■0  geht  4)  fibet  lo 

ft)  iiiC-|-(nil-f3aB)coftdai-f  (9flri4-Hliy)Mtt«a> 

Die  Trcitere  Enhvlckelung  (Diffcrenzinmg  und  Elimiontlon  von  o) 
ist  der  (rCheren  ideoti^ch.  Die  gesuchte  Gleichung  der  ÜrnhÖ- 
liiDgveatve  iat  dwunach 

odei 

7)  (i*«  +  4ii^(ii»  +  Ä»)-m*C^=0. 

% 

I 

Entnickelt  maa  GleichuDg  7),  so  reraltict 


—111*1 

oder 


Y«il^  man  de»  AB&ngspunkt  der  Goordiiiftfeii  in  Punkt  ^t^» 

d.  Il  b  deo  Halbirangspankt  der  Linie,  neicbe  den  Mittelpunkt 
der  Direetrix  mit  dem  Pole  verbindet»  vad  UM  die  RicktoDg  der 
Axe»  iiDgeiDdert«  eo  geht  8)  aber  ia 

w«  BRb  2'  imd  «'  «icbt  mehr  die  Iriiiieren,  aondeni  die  auf 
diMe  mva  Asm  MMgaaM  CootdiMtaa  dwFolw  iM,  «dtr  ia 
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.X  E»"^'"l'""J?^f''if''e  ist  demnach,  wie  ans  der  Verglelchune 
mt  dter  früher  iür  die  Chordale«  eiitwickelten  GleichuDg  erbeUeS 
oleser  ganz  ähnlich  und  unterscheidet  sich  nur  durch  ACn^  4-  4«^) 
«lill  des  Mmtos  ms.  \    ■  / 

Für  fiUifSe  und  Hyperbel  kann  «  =  0  gesetzt  werden,  indem 
mm  die  bei  der  Betrachtung  der  Chordalcurv©  ab  primitt?  ange- 
sehene  Lage  auch  hier  annehmen  kann.    Es  nürden  sich  beide 

Curven  also  nur  dnrch  ihre  Lage  und  durch  die  Modifcatiou, 
welche  2n  bei  dieser  statt  ti  bei  jener  bewirkt,  unterscheiden  Die 
Wer  mit  A=0,  B=0,  C=0  bezeichneten  Geraden  sind  den  frü- 

herea  parallel,  Ä=0  oder  ^  +  ^=1  ist  die  Asymptoteachorde 

des  Systems  der  beiden  primitiven  Haiiptaxen,  geht  also  nacb 
der  oben  erwähnten  Verlegunsf  der  Axen  durch  den  neuen  An- 
nngspunkt,  und  Ist  dann  für  die  neuen  Coordiuaten  ganz  identisch 
der  iMheren  AsdO  fttr  di«  altea. 

/(c=0  ist  der  entsprechenden  der  Chordalcnrre  in  der  bloss 
?ender         des  Pols  abb&igigen  Bntfeninn|^^!lg!LparaUel. 

C=gO  ist  die  Asymptoteochorde*)  des  mit  dem  JRadias 
^i^ß  Mittelpunkte  der  Directriz  be- 

schriebenen hLreises.  und  in  die.'^egehtdieümhüilungscurvefiber,  wenn 
die  Directrix  ein  ikreis  ^dex  h=Q  ist»  wo  ^^^^^  iflt,  alae 

die  Ai»ynii>totenchorde  des  Krrlses  vom  Radius  r.  Auch  hier  sind 
offenbar  <Jas  Viereck  und  die  Tangeatialpunkte  ieicht  zu  coustruireo. 

Ist  die  Uirectrtx  eine  gleiseitige  Hyperbel,  so  gebt  dlt 
DmhaUiiogsenrve  in  4dft  Kreis  ^L_^^  über,  dessen 

Radius   ^  ist   Er  nnterscbeidet  sieb  von  dem  frOberen  da* 

durch,  dass  sein  Mittelpunkt  im  Halbirsogtepankte  der  Getaden 
liegt,  welche  den  Mittelpunkt  des  ersteren  mit  dem  Pole  ver- 
bindet, und  dass  sein  liadios  halb  so  gross  ist  Auch  hier  i;i7t 
Unsiebtllcb  der  iardallhmigen  Bewegung  des  Pols  wieder  da« 
Mier  Gesagte. 

FOr  ein  Svstem  zweier  Geraden  ist  iDGieichnne9)  £=0  zu  setzen. 
In  diesem  FaHe  aber  schneiden  sich  die  drei  Linien  ^1=0,  Ji=0, 

*)  Die  As/mplolesdi«>id«  dst  Kr«i«6s        '«fisO  itt  almlisb 
den  FAberen 
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CssO  in  einem  PqdMi.  C=0  ist  nämlich  jetzt  m  den 
alten  Coerdinttten  g'^^^aiss^  j"'^  »  d.  h.  das  im  Halbirani^i'* 

punkte  auf  die  den  Pol  mit  dem  Mittelpunkte  derDirectrlx  verbin' 

dende  Gerade  erric  htete  Perpendikel  un(!  1— 0,  so^vie  ß=0  gehen 
durch  dens<»lben  Punkt,  welcher  der  neue  Antangspnnlct  iet,  da 
sich  J=0  Schreiben  lfi«st: 

(Dass  beide  auf  einander  senkrecht  sind ,  ist  hrreits  bekannt). 
Auch  durch  Elimination  zwischen  diesen  drei  Gleichungen  Ifiaat 
sieb  Dasselbe  nachweisen*). 

Hierin  liegt  auch  noch  folgender  Satz,  indem  man  auth 
^=0  denken  kann,  aUu  das  System  «^^2ox«=0  oder 
g(^^2ax)=0,  d.  Ii.  die  Axe  der  x  und  eine  eleh  Im  ADfimga- 
punkte  drehende  Gerade: 

Haben  Parallelogramme  eine  Diagonale  gemeinschaftlich  und 
liegen  xwei  parallele  Seiten  derselben  in  einer  nnd  derselben  Gona- 
den, 80  achneiden  und  halbtrc  n  gich  die  anderen  Diagonalen  im 
Uaibinmgapunkte  der  ersteren  **). 


*)  E«  Ist  uftttlich 


DiM  In  Css»  •ubstitaict,  gibt: 


P'P^  2 


♦»)  i;«  versteht  Rieh  zwar  Ton  Belbtt,  da»«  die  «weiten  Diag^onalen 
der  Parallelogramme,  die  bereit«  eine  Diagonale  gemetaschaftiich  haben, 
•fdi  im  HuIbtmngtpVBltte  letzterer  «chDoiden  (und  halbireo);  doch  ist  der 
(}h}s;c  f^at7.  t^rincswegs  Rrinr«  Inhaltes,  sondern  eigff"*^Bmlii;hffB  Wf- 
ges  seiner  Aufflnduag  wegen  angeführt  wordes. 
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Nachschrift 


Za  teiDeiu  Ruberen  Aufsatze«  voit  vrelcbem  der  vürhergehende 
die  Fortsetsung  ist,  hat  mir  der  Herr  Vf.  eine  Berichtigung  eio- 
gesandt.  Erbittet  Dämlich  die  geehrten  Leser,  in  Tbl .  X IV. S.  3H4.  statt 
derWorte:  „AusGleichung  (1)  ist  ers  ich  tHrh"  bi«  „schnei- 
den sich  in  einem  festen  Puni^te"  gefälligst  dae  Folgende 
sn  setsen ; 

,,Aus  Gleichung  (i)  ist  ersichtlich,  dass  sich  alle  Asymptotenchordeu 
im  Anfangspunkte  schneiden,  wenn  die  Bahn  des  Pales  eiu  Ke- 
gelschnitt von  der  Gleicbttne  ^^-f2aary-|-/}d^t=sO  ist  Nun  ist 
aber  dieser  dem  gegebenen  Kegelschnitte,  der  Directrix,  ähnlich 
und  ähnlich  lieirend,  schneidet  ihn  in  denselben  beiden  Punkten» 
wie  die  Chordule  des  Anfangspunktes,  da 

^  -f  2«sy  4  (l«»-rsy +2«i^+/fc«*+ÄW  +ä*r4«)-2(yy +daf + 1) 
oder 

sa-.2(y5r+Äaf+f)=0 

ist«  und  bat  ferner  den  Anfangspunkt  selbst  zum  Mittelpunkte. 

Biermis  ergibt  sieh  also  munittelliar  der  Lebrsats: 

„Schndden  sieh  iivoi  Uuiliciie  an#  Hhnlidi  liegende  Kegel- 
sehnitte  in  den  beiden  PnokteOv  wo  die  vom  Centrum  des  ersten 

nach  dem  zweiten  gezogenen  Tangenten  diesen  berühren,  so 
schneiden  sich  auch  die  Halbirungslinien  aller  Tangentenpaare; 
die  man  von  beliebigen  Punkten  des  ersten  aus  nach  dem  zuei- 
teo  »eht,  in  dessen  Centrum"  ood,  auf  Kreise  angewandt,  den  in- 
teressanten Sats  (Cfr«  Plüciter,  analyt*  Entwidralnngeiilk  I.  65». 
«.  127): 

„Schneiden  sich  zwei  Kreise  orthogonal,  so  treffen  sich  die 
Halbirungslinien  der  Tanircntenpaare,  die  man  von  beliebigen  Punk- 
ten eines  der  beiden  Kreise  nach  dem  andern  zieht,  ini  Centnun 
des  ersteren*f 

welcher  Sats»  wenn  mehrere  Kreise,  statt  des  einen  Plaaros, 
cwpibinirt  werdsB«  noch  weiterer  Ausdoboong  filbig  ist." 

G. 


♦ 
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H die  eiBfatOie  «ad  leiehte  Herlettani^ 
der  Orundformeln  der  sphüitoelieB 


Die  Grundformeln  der  »phärisrfu'M  Trigonotnetrle  kann  man 
liekaiHittich  Qtif  verschiedene  Arten  ;ibl<  Ifen.    Fs  »ich  dabei 

ein  reiu  analytischer  Weg  ein6chla{;eü ,  ««ier  mau  kaini  sich  einer 


bed  ienen.  So  «chnn  die  er**tcre  Äletliode  ist,  so  dfirfte  dech  Rlr 
AnfHn^er  die  letztere  allein ,  oder  u  euiiiNtens  vorzugsuei^e  geeig- 
net sein,  uud  »ie  ist  es  daher  auchi  Vi  elehe  ich W'ür  jetzt  im  Fol» 
genden  allclQ  im  Auge^  habe.  Diese  geomefriache  nletbode  bat 
nlr  aber  ininier  noch  nicht  diejenige  EinfacfiheU  zu  besitzen  ee- 
sc^iienen»  irelcbc  der  Eienientarunterricht  l'ordert,  und  ich  habe 
mich  daher,  so  oft  sich  mir  dazu  nur  irgend  Gelegenheit  darbo^ 
immer,  eifrig  nadi  einer  einfacheren  Daratellang  ab  6ie  gevrObn- 
liebe  unigeaeben.  Meistens  beweiset  man  den  Satz,  daas  alcb  <He 
Sinns  der  vSeiten  wie  die  Sinus  der  Gesjenwinkcl  verhalten,  und 
auch  die  Relation  zwischen  den  drei  Seiten  und  einem  Winkel 


Relation  die  Relation  zwisöhen  den  drei  Winkeln  und  einer  Seite 
'mittelst  des  Snppleraentardreiecks  ali  Ahpr  gerade  diese  so 
eben  erwähnte  Ableitung  bat,  so  schün  und  einlach  sie  auch  an 
sich  ist ,  insofern  sie  die  auf  geometrischem  Wege  zu  bewhrkende 
Vergleichung  des  aphfiriacben  Dreiecks  mit  seinem  t^upülementar* 
dreiecke  voranaaetst,  f&r  den  AnfUnger  immer  einige  Schwierig- 


Von 

dem  flerausgeber. 


j.  1. 


und  leitet  dann  ana  der  letsteren 
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Mi,  und  die  Betrachtnog  des  Sapplementardreieckes  gelbst  mhaial 
mehr  der  Sterpomftrie   als  der  spliarischen  Trij^onnmetrk»  rinxu- 
gebürea,  weshalb  sie  aiieii  oft  in  der  letzteren  aiä  scboa  aus  der 
ersteren  bekannt  vorausgesetzt  ivird.   Selbst  auch  schon  die  ee 
wohnlichen  g^metrischen  Beweise  der  Rtlatioii  twiachen  cSfeB 
drei  Seiten  und  enicm  Winke!  ncfimen  mandie  gonionietripchen 
Traosformationen  in  Anspruch»  die  man  im  Interesse  der  Anfän-  i 
fter  wenigstens  theilweise  wohl  noch  vermieden  sehen  müchte. 
Vor  Kurzem  bin  ich,  nach  früherem  öfteren  vergeblichen  Sachen, 
zufällig  auf  eine  Ableitung  der  in  I?<-do  stolionden  Grundrormeln 
gekommen,  welche  ich  in  der  Tb:it  tür  so  einlaili  halte,  dass  i*;h  , 
glaube,  da68  sie  wohl  verdient,  auf  den  foigendeii  Blättern  mit- 
gctheilt  Ri  werden.  Ich  werde  dalMi,  ohne  weitere  Erläuterung, 
die  bekann tnn  in  der  T rigenoiiietrie  dorcbglDgig  gebrünchUcfaeo 
BeMicbiiaogeii  beibehalten. 


12^ 

Wir  irollea  inerst  das  veeHlwinklige  sphiirisehe  Dieieck  ilHC 
(TaC  UL  Flg.  a),  wo  A  der  rechte  Winkel  sein  mH,  betraditaB. 

Fällen  wir  von  C  auf  OA  und  ÜB  die  Perpendikel  CA  und 
Cß  ,  und  ziehen  dann  A'B,  so  steht  CA'  aaf  der  Ebene  AGB, 
also  auch  huf  A'B'  senkrecht,  und  A'B*  steht  anf  Oß  senkrecht 
Daher  ist  der  Winkel  A'B'C  den  W^tM  M  dtti  rechtwinkligen 
sphärischen  Dreiecks  ABC  gleieb. 

d'=OC.8in6, 

OCaln^as  OaainaainB» 

d.  i, 

isin6=siDasin/^,  und  ebeo  so  ^ 
ffainessalnaainC 

Femer  lat 

A'B'^  B'CfiOiB^  QßfliwwQBB, 
A^B'^OAfMDü^  OCeoaftaiv; 
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folgMch  DMb  I. 


tooslfscoatoiiiC»  wd  gm  eboD  «o 
}co6C=e(we«inB. 

EodUdi  ut 

OÄ'     OJ'.cosc  QCcogftcosc 

;  c<Mw«=  = — oc — 

also 

m. 


■ 

Sei  nuD  ilTO  (Taf.  III.  Fig.  4.)  ein  beliebigst  «pUtriscbes 

Dreieck.  In  diesem  ^sphärischen  Dreiecke  Hille  man  von  A  auf 
B€  das  Perpendikel  AU,  und  bezeichne  die  Winkel  BAJJ»  CAD 
durch  x,  y;  die  Bogen  ßD,  CD  durch  u,  v;  das  Perpendikel 
AD  dmch  «• 

DaDn  ist  nach  L  Iii  dvn  reohtwinkligen  spbftritchen  Drei* 
«cken  ABD  und  ilCD; 

•intpssincsioB,  aiDi0= 


•ioftain  C = sincsiafi » 

«hd  dah«f  flberhanpt: 

isinosin  i&=:  s  in  6s  i  n  i< , 
sio6sinC=:6iDCsio^, 
■tnesiiulssaiiiaahiC 

Fwncr  i«t  Mcfc  L 

.        einu        .  sino 
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coax=zcoBmuiB,  coagsscowuinCi 

,        811110  fiinto 
aifo  nadi  dem  Voihfirgebenden : 

COMirfM»  COflMiim 

Folglich  iat 

costtcosvsinto'  sintisinv 


ist«  80  Jst 

 ^di^öiiE^^  

od« 


FolgfichM 

A  coaq— -cosccosto.coaaicowp 

4.  i.  Mch  in. 

.  €080 — COsftcOSr         ,  , 
C08C — coKfT  cng6 

coaC  =  — — ^ — -  • 
Endlich  iat  nach 


siox  .         ,        siny  . 
•iniiss       sin» ,  sino  =  5 

aiul  weh  II. 


cosx 


coay 


Abo  ist 

coMPCOMf         ,       aiiursiiiysint«*  ■ 

folgUch»  w«l 

CM(fll«)8C0MIC0«9TtlniMlM  ' 


i«t: 


,  .  couwoMf^siDxsinMiiiio* 


uder 


COB(lldb»)=S  IJTTRjfcT^  *  


FolgHcb  ist 


"  ^.HÄiiC^  


wo  das  obere  Zeicheo  dem  ersten,  daf  uater« Zeichen  demiw«- 

ten  der  beiden  in  Taf.  III.  Fig.  4.  dargestellten  Fälle  entspricht 
Nun  ist  aber  mit  dersetbeo  Bestimmiws  wegen  ^er  Zeicheo 
'II.  •  .  


•  ■ 

•Im»  nach  dem  Toibeigeh«iideD 
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/  cos/1  4-  cohB  cosC       .  ,  ,  ,, 

mtmm       1       >       COsß  4- COS  Cco.S.-< 

j"»*= — rtiöüa — ■' 

J  C08C  J  COS. 4  cos/? 

I  co8e=  .  j  f,  #>  • 

Dies  »ind  jetzt  die  bekaanteti  Grandformeln  der  sphärisrhen 
Trigonometrie,  uud  ich  sollte  meinen,  das«  sich  diese  Ableitung 
▼OT  4er  gewSlmllclien  an  Figoren  und  das  SapplementardreiecK 
geknüpften  Ableitung  in  roenr  als  einer  Besiehang  empfehlei^ 
und  daher  bei  dem  Unterrichte  wohl  besondere  Berüclcsirhtigung 
verdient  möchte.  Ja  Ich  glaube,  dass  die  obige  Darstellung  als 
€lo  neuer  Beweis  gelten  lunn,  dass  man  in  vielen  Theilen  der 
Mathematik,  namentlich  auch  in  den  sogenannten  elementaren. 
Theilen,  noch  lange  nicht  immer  die  einlsKiisten  Dartftellun^eo 
gefunden  hat,  eine  Bemerkung,  deren  Richtigkeit  besonders  io 
nenerer  Zeit  in  mehreren  Fißni  auf  sehr  in  die  Augen  fallende 
Weise  dergetbnn  worden  int 

Zum  «Scbiusse  will  ich  noch  bemerken,  dass  auch  die  Relation 
RwM«  4e»  4rei  Seilen  nnd  einem  Winkel  einen  eWnen  IMk 
ecke  nof  Shnliehe  Weise  wie  oben  die  Relation  zwischen  den  <ln»i 
Seiten  und  einem  Winkel  eines  sphärischen  DreU'ck«  abgeleitet 
werden  kann,  wenn  ich  auch  diese  Ableitung  der  gewiiknlichen 
«U^enMin  bekannten  Ableitui:^  der  in  RaAe  iHtefaeiwen  RelaHen 
iUt  gonde  Tomiinhen  geoeigt  nei»  wMa. 


Wenn  iu  Tat  UL  Fig.  5.  die,  |^i«ie  AU  a«C  BV  sewkrecb^ 
nieht,  so  ist,  ivenn  mm  nieb  int  m  der  flgnr  neVbet  nfiiekt^ 
«Imn  Peaeicfcn— gen  Minnl: 

4  ■  '  . 

t       «       .        e . 


ahn» 


roigUch  ist 


oder 


ni»reiiiy  r=  ^  . 


w*-F  ue 


t 


üigiiizuQ  by  LiüOgle 


V 


N»  ist  aber 


alio 


d.  I. 


 ^  «Ac   

"  2^  • 


co.(x±jf>=:  ^^^^  


und  folglich,  nü  RAebiiobt  auf  die  beide»  io  der  Ficiif  daige- 
eteUteo  Fälle: 

welches  die  bekannte  Relation  zwischen  den  drei  Seiten  und 
einem  Wlnicel  eines  ebenen  DteieclEs  ist 

Ich  mochte  mir  schliesslich  noch  einmal  eriaaben,  das  Obige 
den  Herren  Lehrern  der  Mathematik  redit  driogend  snr  gefällieen 
Beachtone  liei  dem  Unterrichte  in  der  spbirlschen  Trigonomrarle 
zu  empfehfen,  den  ich  für  so  wichtig  erachte,  da«?s  ich  es  fiür 
einen  wahren  Kückschritt  halte,  dass  er«  wenigsteos  auf  preus- 
slsehen  Gymnasien,  ntebt  mehr  ertheitt  wird,  wiB  es  wobl  frO* 
her^ der  FaH  war,  als  ich  selbst  noch  meine  gelingen  Kräfte  mit 
srosser  Freudigkeit  dem  Gymnasialonterrichte  ao  ▼ersehiedenen 
Lehranstalten  widmete. 
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IJelier  das  Dreieck,  worin  die  Trans« 
▼ersalen  grleich  sind,  welelteBwei  WIbp 
kel  dessellien  nach  ^leicliem  Verliäll- 

niss  (heilen. 

Von  4tm 

Herrn  Doctor  R.  iialtzer, 

Obertebmr  aa  der  Kreustchale  so  Dreadeiu 


'  Die  Auflforderung  im  Archiv  ThI.  XIII.  S.  341.  erinnert  mich  an 
zwei  Beweise  des  fraglichen  Lebr^aUes,  welche,  ich  glaube  im 
Jahre  1844,  in  einem  KrlnzdieD  hiesiger  mathematischer  Freunde 
mitgctheilt  wurden ,  den  einen  von  dem  leider  früh  vrrstorhenen 
Professor  A.  Seeheck,  dessen  IManuscript  noch  vorh.i ridcii  und 
.weiter  unten  abgedruckt  i^t,  den  andern  von  mir.  Der  in  liede 
stehende  Satn  schont  der  Sphäre  der  Elementareeometrie  ansn- 
gehüren,  wo  es  sich  un»  die  Beziehun!>en  zwiscnen  Selten  und 
gei(enüberliegenden  Winkeln  der  Dreiecke  haodelt«  uod  wird  des- 
halb wie  lolgl  durch  Umkebrung  gewurjueo. 

Lemma.  Haben  zwe]  Dr«- lecke  die  Winkel  einzeln 
gleich  und  ist  eine  .Seile  des  einen  Dreiecks  kleiner 
als  die  gieichliegcudc  iles  andern,  so  sind  die  übrigen 
Seiten  den  einen  ebenfalU  kleine?  ale  die  glelchiie«; 
genden  de«  andern. 

Beweis  dnrch  Zasammenlegen  der  gleiehen  Winkel»  denen 
die  kleinere  Seife  anliegt 

Lekrtatt  1.  Ist  in  Dreleek  ABC  (Taf.  III.  Fis.  6.) 
Winkel  A<ß,  und  theilt  man  diese  Winkel  durch  AD 

und  BE  80,  das8  &ADc=(ihE,  so  ist  AD>BE. 
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Beweis.  Die  Dreiecke  ACD  und  BCE  haben  einzeln  gleiche 

Winkel  Nun  ist  AO  VC,  weil  A^C^  BAC  nach  Vorao*' 
seUung»  folglich  AD^BE  gegeofiber  den  gleicheo  Winkehi  C* 
^jV,  s*  Tb.  Wi  * 

Lehrsatz  2.  Ist  im  Dreieck  ABC  (Taf.  HI.  Fig.  7.) 
Winkel  A-^B  and  theilt  man  diese  Winkel  durch  AD 

und  BE  so»  das«  BAD^aI^E  und  C^<C^£,  so  Ut 
AJ}>BE, 

Beweis.   Zieht  man  /iO  so,  dass  CAD',  so  ist 

ABf>BE  Dach  Lebraatz  1.  Nun  Ist  ABf  «in  Thett  m  JA 
folglich  um  .80  mehr  AB'>  BE,  W*  s.  6.  w. 

L%krsatt  .3.  Sind  die  Geraden        und  BE^  welch« 

dt«  Winkel  A  iiod  ü  «tea  Drelecha  ABC  «e  HieiUn, 

/        /        /  / 
dass  £AjÜ:JJAC=AIi£:£BC,  einander  gleich,  so  tat 
.Jssif  vnd  das  Dreieck  gleickachenkllg. 

Beweis.  Wire  A  ungleidi  Bf  alao  ebenee  osglelcb 

A^E,  und  DAC  ebenso  undeich  EBC,  so  wSre  ^£  ebenee  mn 
|delcb  J/>  (Lelir8.2.)  Dies  ist  ge^en  die  Vorauaeetaneg  Jl^=^£. 
2Jeo  kann  A  nicht  ungleich  B  aein.   W.  s»  b»  w« 


Das  Folgende  int  von  dem  leider  zo  frflh  rerstorbenea  Professor 

A.  Scebeck  zo  Dresden. 

Der  Sats: 

„Wenn  die  Halbirungi»Iiiuen  zweier  Dreieckawln • 
kel»  gerechnet  bis  zor  gegenüberstehende!!  Selte^ 
gleich  aind»  eo  Ist  das  A  gUithaebenfcllg^  . 

kann  auf  folgenden  allgemeineren  zurflckgefäbrt  werden: 

(A)  „Wenn  ein  Drei  e  r  kswi  nkel  halhirt  i«ft  and  die 
durch  einen  Punkt  derÜaibirungslinieu  aus  d  en  beiden 
anderen  Winkelapitsi;n  gezogenen  TranaTernnle» 
glelcb  eind»  ee  tat  daa  ^  gleicbacheakllg.** 

I 

Dieser  ^atz  aber  ergtebt  sich  aus  fulgendem: 

Wenn  durch  einen  Punkt  der  Ilalbirungs  II  nie  einee 
Winkeis  Transversalen  zwischen  den  Schenkelo  gezo- 
gen werden,  so  ist  die  auf  der  Ualbirungslinie  recht- 
winklig etebeede  Ttafteverenle  die  kflraeiltt»  dl« 
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übrigen  siad  um  sogrüs&er,  je  mehr  sie  von  deraeibeu 
abweicheii. 

lo  Taf.  Iii.  Fig.  8.  sei  BM  die  Halbirangslinie  und  AC  »o 
gezoeen,  dass  AByBC^  es  soll  gezeigt  werden»  dass  DE^AB. 
—  Da  DJW^  AM,  so  ist  der  Beweis  nur  zu  fuhren,  irean 
ME<MC»  d.  h.  ^MEC  stumpf  ist.    Mache  MF=MA  und 

MG^ME,  so  ist  \AMFo^^EMG,  und  da  MA'^MOMG,  so 
Ist  auch  1)  AF>£G;  ferner  Z.DAMb^  ^CEM,  daher 
2)  ^DAF>  ^CEG;  endlich  3)  ^AFÜ=:  jilEGC.  Aus  diesen 
drei  Rr.stlmmunfjen  ergielit  sich  leicht  DF'^  GC,  und  daher*  in- 
dem man  FE=AG  hiuzuaddirt,  DE^AC,  w.  z.  b.  w. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  der  erstgenannte  (A)  dadurph, 
dass  sich  eine  Transversale  von  gegebener  jL«&nee  nur  in  zwei 
Lagen  eintnonn  iSast»  Welche  symmetrinch  nem  mflsMn.  (Man 
TeigL  (TaC  UL  Fig.  9.). 

Dieser  Beweis  kann  auch  aut  lias  tsubärische  ^  aoge^enUet 
werden.  In  Taf. Hl.  Flg.  lO.  sei  Z/4ilfB<1800;  BM^^%  es 
sei  wieder  AB>BCy  so  Ist  AMy  MC  und  DM>  AM,  weil 
MC{—MC),  MA  und  MD  auf  einer  Seite  des  w^'  AB  jyefällten 
Lothes  ML  liegen.  Da  AG<i'&Of',  so  erbalt  man  At  y-  EG\  fer- 
ner, wenn  man  ^AMD  unendlich  klein  annimmt,  ^AFI}=:^EGC 
nnd  ^DAFy  ^GEC,  voraae  DF>GC,  nnd  dae  Uebiige  gani 
wie  beim  ebenen  A  ^oig^ 

bt  der  ^ABOISO*  so  «ndert  aieh  nur  das»  daaa  die 

Transrersalen  um  so  kleiner  werden»  Je  mehr  de  gegen  die 
Baibiningelinien  geneigt  sind. 
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IHessuiipr  eioer  an  beiden  Endpunkten 
anzusänflickeii  KntferniinB  nacli 
Mner  besonderen' Methode. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Ich  fflaabe,  das8  das  W  iakelkreuz  oder  die  Kreiuscheibe  ein 
für  diu  elenientare  FeldmesskuDst  in  vielen  Fällen  sehr  brauchba- 
res Instrument  ist,  and  mmA  bei  dem  geometri<cbtn  Elementar- 
unterrichte, mit  dem  nach  moinc^r  Meinung  immer,  so  viel  als 
tbunlich ,  Üebnnpen  in  der  Feldmesskunst  zu  verbinden  wären, 
mehr  als  dies  bisher  geschehen  zu  sein  scheint,  angewandt  werden 
•ollte,  namentlich  auch  der  grussero  Wohlfeilheit  dieses  loslni- 
nients  wegen.  Gewöhnlich  richtet  man  <l»s  WlnkcJkreuz  so  ein, 
Has8  die  beiden  \  isirliniri)  auf  einander  senkrecht  stehen,  und 
dies  ist, auch  in  der  Tliat  die  Liiinchliuig ,  welche  die  eiiiradiste 
und  häufigste  Anirendung  dieses  Instruments  in  der  oraktischen, 
namentlich  in  der  auf  die  Landu  irthsrh  ift  angewanaten ,  Feld- 
messkunst gestattet.  Aber  auch  schon  zwei  nur  einen  con.stRoten, 
sonst  beliebigen,  Winkel  mit  einander  einscbliessende  Visirlinien, 
—  la  fansse  Ei^uerre  d*Arpentear,  wie  die  Frantopen 
sagen»  ^  bieten  viele  sehr  einfache  und  elegante  Anwendungen 
dar,    wobei  es  jedoch  gut  ist,   die  Lage  der  beiden  Visirlinien 

Segen  einander  verändern,  und  dem  constanten  Winkel  eine  flir 
ie  vorhabende  Anwendung  zweckmSssige  GrOsse  gehen  au  kSo- 
nen»  wodurch  natürlich  zugleich  bedingt  wird,  dass  an  dem  In- 
stnii^iente  die  nüthi^jen  Schrauben  angebracht  y^ind  ,  um  die  bei- 
den Visirlinien,  nachdem  man  ihrem  Neigungswinkel  gegen  ein- 
ander die  (Sf  die  vorhabende  Anwendung  sweckmlssioe  Grüsse 
gegeben  hat,  in  onverinderlicher  Lage  gtogen  einander  Befestigen 
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zu  kwiiDeo.  Ich  laFse  mir  jetzt  ein  soiches  Winkelkieuz  mit  z^ei 
iMwegUeben  Visirlinien  aBfertigen,   bei  welchem  die  VisirKniea 

dwch  die  optischen  Axen  zweier  kleinen  astronomischen  Fem*, 
röbrp  drirgestellt  werdon  .  und  werde  späterhin  einij^e  mit  dtf^^om 
laetrumeiite  gemachte  Anwendungen,  die,  um  die  erreichte  Ge- 
naaickeil  benrtheilen  zu  IcTmnen,  eine  Vergleichung  vereebiedener 
für  oieaeibe  Grofsite  erhaltener  Resultate  gestatten,  in  dem  Ar* 
chive  mlttheilen  Die  Kosten  eines  «loichen  mit  zwei  kl'-inen  astro- 
nomischen Fcrnrühren  versehenen  Winkelkreuze«  sind  gar  nicht 
bedeutend ,  wenigstens  keineswegs  so  bedeutend ,  als  Mancher 
wohl  gtanbeo  mScbte,  da  man  ja  jetet  kleine  astronomische  Fern- 
rohre in  vorzuglicher  (»utc  um  senr  c;i^rinee  Preise  erhalten  kram. 
Man  braucht  sie,  wenn  man  nicht  will.  (Tir  den  vorltegeudeu 
Zweck  nicht  einmal  achruniatisch  machen  /u  lassen. 

Ich  werde  jetzt  im  Fola:endcn  eine  Auflösung  der  Aufgabe: 
„die  Lftiijge  einer  an  ihren  beiden  Endpunkten  unzugänglichen 
geraden  Linie  zo  messen"  mit  Hülfe  des  Winkelkreozes  eebeo« 
die  ich  tür  sehr  elegant  hatte.  leb  entlehne  dieselbe  der  rolgen* 
den  in  vielen  Beziehuni^en  interessanten  Schrift:  Solutions  peu 
connues  de  dit'ferens  probtemes  de  Geometrie  pratir 

ane;  pour  servir  de  Supplement  aux  Trait^s  connas 
e  cette  Science;  recneillies  par  F.  J.  Sorvois. 
A  Metz.  An  \lf  p.  75.,  bemerke  aber,  dass  Servois  selbst 
i^agt,  dass  diese  Autiosung  schon  von  Mascher  oni  in  der8chrill: 
Prohlemi  per  !;li  Agrimensori  con  varie  Soluzioni. 
Pavia.  ]793.  Probl  III.  Solas.  13.  gegeben  «erden  sei.  Der 
Beweis,  den  ich  im  F«d2;ofHlcn  fiir  diese  Auliö'junp;  gehen  werde, 
rührt  von  mir  selbst  her,  da  der  von  Servois  a.  a.  O.  gcge- 
bene  beweis  auf  der  Trigonometrie  beruhet,  die  ich  hier  absieht- 
Hefa  Terroeideo,  and  micb  bloss  der  SStse  der  ebenen  Geometrie 
bedienen  wollte. 

Wenn  ^iV  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  die  zu  messende  Linie  ist,  so 
suche  man  auf  dem  Terrain  drei  Punkte  A,  B,  C  von  solcher 
Lage  anf,  dass  die  Winkel  MAN,  MBS ,  MCN,  unter  dcnon  in 
diesen  drei  Punkten  die  zu  messende  Linie  il/iV erscheint,  dem  Win- 
kel des  Winkelkrenzes,  und  daher  natürlich  auch  unter  einander 
gleich  sind.  t>ann  messe  man  die  Linien  AB,  AC,"  und  suche 
mit  dem  Winkelkreuze  in  der  Linie  BC  den  I>unkt  /)  auf.  wel- 
cher In  der  T^inie  BC  eine  solche  Lage  hat,  dass  der  Winkel 
ADV  sieichtutls  dem  Winkel  des  Winkelkreuzes,  also  auch  den 
Ml  Wfaikein  MAU,  MMN,  MCN  gleich  ist.  Misst  man  hierauf 
noeh  die  Linie  AD,  so  ist 

mMmj_^  AB  »  ACf 

^=    Al>  ' 

und  die  f^finge  det  zu  messenden  Linie  MN  kann  fof«i1ich  mit- 
telst dicker  einfachen  Formel  aus  den  gemessenen  Stücken  leicht 
berechnet  werden  . 

Bevor  wir  zu  dem  Beweise  der  vorhergehenden  Formci  (iher- 
geben,  schicken  wir  die  folgende,  übrigens  n  einem  anderweitig 
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schon  .allgemeia  bekannten  Satze  führende  Belrachtuag  vmm^ 
wosn  mis  nur  der  Wunsch  TmnlBSst«  dieseo  Gegenstuid  gtai 
ohne  Hfllfe  der  Trtgoaometrie  so  befaandelii. 

In  Tai.  IV  .  Fig.  2.  s«i  O  der  Mittelpunkt  des  um  dt»  Dreieck 
ABCf  dessen  Selten  BC.  €Ay  AB  wir  kIc  gcwOholidi  dsich 

U,  by  c  bezeichnnn,  bost  hriehenen  Kreises.  D«'iilv('n  wir  uns?  nun 
von  O  anf  AB  das  1^  r|ionflik*;l  OO ,  von  auf  AC  da»  Perpen- 
dikel Z^ß"  gefiillt,  «o  sind  die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke 
AOC  y  oder  ßOC",  und  ^CB"  offenbar  einander  ähuli<  h,  weil 
d(  r  Winkel  AOB  doppelt  »o  gross  als  der  Winkel  ÜC&\  folg- 
lich ^AOC^^BCB"  ist  Also  ist 

BB'  iBC^  ACiAO, 

Und  folglich,  wenn  wir  den  Halbmesser  des  um  das  Dreieck  .il^C 
beschriebenen  Kreises  durch  r  bezeichnen: 

t 

ar 

Ist  mm  \  d«r  Fliebeninlislt  des  Dreiecks  ABC^  so  ist 
^^\AaBBf*,    Ä»"  =  ^=s^, 

und  folglidi,  wenn  man  dies  in  den  obigen  Ausdruck  von  r 

einfuhrt ; 

abc 

Denken  wir  uns  jetzt  in  Taf.  IV.  Fig.  3.  über  als  Sehn© 
«inen  den  Winkel  des  Wrnkclkreuzes  fassenden  Kreisabschnitt 
beschrieben ,  so  gebt  der  diesen  Kreisabschnitt  begränzende  Kreb- 
bogen  nach  der  aus  dem  C^bigen  bekannten  Censtiuction  durch  die 
tlrt^  Punkte  A,  B,  T  hindurch,  und  der  Kreis,  welchem  dieser 
Kreisbogen  angehört,  fhssen  Halbmesser  wir  dorch  r  bezeichnen 
wollen,  ist  folglich  um  daa  Dreieck /IZ?ti=^.  dessen  Seiten  C4, 
AB  wie  ge wohnlich  dorcba»6,  cbeseicbnet  werden  sollen,  beschrieben* 
Fallt  man  nun  von  ^4  auf ^Cd:is  Perpendikel  AE—hy  von  dem  iMitteU 
punkte  Ode«  um  das  Dreieck  .4/^t'hcschriehenen  Krei^Ob  ^\\\\M^—x 
das  Perpendikel  OZ«,  sosind  die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke. 
und  MQh  offenbar  einander  iUinlich,  weil  nach  der  Con&tructiou 
nothwendtg  der  Winkel  AfOiV  doppelt  so  gross  als  der  Winkel 
des  Winkelkreuzes ,  also  auch  doppelt  so  cross  als  der  Winkel 
JZ>£,  folglich  ^JfOZ.=^^Z)£\it.  Also  ist 
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aar 

d.  Uf  wean  wir  soeb  ADssd  eelun: 

2rÄ 


folgt  Nim  ist 


fiftiglkh  DAcii  dem  Vorbergebeoden 

4rA 

fiach  der  oben  voniiagMdiieblm  BitracMMig  Urt  aber 

Ffihrt  man  die«  in  den  imTbergebeodMi  Avedmcfc  ▼on  «ein»  ao 
eigiebt  mch 

und  wenn  nan  ftr  6»  c,  d-,  s  wieder  die  dieaen  i^iiilMlea  eml- 
•precbenden  Liniäb  seist  r 

welches  die  zu  beweisende  Formel  war. 

Rücksichtiicfi  der  Au>w;üilun»  der  Punkte  A,  B,  C  Trollen 
wir  nur  in  der  KSrze  bemerken,  dass  es  der  Genanigkeit  de.«^  zu 
erxielenden  Resultate  gewiss  ft^rderlicb  sein  wird,  wenn  diei^elbea 
ttOsttebel  weit  ena  einander  liegen,  ki  VerhSitniaa  im  der  zanea- 
eendea  Linie  MN, 


14» 


Digitized  by  Google 


208 


Velber  das  Bfti&wlitsetaifNdiBeideii  ntt 

dem  Messtisclie. 

Ton 

dem  H^raaageber. 


1. 

Wenn  ich  noch  einmal  auf  diese  — •  auch  von  mir  selb'^t  — 
schon  vielfach   behandelte  Aufgabe   zurückkomme,  »o  wird  dies 

8 ewiss  in  der  sTossen  praktischen  Wichtigkeit  denselben  seine 
Eeclltfertigung  finden.  Auch  laMen  in  der  That  alle  bis  jetzt 
bekannt  geni  u  hten  iMelhoden  imnu  r  nm  Ii  Etwas  zu  u  finschen 
übrig.  Am  liauügsten  wird  uobl  in  der  Praxis  die  Lehniann'sche 
Methode  der  äogcnanntca  fehlcrzeigenden  Dreiecke  angewandt. 
Aber  auch  diese  (Viethode  hat  mich  ich  gestehe  ea  ofeo 
niemals  ganz  befriedigt;  insbesondere  finden  Anfanger  öfters 
einige  Sf-hwicrigkcit  bei  der  Heurtheilung  der  Lage  des  gesuchten 
Punktes  geeen  das  fehlerzeigende  l>rei'eck«  ob  derselbe  nämlicfa 
innerhalb  oder  aasaerhalb,  and,  im  letsteren  Falle,/ anf  weicher 
Seite  dieses  Dreiecks  derselbe  liegt,  u  as  auch  wahrscheinlich  Herrn 
Prof.  Hartner  in  Gr  atz  zu  der  neuen  umfas»«enden  und  grürnl- 
iichen  Arbeit  über  diesen  Geeenstand  in  den  61  tzungsberich- 
ten  der  Akademie  der  Wlaaensehafteo  in  Wien.  Jahr- 
gang 1849.  November-  und  December*  Heft.  S.  230.  (m* 
ä.  auch  Liter.  Ber.  Nr.  LV.  S.  708.)  veranlasst  hat,  an  die 
ich  bei  dieser  Gelegenheit  von  iSeueai  zn  erinnern  mir  erlauben 
mochte.  Mich  seibat  haben  die  WOnsehe,  die  mir  bei  der  An- 
wendung der  fehlerzeigenden  Dreiecke  stets  noch  übrig  blieben, 
veranlasst,  eine  andere  Näher-infrsmethnde ,  die  der  fohlerzeigen- 
den Dreiecke  sich  wenigstens  nicht  unmittelbar  bedient ,  aufzu- 
aachcn.  Diese  Methode  hat  eine  gewisse  Aebnlichkeit  mit 
einer  schon  froher  von  dem  ▼erdienteo  8  oh  neu  berger  in  der 
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Zeitschrift  für  A stronomi e  und  Torfvaudte  Wissen- 
•Charten.  -Btnd  VI.  S.  t^i.  bdcanot  gemaeliteB  Metbode. 
Ich  sage  aber  absichtlich  eine  gewisse  Aehnli  dik eit.  Denn 
ßohneoberger  bedient  sich  lu  der  That  auch  fehlerzeigender 
lireiecice,  die  ich,  wenigsteus  unmittelbar»  gar  nicht  in  Anwen- 
dung bringe,  and  die  nach  meiner  Aoeielit  fnttresftante 
theoretische  Grundlage,  von  der  ich  bei  meiner  AnfltUmo^  aus- 
gehe, kennt  Bohnenberger  gar  nicht,  so  dass  also,  w'io  ich 
glaube,  von  einer  Uebereinstimniung  beider  Methoden  nicht  die 
Rede  «ein  Inen,  wenn  aacfa  allerdings  meine  Aa08eoog  sehr  leicht 
na  der  Beboenlierger'schen  Nähernngsmethede  Wbatt,  wie  Ich  wel* 
ter  nnlen  noch  heeondera  liemerken  werde. 


a 


Wir  wollen  uns  zwei  sich  schneidende  Kreise  (Taf.IV.  Fig.4.) 
denken.  Der  eine  der  beiden  DiirchschTiittspunkte  sei  A,  der 
andere  sei  J}.  Von  dem  Durchöchnitt^ponkte  A  aus  siehe  man 
eine  gerade  Linie,'  welcJie  den  einen  der  lieldeD  Krdae  In  6»  den 
anderen  in  c  schneidet.  Auf  diese  gerade  Linie  wird  eich  onswe 
folgende  fietrachtnog  hauptsächlich  richten. 

Die  dnfch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreiee  gehende  gerade 
Linie  nehmen  wir  ala  Ajce  der  x  eines  rechtwinkligen  Coordina- 

tensystem«  der  .ry  an,  dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  des  einen 
Kreise«»  ist.  Uer  Halbmesser  des  Kreises,  dessen  Mittelpunkt 
als  Anfang  der  Coordlnaten  angenommen  worden  ist,  sei  ^;  der 
Halbmesser  des  anderen  Kreises  seir.  Die  erste  Coordinateoder  soge- 
imrinteAbscissedes Mittelpunkts  dieses  let^temiKrel'^easeia,  und  es 
wird  der  Einfachheit  n-egen,  ohne  der  Ailgeukeinheit  zu  schaden, 
▼erstattet  sein,  das  Coordinatenayatem  90  ansanebmen,  daaa  a 
positiv  ist.  Alles  dieses  rorauegesetst,  sind  nun  die  Glelchnngen 
der  beiden  Kreise; 

und  wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  :r,  1/  als  unbekannte  Gros- 
sen bestimmt,  so  erhält  man  die  Coordinaten  der  zwei  Durch- 
schnittapnokte  der  beiden  Kreise.  .  Ans  der  aweiten  Gleichnng 
eigidit  sich  snYfirderst: 

-|-  v* — 3aj? =r^' — , 
nlse  wegen,  der  ersten  Gleichnng: 

woraus 
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Also  ist  wegeo  der  erttfii  GAfdclmiig: 

9»=^-^  SS  9«^^  ^5  i^, 

d.  I. 

noraiui  mm  mittel«!  einer  ellgeneiii  bekenoUn  i^erieguiig  auch 

(g-f  g+y)  (a+g— r)  (r-ht-c)  (Qj^r-a) 

erhält  Bezeichnet  man  den  Flächeninhalt  rlos  ntis  «,  ^,  r  «Is 
Settea  gebildeten  Dreiecks  durch  ^*  so  i^it  hekuuiiUicb  - 


und  wir  haben  daher  zur  BesthnmuDg  der  Coordinateo  der  sv?ei 
Dttrchecboittepvnkte  der  beiden  Kteise  die  folgenden  Fermebi: 


Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  A\p  Goordinaten  mit  dem 
oberen  i^eichen  dem  Punkte  A,  die  Coordinateo  mit  dem  unteren 
Zeiebeo  dem  Punkte  D  entsprechen,  ea  das^  also,  wenn  wir 
jene  Coordfaiaten  dureh  4^,  if^  $  diese  durch  jr^»  ^  bezeldmens 


L  .'ya=~^ 


ist. 


Die  fileichung  der  durch  Jen  Punkt  A  oder  (afi  yi)  gesogO' 
nen  beliebigen  geraden  Linie  gei  jetzt 

^^Aat-^ß, 

so  ist,  weil  diese  Linie  dotch  den  Punkt  (x^  y^)  gebt, 
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and  folglich 

die  Ctleicboiig  dieser  Linie. 

Beielcbnen  wir  ni»  die  Coordioaten  der  Durcbscbnittspunkte 
dieser  T/mle  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dein  Halbmesser  q  be- 
schrieben ist,  durch  x,  yi  so  haben  wir  zu  deren  bestininiting 
die  beiden  Gleichungen: 

ERminirt  man  aua  diesen  Gleichuigeo  ^,  so  erhilt  man  aar  Ba- 
atimmung  von  «  die  Gleichnngs 

d.  i. 

uud  lust  man  diese  quadratische  Gleichung  auf  gewöhnliche 
Weiee  aiS,  ao  «rgiebl  aich  mitteist  leichter  Rechnung: 


*= — —  rfz* 

Weil  eher  der  Punkt  («i  yi)  in  dem  mit  dem  Halbmeaaer  «  be- 
•ehriebenen  Kreiae  liegt«  an  iat 

also 

werte  aich  nach  klcbter  Hechpi^g 
foigücb  nach  dem  Obigen 

— —  

ersieht.  Das  obere  Zeicbeu  liefert  x  =  uad  entst»richt  lolgUch 
deni  Punkte  «J.  Will  man  also  die  erate  Coofdinate  oder 
Abscisse  dea  aniHra  Durchschnittsnunkte«  nnserer  geraden  Linie 
mit  (lern  Kreise,  welcher  mit  dem  Halbmesser  g  beschrieben  ist, 
liaben,  so  muss  man  das  untere  2^€faeii  nehmen,  wodurch  man 
für  diesen  Durchscbnittspunkt 
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oder 

erhält;  und  »eil  nun  nac,h  dem  Ubigeu 

ist»  Bo  hat  man  aar  B^ntfninNnif  tod     y  dia  Auadrflcka; 

 ,  3/-^,  ^i^^^a 

Beaeicbiien  wir  forner  die  Coordinaten  dar  Dardiacbnitts- 

E unkte  unserer  geraden  f.lnie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem 
lalbiiieaser  r  beacbriebea  wurden  ist,  wieder  durch      y  aelbat; 
ao  haben  tvir  an  deren  Bestimaiung  die  beiden  Gleicbangeo: 

Eliminirt  man  ana  diesen  Glaicfaungen  jf»  ao  erbSlt  man  aar  Ba> 
atimmnng  Ton  x  die  Gleichnog 

dA 

und  1u8t  man  diese  quailratische  GlelcTitm^  auf  geHrubiUiche  Art 
auf,  cto  ergiebt  sich  mittelbt  leichter  ixochiiung: 

Weil  aber  der  Punkt  (ar^  y^)  in  dem  mit  dem  Haibmeaaer  r  be- 
aefariebenen  Kreiae  tagt,  ao  iit 

abo 

wofaaa  aieh  nach  lekbter  Reehnnng 
folglich  nach  dam  Obigen 
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ersieht.  Das  obere  Zeichen  liefert  ar=:si,  uod  eotspricht  folg- 
lich dem  Punkte  (or,  Will  man  al«o  die  erste  Coordinote 
oder  Abscisse  des  anderen  Durchscbnittjipunkts  unserer  geraden 
Linie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Halbmesser  r  beschrie- 
ben worden  ist »  haben ,  so  muss  man  das  untereZeicben  m 
wodurch  man  ßir  diesen  Durdmcbnittspunkt 


odei 


erhiit;  und  iv«il  mm  nm^  dem  Obigen 

ist,  so  hat  man  nnr  Bestimmung  von  s,  ff  die  Ausdriiefce: 

— r+^~'   1+^*  • 

Ist  jetzt  jetzt  i?i  Taf.  TV.  Fii;.  4.  der  Durchschnittspunkt 
unscriT  geraden  Linie  mit  deiu  Ivrolse,  «reicher  mit  dem  Halb- 
nieder  q  beschrieben  worden  ist,  dagegen  c  in  derselben  Figur 
der  DnrelieehnittspQnlrt  dieser,  geraden  Linie  mit  dem  KreUe, 
welcher  mit  dem  Halbmesser  r  beschrieben  worden  ist,  und  he- 
zeichnen  wir  die  Coordinatcn  dieser  beiden  Pnnkte  respectivci 
durch  Xb,  yh  und  Xq,  ^9\  so  l&X  nach  dem  Vorhergehenden: 


nnd 


^  TM»  '  'ä'*"^»  = — rf2«~ 


Also  ist 


2«  _  3i<a_ 


Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  6  und  e 
oder  {xb  m)  und  (xe  y^)  von  einander,  d.  i.  die  Linie  bc  in  .Tnf* 
IV.  Fig.  4.,  durch       so  ist 

(j?»-a?«)«+(y*-ye)« , 
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d.  i.  aacb  dem 


4  a* 

folglich,  weil  unter  den  gemaeliton  Voraussetzungen  bekaoDUich 
a  positiv  lats 

Von  dem  Punkte  D  oder  (r.^  y^)  wollen  wir  uns  jetet  anf 
die  durch  den  Punkt  A  oder  (.^i  yi)  gelegte  gerade  Linie  ein 
Perpendikel  gefüllt  denken,  und  die  Länge  dieses  Perpendikels 
durch  P,  die  Coordinaten  smiies  Kusspunktas  in  der  in^  Rade 
stehenden  Linie  aber  durch  jr,  r  bezeichnen.  Die  Gleichung 
dieses  Perpendikels  ist  oscb  den  Prindpien  de^  analytiachen 
Geometrie 

und  zur  Hf^stiriHnung  der  Coardioafea  jr,  y  "hat  man  daher 
beiden  Gieichuuj^eii: 

y— »a=— ^(^-^»); 

oder 

oder  aneh 

Weil  aber  nach  dem  Obigen 

4  V 

ist;  so  werden  diese  GleicIniDgen; 


and 
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TolgUeb 


21$ 

• 


1  ^. 


4.4^  4il«A 


und 


liezeicbnen  wir  imo  die  Kntlernung  des  FuHspunkteji  des 
Perpendikeb  P  von  dem  Punkte  A  oder  (jri  yi)  durcn  Q;  so  ist 

alio  nach  dem  ObigMi»  irto  mra  leicht  findet» 


indem  min  das  obere  oder  untere  Zeichen  ninrat,  jenachddni  die 
GrOiiee  A  positiv  oder  negativ  ist 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

2<f 


st,  so  ist 
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und  daher  dieses  Verhältnis«  ein  von  der  Lage  der  durch  den 
Punkt  A  oder  ifi)  «^oeenen  geraden  Linie  unabhängige«, 
insofem  abo  coMtantes  VeratiCniss,  irsf  nonittolbar  su  dem 
folgenden  geometriecbeD  Satie  tifhit: 


ä 


Leknutx. 


Wenn  zwei  Kreise  eich  achneiden,  und  man  ven  d 

einen  ihrer  beiden  Durchs  ch  nit  ts  [>  u  nk  te  aus  eine,  je- 
den der  beiden  Üreise  ein  zweites  Mal  schneidende 
erade  Linie  zieht,  so  ist  das  Verhftitnies  swUcben 
er  Entfernung  der  swei  Durchschelltspunkte  die»er 

Seraden  Lini  e  nii  t  d  en  b  e  i  <1  eri  Kreisen  von  einanderund 
ein  von  dem  anderen  Durch^chnittspunict c  der  beiden 
Kreise  auf  die  in  Relle  stehende  gerade  Linie  gefäll- 
ten Perpendikel  von  der  Lage  der  geraden  Linie  nn- 
abbängig, ttodiasofernaleo  eio conetaatee  Verhiltniee.' 

•  Dies  ist  der  SkU,  ven  dem  wir  im  Folgenden  eine  Anwen* 

düng  auf  das  Ilückwärtseinschneiden  mit  dem  Messtiscbe  machen 
vrerden.  Vorher  wollen  wir  jedoch  die  folgenf!rn  geometrischen 
Bemerkungen  dein  Vorhergehenden  noch  beUügeo. 

Wenn  mau  ans  den  .beiden  GImcfanngen 
die  Grtae  A^  eKminirt»  so  erhält  man  die  Relation 
und  da  nun  nach  dem  Obigen 


ist,  so  ist 


woraus  sieh  di«  beiDerkeiiswertbe  Uelation 
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oder 


ergiebt 

BeMicbnen  wir  die  gemeiocchalUiche  Sehn«  der  beiden  Krei«e 
durch  5,  ao  iet 

aleo  nach  den  Obigen 

16  \« 

folglich 

.44 


Deher  iet 


also  nach  dem  Obigen 


E  2o 


oder 

welche  Proportioo  eio  Jeder  eogleicli  wird  in  Worten  aeeepreob« 
können. 


Auch  iet 


alte  nach  dem  Obigen 


42?-^' 


Q2    -  ' 


woran«  eich 
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oder 

ES 

ergiebt. 

Verj^leicbt  man  dies  mit  dem  Obigen ,  so  orhSM  mu 

ES      _  E\rP^(^ 

oder 

vvorntis  s'ch  leicht  die  nach  dpm  pytbi^orfiiechen  Lebraatse  sich 

von  8etbi»t  ver^iitebende  (vleichung 

•rgiebt. 

Es  wnrdf'ti  steh  leicht  aus  dein  Obi^pn  noch  manche  andere 
Relationen  ableiten  Inüsaen,  da  es  ja  bekannt  gcnu^  ist,  diin^  si*:h  bei 
Untersuchungen  wie  die  vorhergehende  immer  eine  grosse  Menge 
mehr  oder  wenii^r  merkwürdiger  Relationen  ergeben,  deren  Ab* 
leitung  oft  nur  ein  geringes  Verdienst  ist,  aber  dessemni^inc  Titot 
als  ein  trefHiches  Uebungsmittel  für  Anlan^cr  jederzeit  einen  Cros- 
sen Werth  bat.  Ich  will  mich  aber  bei  solchen  geonietriächeti 
Uebangen,  die  nur  den  groesen,  ja  anermeeslichen  ftetchthmn 
der  (ieoTiiptru;  zu  zeigen  {geeignet  sind,  jetzt  nicht  länger  aufhal- 
ten, sondern  nun  sogleich  zu  dorn  wichtigen  praktischen  Gegen- 
stände übergehen,  welchem  das  Obige  zur  Vorbereitung  und 
Grundlage  dfenen  sollte.  Etoe  elemeotw-geometriscbeDareCeilaog 
des  u1)i^'en  Gegeii.stnndes,  bei  dessen  Entwickelung  ich  mich  hier 
absicbtHch  der  mmh'^trschen  Geometrie  bedient  habe,  von  befreun- 
deter Hand,  mit  noch  manchen  anderen  Bemerkungen,  werde  ieb 
den  Leeero  dea  Archive  vlelteicbt  baldmitsutbeilea  im  Stande  aeio. 

III. 

In  Taf.  IV.  Fig.  5«  t^eien  jetzt  B,  C  die  drei  auf  dem 
IMesstische  gc'r»'bf*nen,  den  T unkten  3,  <C  auf  dem  Felde  ent- 
sprechenden Punkte,  und  ü  sei  der  auf  dem  Messttsche  zu  liii- 
dtende  vierte,  dem  Punbte  ^  auf  dem  Felde,  in  ircichem  der 
Meastisch  autgestellt  worden  ist,  entsfirechende  Punkt.  Die  ge- 
genseitige Lasje  der  drei  I*uokte  2(,  <L  auf  dem  Felde  sei  eine 
solche,  dass  dem  in  Z>  steheaden,  mit  dem  Gesicht  nach  2t  ge- 
kehrten Beobachter ,  der  Punkt  7i  swiaehen  den  PnaklMi  '3^  onil 
C  liegend  erscheint.    Zugleich  denk«  nan>aichaiif  dam  Haan 
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(ISfhe  die  beiden  bekannten,  durch  D  und  durch  A,  C,  D 

geikeoden  Kreise  beschrieben»  was  Allee  eo  allgemein  bekannt  ist, 
oass  es  hier  noch  weiter  zu  erläutern  ^r\r\7.  unzt^eckmässisr  nnd 
unnütbig  sein  wurde.  Eine  beliebii^e  (hin  h  xi  tiezogene  gerade 
Linie  schneide  den  Kreis,  in  H-eicheni  i>'  liegt,  iu  den  Kreij»^  iu 
welchem  C  liegt,  io  Praktisch  erbilt  man  zwei  Punkte  wie  6 
und  c  sehr  leicht ,  wrnn  man  bei  ganz  beliebiger  Lage  des  Tisch- 
blattes  die  Kij)|)regel  an  A  legt  und  nach  ?1  ^isirt.  daou  die 
Kippregel  an  Ii  legt  und  nach  2b  visirt,  uad  den  Durchächnitts* 
pvnkt  a«r  beiden  auf  diese  Weise  erhaHeiien  Visirlinien  beatimnilt 
was  einen  Punkt  b  giebt;  dann  legt  man,  natürlich  hei  ganz  uii- 
Terrückter  Lage  fies  Tisclies«,  die  Kippregei  auch  an  6',  visirt  nach 
C«  und  be^tiiunit  den  Üurchschnittspunkt  dieser  Visiriinie  mit  der 
edlon  vorher  erhaltenen  durch  A  genenden  Visiriinie,  so  giebt  dien 
pincT)  PiTnkt  r.  Der  Grund  dieses  einfachen  Verfahrens  erhellet 
auf  der  Stelle,  nenn  man  nur  uberlegt,  da^s  die  Winkel  Abli  und 
^cCauf  dem  Tische  rcspective  den  Winkeln  212>*13  und  2t£!(£  auf 
dem  Felde ,  denen  bekanntlieh  aecb  die  Winkel  ABB  und  ABC 
auf  (Iciu  Tische  gleich  sind,  mit  einer  hier  völlig  ausreichenden 
Clenauiizkeit  gleich  8ind ,  wenigstens  bei  Entfernungen  der  Punkte 
H,  2^,  <L  von  dem  in  j£>  aufgeäteliteu  Tische,  welche  gegen  die 
Dinenidenen  den  Tisches  als  versehwindend  befrachtet  werden 
k")nrtrn.  Auf  diese  Weise  kann  man  sich  also  immer  leicht  und 
mit  der  :4r;issten  iSauberkeit  zwei  f*niikte  \A  ie  b  und  c  verschaffen. 
Die  \  isirlinien,  welche  diese  L^uukte  geben,  wird  mau  nie  völlig 
ausziehen,  da  es  nunSchet  nur  aof  eie  Bestanmaiig  aweier 
eher  Punkte  wie  6  und  c  eelbst  ankemmt 

Grosserer  Einfachheit  wegen  wollen  wir  im  Folgenden,  was 
In  der  Praxis  gewiee> immer  verstattet  sein  wird,  annehmen,  daee 
hei  fler  Bestimmung  der  Punktn  h  und  c  nach  (!(  in  vorhergehen- 
den V  erfahren  der  Messtisch  schon  so  weit  oricntirt  i*ei^  dass 
diese  i^unkte  beide  auf  einer  Seite  des  Punktest  liegen,  dieser 
letitere  Punkt  also  nieht  xwiscben  jenen  beiden  Punkten  liegt, 
wenn  auch,  theoretisch  genommen,  die  Betrachtung  des  Falls,  wo 
A  zwischen  b  und  c  liegt,  keiner  besonderen  «Schwierigkeit  unter» 
liegen  würde,  was  wir  aber  füglich  dem  Leser  uberiasscii  kunuen. 
Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  im  Folgenden,  wenn  zwei  Paare 
von  Punkten  wie  6,  c,  die  wir  durch  b,  c  und  6',  c'  bezeichnen 
wollen ,  auf  dem  Messtische  gegeben  sind,  diese  beiden  Paare  hc 
und  b'C  symnketriscli  oder  unsvmme  trisch  gegen  liegend 
nennen»  jenachdeni  mit  Besiehung  ^er  obcien  und  unteren  Zeichen 
auf  einander 

Ab^Ae,  A(^  ^Ae 

oder 

Ab^Ac,  Ab'^Ac^ 

iel;  was  sich  bei  praktischen  Operationen  inuuer  auf  der  Stelle 
wird  erkennen  laeaen. 


üiQiiizeQ  by  Google 


220 

Wmiii  uhui  die  obM  beidirWbeM  OponüMi  bei  swel  ▼er» 

«chled^aeii  Lagen  des  Tischblattes  rombamt,  8o  kann  man  sich 
leicht  zu  ei  solche  Paare  von  Punkten  wie  bc  und  h'c'  verschaf- 
fen, und  das«  die«  geschehen  sei,  wollen  wir  vau  nun  an  voraus- 
setzen. Dies  aber  vorausgeselst,  erbettet  axis  einer  blosses  Be- 
trachtung von  Taf.  IV.  F'ie.  &  sef  der  Stelle»  dass,  ienachdem 
die  hciden  Paare  bc  und  f/c'  ijepen  ,4  «ivm metrisch  ouer  unsym- 
metrisch liegen,  der  gesuchte  Punkt  O  utcht  swisebeo  den  beideo, 
natfirlidi  stets  ffebilrig  verlSogert  gedaebten  LInieo  be  and  ^V, 
oder  zwischen  diesen  beiden  stets  gehSiie  verlängert  gedachten 
Linien  liegt.  Hat  sich  aher  aus  einer  nach  den  vorhergehenden 
Ke<;ehi  äusserst  leicht  anzusteiiendeu  Beurtheilong  ergeben,  dass 
der  gesuchte  Ponkt  D  nicht  zwischen  den  beiden  immer  gehörig 
▼erl&sgert  gedachten  Linien  bc  und  b'c'  lie^t»  und  daher  au 
einer  und  ilersdhcn  Seite  dieser  heiden  Linien  gesucht  werden 
muss,  so  crheilet  sowohl  aus  einer  blossen  Betrachtung  vou  TaL 
IV.  Fig.  5.,  als  auch  aus  dem  in  IL  bewiesenen  geometrischen 
liebfsatze,  nach  welchem  die  von  dem  Punkte  D  auf  die 'Linien 
6c  und  fj'c'  jefälltcn  Perpendikel  zu  diesen  Linien  selbst  ein 
und  dasselbe  constante  Verbältniss  haben,  dass  der  Punkt  D  im- 
mer auf  der  Seite  der  kleineren  der  beiden  Linien  bc  und  6V 

fesucht  werden  mnm,  anf  welcher  die  grössere  dieder  beiden 
4nien  nicht  liegt 

Denken  wir  uns  jetzt  durch  die  beiden  i^unkto  A  und  U  eine 
gerade  Linie  gesogen,  so  erbellet  doreb  eine  gans  ein&che  geo« 

metrischcBelrachtunG^aufder  Stelle,  dass  die  beiden  von  einem  jeden 
g:inz  helieMi^eH  l^intlcte  in  dieser  Linie  auf  die  gehörii?  verlnjii^ert 
bedachten  Liuicn  a6und  u'ü'  gefüllten  Perpendikel  in  deioselbeirv  er- 
Siltnisse  zo  einander  stehen  wie  die  beiden  von  dem  Punkte  Danf 
die  gehörig  verlängert  gedachten  Linien  ab  und  afb*  geßlllten  Per- 
pendikel. Also  werden  nach  dem  in  II.  bewiesenen  geometrisrhen 
Lehrsatze  die  beiden  von  einem  ganz  beliebigen  Punkte  in  der 
dnrcb  A  bnd  />  gehenden  geraden  Linie 'auf  die  briden  gehörig 
verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a'b'  gefüllten  Perpendikm 
sich  jederzeit  eben  so  /ii  einnrider  verhalten  ,  wie  beziehungsweiso 
die  beiden  Linien  aö  und  a'O'  sieb  selbst  zu  einander  verhalten; 
und  bestimmt  man  also,  nachdem  man  nach  dem  Vorbergehcndee 
die  La^e  des  Punktes  und  demnach  auch  überhaupt  die  Laee 
der  Linie  AD,  ceiren  rlie  beiden  pehörisj  verlängert  gedaebten  Li- 
nien ab  und  u'O'  bereits  ermittelt  hat,  entweder  nach  dem  Augen- 
inaasse  oder  durch  genaue  geometrische  Construction  ehien  Punkt 
auf  dem  Messtische  so ,  dass  dessen  Entfernungen  von  den  ge* 
hon^j;  verlängert  gedachten  l Anten  ab  und  a'b'  sich  eben  so  zu 
einander  verJialten ,  wie  bej^tehungsweise  die  Linien  ab  und  a't/' 
sich  selbst  zu  einander  verhalten,  so  wird  der  auf  diese  Weise 
eilialtene  Punkt  ein  Pnnlct  in  der  durch  A  und  /)  gehefiden  ge- 
raden Linie  sein.  Legt  man  also  dann  die  Kippregel  an  diesen 
Punkt  nnd  an  den  Funkt  A  an,  und  orientirt  nierauf  das  Tisch- 
'  -blatt  nach  2i,  so  wird  dasselbe  richtig  orientirt  sein,  und  dann 
also  anch  ferner  der  Punkt  D  selbet  lelclit  erhalten  werden  kon* 
nen,  wenn  man  nur  die  Kippregel  an  ß  oder  C  legt,  und  respec- 
tive  nach  &  oder  d  visirt.  wns  all«j:emein  £;enug  bekannt  ist,  als 
dass  es  hier  noch  einer  weiteren  Ausführung  bedfirfte. 

•  t 
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i 

Mao  kann,  wenn  e»  der  Kaum  auf  dem  Tkcbblatto  «ulä««! 
nnd  es  flberhaopt  als  swecknilssig  ersdidint,  worfiber  sich  im 
Allgemeinen  nicfits  festsetzen  ^Üsst»  deo  ioRede  stebendeo  Pnnkt 

auf  (^eni  Tisrfir  nuch  so  hestlmmcn,  dass  sptno  Entfernungen  von 
den  gehörig  veriäagert  gedaciiteii  Linien  ri6  und  a'l/  diesen  bei- 
den Linien  ab  und  nf^  beziefauiigsweise  gleii^  sind. 

Ein  hinrc'irhrnf!  geübtes  Augcnmrinss  wird,  glaube  ich,  bei  der 
Bcstimmuue;  des  in  licde  stehenden  Punktes  meistens  ausreichen; 
aber  auch  vveim  man  sich  darauf  nicht  verlassen  wollte  oder  kOnnte, 
wOrde  dieser  Punkt  stets  dnrch  eine  genaue  geometrische  Con* 
sfrnctinn  erhalten  werden  können,  die  In  der  Ausführung  so  leicht 
und  einfach  i^t,  dass  man  wohl  noch  wagen  darf,  sje  den  bei 
Messtischo[>erationcu  auf  dem  Felde  beschäftig len  praktischen 
Geometora  aufzubürden.  Man  braucht  ja  bloss  auf  den  gehörigen 
Seiten  dar  Linien  M/'y  und  a'b'  in  Entfernungen.;  von  denselben, 
die  entweder  die>;en  Linien  holbst,  oder  f:;ewis.sen,  mittelst  des 
ZirkeU  zu  hestinuuenden,  gleicbvielteu  aliquoten  Theilen,  oder 
endlich  auch  gewissen  Gleicnvielfachen  derselben  gleich  sind,  mit  ' 
Hülfe  von  Lineal  und  Dreieck  mit  den  Linien  ab  und  «'Ä'  zwei 
Parailellinicn  zu  ziehen  und  deren  Durrhschnitfspunkt  zu  bestira* 
m«n,  .welcher  der  gesuchte,  zur  richtigen  Orientirung  des  Tisches 
erforderliche  Punkt  sein  wird.  Jedocli  wird»  wie  gesagt,  gewiss 
in  den  meisten  Fallen  ein  geübtes  Augenmaass  ausreichen,  wenn 
nian  nanientlioh  die  vorhergehende  Metbode  als  eine  successive 
Ann.iberungsiaethode  hetraclitet,  die  nur  erst  nach  einigen  Wieder- 
holungen zu  einer  volletilndig  richtigen  Orientlrung  des  Tisches 
fährt.  Auch  werden  noch  manche  Vortheile  jedem  in  der  An- 
wendung des  Rtickwartseinscbneidens  schon  geiibteD  Prairtiker  sieb 
gewiss  ganz  von  selbst  ergeben. 

Wenn  die  Linien  be  und  b'c'  sich  beide  auf  einen  Punict 

zusammenziehen  ,  so  wird  dies  jederzeit  ein  sicheres  Zeichen 
Mein,  dass  die  vier  Punkte  A.  B,  C,  /J  auf  üiner  und  derselben 
Kreisperipherie  liegen»  und  daher  die  Aufgaiic  eine  unbestimmte 
ist*).  Züge  sich  dagegen  nur  die  eine  der  beiden  Linien  6c  und 
6'c'  auf  einen  Punkt  zusnninien,  so  würde  eben  dieser  Punkt  der 
ge.«uchte  Punkt  />,  und  eine  weitere  Fortsetzung  der  Operation 
daher  nicht  nöthig  sein. 

Wenn  man  die  Linien  bc  und  b' c'  nSherun^swcise  als  ein- 
ander yamllel  anzusehen  sich  bereehtiüt  halten  darf,  und  diesel- 
ben symmetrisch  gegen  den  Punkt  A  liegen»  so  erbellet  mittelst 
einer  einfachen  geometrischen  Belracbtang  ans  dem  Obigen  so- 
gleich,  dasit  der  Durcbsdinittspanfct  der  gehörig  verlängerten  Li- 
nien öb'  und  ce'  n&bemngsweise  der  oben  angegebenen  Bedingung 


*)  Da  nämlich  f/c  nnd  6'C*  jetzt  Punkte  «ind ,  die  wir  durch  {6c) 
ead  iß'C'}  bezeichnen  wollen,  sn  f^eht  der  durch  A,  ß,  D  beachriebene 
Rreia  dorch  die  Punkte  A,  ß,  Z?,  (de),  iö'C),  der  durch  il,  C,  D  be^ehrie- 
k«ae  Kreia  durch  diu  Punkte  ^4,  Cy  (ßc)^  {b*C*y  Alao  gehen  heide 
Kreise  durch  dicaclbrn  \\tt  Poakle  i,  D  «»d  '«U««  daher 

mit  cinani'cr  xuaaiumen. 

Th«il  XVI,  15 
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rflcksichtUch  seiner  EDtfernuneeu  Von  den  Linien  6<r  and  l/C  ge* 
nOgen  wird,  und  daher  tar  ntnerungsweisen  Orientimnir  de«  Hese- 
tiMhes  in  der  obevk  ant^egebenen  Weise  benatzt  werden  kann. 
Können  daco^ron  die  Linien  bc  und  b'c'  naherungs^rcise  als  ein- 
ander parallel  betrachtet  werden,  und  Hegen  unsymnietrifich  gegen 
den  Punkt  A,  so  erhellet  eben  so  leicht  wie  vorher,  deas  wiMet 
der  Darcbschnittspunkt  der  beiden  Linien  bb'  und  eef  zur  näbe» 
runf^8wc!gen  Oricutirung  des  Mer<«?tisrhf»N-  benutzt  werden  kann. 
Wie  es  nach  dem  Obigen  bekanntlich  ertorderÜch  ist,  liegt  der 
liurchschnittspunkt  der  beiden  Linien  bb'  und  c&  im  ersten  Falle 
nicht  swiachen  den  beiden  Linien  bc  und  6V,  im  zweiten  Falle 
dagegen  7^ris^hnT^  flinspn  brideti  Linien.  Dies  ist  eiprentlich  im 
Wesentlichen   die  oben  erwähnte,   von  Bohnenberger  unge* 


one  oben  entwickelten  genaneo  Methede  ibree  wnbren  Grund  bat 

üeber  die  obige  Metbode  uns  norh  weiter  zu  verbreiten,  oder 
dieselbe,  wie  vielleicht  mancher  Praktii^or  wünschen  möchte,  für 
den  iiraktiecheo  Gebrauch  hier  nochmala  Im  Zeaammenbange  dar- 
zustellen, halten  wir  für  unnuthig.  Auch  wird  der  wahre,  theore- 
tiKfli  gehiViq;  sfcluldete  Praktiker  gewiss  selbst  leicht  noch  auf 
manche  erweiterte  Anwendungen  unserer  Metbode  kommen.  Ich 
erwlbne  daher  nur  noeb  aum  Scblnea,  daae  ich  die  In  ü.  gege- 
benen Entwickelungen  hier  absichtlich  auf  demselben  Wege  seee* 
ben  habe,  welcher  mich  zu  denselben  geltihrt  hat,  nämlich  im 
Gewando  der  analytischen  Geometrie.  Vielleicht  ist  eine  einfache 
nIeiBentare  Pai«telloo|f  dnrch  die  syntbetiacbe  Geemetrie  nOelicb, 
der  teh«  wenn  man  sie  mir  mitzutneilen  die  Gflte  haben  sollte*), 

£ern  einen  Platz  Im  Arrbive  cinrHumen  wflrde,  »md  daher  die 
leser  dieser  Zeitachrilt  zu  einer  desfaltsigen  Cntersuchung  auf- 
snferdem  mir  erlanben  mDcbte,  weil  ich  allerdings  der  Meinung 
bin,  dass  die  aus  den  in  II.  angestellten  theoretischen  Betrachtungen  In 
II!,  hornjeleltete  y)riktische  Methode  des  T^'i^lc\v•;rtseinschneldena 
mit  dem  Messtiscbe  ihrer  Einfachheit  wegen  wohl  verdient,  dass 
nie  durch  eine  hinreichend  elementare  und  leichte  theoretische 
Betrachtung  auch  is  ihren  Gründen  einer  mugUcfant  groasen  An* 
aehl  von  Praktikem  snginglich  gemacht  werde« 

•)  Du»*  «iasu  lIoiToiiri^  vortiaudea  itt,  habe  ich  oben  «choa  betnerkL 
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Ueber  eine  neue  ArU  Me  Oeselj»  der 
Fortpfiansun^  und  Polarteatton  des 
Uchtes  In  optiscli  zweiaxigen  nedlen 

daramtellen. 

V 

Von 

Herrn  Dr.  Beer, 

Privntdoceotcn  nn  der  tloiverntät  zu  Bonn. 


Das  PtdOrfoiss  von  Modellen  bei  dem  Studimn  der  Doppef- 
Brccbiirig  hat  sich  unfer  Anderem  durch  die  Erfindung  verschieueoer 
Darstellung»  -  Arten  der  Wellenfläche  optisch  zweiaxiger  Krystalle 
bekundet.  Unter  diesen  «iud  als  die  vollkommensten  diejenigeo 
Modelle  ea  betrachteo,  welche  sieb  nach  den  vricbtigsten  SchDltteo 
jener  Fläche  aus  einander  schlagen  lassen,  und  deren  Maeae  den 
zu-iKchi^n  den  heidcn  »Schalen  der  Flache  befind  liehen  Raum  aus- 
füllt« $o  dass  sie  in  ihrer  Convexität  und  Concavität  eine  vollstän- 
die  Torstellang  der  llVellenform  ▼ermitteln.  Eine  andere  Art  be- 
steht aus  zwei  Theilen,  von  denen  der  eine  durch  die  innere 
Schale  oder  durch  einoii  T!w  il  dersflhen,  z.  B,  einen  Octanten, 
und  durch  die  Uauptschiittte,  der  andere  durch  die  äussere  Schale 
begrenzt  wird.  Noch  einfacher  ist  die  Darstellung  mittelst  Plat- 
ten von  Pappe,  auf  denen  Schnitte  der  Fläche  gezeichnet  aind^ 
oder  mittelst  Drähten,  die  den  rmfang  solcher  Schnitte  ansehen. 
Dieser  Aufsatz  ist  der  Angahe  ( inor  neuen  Art,  die  Gesety.e  der 
Fortpflanzung  und  Pularisation  des  Lichtes  in  doppclbrechcnden 
Mitteln  sowohl  mittelst  einea  lelcbt  herznatelleDden  Modelle»,  aia 
anrh  mittelst  der  Zcichnnng  darznstollen,  gewidmet.  Wir  scliicfeen 
(lor  Besc  hreibung  einige  begrSodeade  mathematische  Betrachtun- 
gen voraus. 
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1.    Die  Geschwiadlgkeiten  i^i  und  i^,  mit  welchen  sieb  zwei 

SantUele  «bene  Wellen  in  emem  optiscn  zweiaxigen  Mittel  nadi 
er  Richtung  ihrer  gemeinsamen  Normale  fortpflaDKen»  worden  be- 
kanntlich aua  folgenden  Gleichungen  gefunden: 

Legen  wir  in  Tat  V.  Fig.  1.  durch  einen  Pnnbt  O  als  Miftelponktawel 

Gerade  /li^^i' und  ^^.^ nach  den  llichtungen  der  beiden  optischen 
Axen  für  ebene  Wellen  (der  wahren  optt^rfien  Axen),  so  bedeuten  Ux 
und  ti*  die  Winkel,  weiche  eine  durch  O  mit  der  gemeinsamen 
Normale  der  beiden  Fronten  parallel  gelegte  gerdde Linie  OiVbesflg- 
lieh  mit  OA^  und  OA%  hUdet;  der  Werth  von«  ist  immer  positiv, 
während  I,  ubsolut  genommen  kleiner  als  s,  positiv  \vir»1,  wenn 
die  Uaibirungs* Linie  des  Wiukeb  A^OA^  mit  der  Axe  der  klein- 
sten Elasticitit,  und  negativ  wird,  wenn  8ie4nitder  Axe  der  gross« 
ten  Elasticitat  zusamnienfitllt.  Die  ^Schwingungen  der  Wellen* 
Front,  deren  Gesch^vindigkeit  ist,  stehen  auf  O/V  senkrecht 
und  liegen  in  einer  £bene,  welche  durch  OiV  gehend,  den  Winkel 
S  des  körperlichen  Dreiecks  Ax^A^  balbiri  Die  Schwingun- 
gen der  zweiten  Welle  stehen  auf  denen  der  ersten  senkrecht 
und  liegen  wie  jene  in  der  Wellen -Ef^ene.  Be?:eichnen  wir  den 
Winkel,  welcher  von  der  Normale  OiV  und  der  Linie  OA'%  ein- 

SBBcblossen  wird«  durch  u^',  so  wird  tig-f' V  =  180^^,  und  an  die 
teile  der  Gleichung  2)  kOimeii  wir  die  folgende  .traten  lassen: 

Der  Ort  der  Normalen  nun,  (ilr  welche  denselben  Werth  be- 
sitzt, d.  i.  der  Normalen,  deren  erste  Welleu- Ebenen  sich  mit 
gleicher  Geschwindigkeit  in  dem  krystallinischen  Mittel  fortpflan* 
zen,  ist  olTeiibar  ein  Kegel  des  zweiten  Grades,  dessen  Spitze  in 
Olie^t,  dessen  Axe  mit  der  Halbirungs  -  Linie  des  Winlvcls  A^  OA^ 
coincidirt,und  dessen  lirenn-Liniendie  optischen  Axen  Jj^j'  untl^L^'^ 
sind.  Ebenso  bildet  andererseits  die  stetige  Aufeinanderfolge  dermr- 
malen,  deren  zweite  Wellen- Fronten  sich  mit  derselben  Geschwin- 
digkeit f.>  fortbewegen,  eiTien  ellipfisrlicMi   Ke?,cl,    dessen  Mittel- 

8 unkt  O  ist,  dessen  l!aui)t-Axe  den  Winke-  A^OA^  halbirt,  und 
essen  Focal>Linien  die  Geraden und  A^^A^  sind.  Die  bei» 
den  erwähnton  Kegel  sind  hiernach  confocal  und  "stehen  mit  ihren 
Hauptaxen  auf  einander  senkrecht.  Einem  jeden  arKleren  Werthe 
von  Ti  und  entspricht  ein  anderer  Kegel  der  er^ien  und  der 
zweiten  Art;  wir  erhalten  also  zwei  Gruppen  confocaler  KeeeU 
flachen,  die  wir  Gesch windigkeits-Kegcl  nennen  wollen.  Die 
Entwicklung  der  Gleibbungen  dieser  Kegel  ist  loicJrt;  es  handle 
sich  z.  B.  um  die  Herstellung  der  Gleichung  für  die  Kegel  der 
ersten  Gruppe.  Wir  lassen  die  s>Aze  Snes  rechtwinkligen 
Coordinaten  •  Systemes  mit  der  Halhirungs -Linie  des  Winkels 
AiOA^,  die  .r'-Axe  mit  der  Halbirungs  Linie  des  Winkels  OJ» 
zusammenfallen ;  es  kommt  alsdann  die  y  -  Axe  auf  die  Ebene  der 

S tische«  Azen  senkrecht  in  stehen«  Da  nun  für  sämmtliche 
iten  eines  Kegels  der  ersten  Gruppe  ab  Nemalo  ebener  Wetten 
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dMMfriben  Werth  behalten  soll,  so  hat  man,  unter  l  eine  die 
lle  des  Parameters  spieleode  Constante  verafaeden,  die  kleiiier 
ele  coe4|04»  ist, 

Cö»(«|  +  l4)=:/, 

woraus  sich  ergibt; 

coetfi*  -f  ceeiiB*  ^  Sf.eeBiii  eosMaS  1  — 

ßezeichnen  tvir  die  Entreruuug  eines  Punktes  des  Kegels  vom 
Anfangs.*  Punkte  O  dorcb  r,  seine  Coordinaten  durch  y  und  s, 
eowte  den  Winkel  Ai  OA^  darch  Sit»  eo  int,  wie  leicht  eiasaseheB» 

=      ein» •.Gom^eeeii^s— efam-f  ^.oem. 

TT  TT 

Hieraus  und  aus  der  so  eben  gefundenen  Relation  zwischen  cosui 
und  C0SU2  ergibt  sich  für  die  uieicbnng  des  l^egels  vom  Pnmm^ 
ter  /  die  folgende: 

Anf  gern  demselben  Wege  Gndet  man  die  folgende  Gleichang  der 
■weiten  Gruppe  der  Geschwindigkeits -Kegels 

xHl—O  (cos2«+0  -i-^«(l-r-;-i\l+/)  (cos2n+0 =0. 

Es  ist  hier  /  iramer  negativ  und  kleiner  als  —  cos'?«  zu  nehmen; 
aber  %vcder  lür  dii*.  Kcgi;!  A', ,  noch  für  A'r,  darf  der  Grösse  /  als 
einem  Cosinus  ein  VVerth  beigelegt  werden,  der,  absolut  genora- 
OWD,  die  Einheit  übersteigt 

Die  Uauptaxe  der  Kegel  Äi  fällt  ersichtlich  mit  der  z- \xe 
zusammen,  liaibirt  also  den  Winkel  AiOA.^,  >vährend  die  der 
Kegel  K2  den  Winkel  Ai  OA^'  in  zwei  gleiche  Theile  theilt.  Dase 
Sämmtliche  Kegel  die  i>[iti?;c!ieu  Axeii  als  Focal  -  ririicn  Ix'sltzcn, 
'geht  aus  dem  Uinslaiule  hervor,  da>s  die  8unime  der  W  inkiii,  den 
eine  Seite  der  Kegel  mit  jeuen  Geraden  einschliefst,  tüi  densel- 
hen  Kegel  eine  constante  Grösse  behält.  Für  die  erste  Grupps 
besteht  ein  Grenz -Kct;el,  derjeniije  nämlich,  dessen  Parameter 
I  den  Werth  eos2«  hat,  in  den  Stücken  A^UAy  u'hI  Ai'ÜA^  der 
Ebene  J;z;  die  andere  Grenze  ist  die  Ebene  a-i/;  dieser  entspricht 
ale  Parameter  fs=— 1.  Die  Grenzen  der  Ke^el  K2  sioa  die 
Stfieke  AtOA^  und  A^OAi  der  Ebene  der  optischen  Azea,  fÖr 
l8s*«coe2it9  und  der  Uauptscbnitt  yz,  für      — 1. 

2»  Wir  wollen  annehmen,  es  sei  die  Ualbinings- Linie  des 
Winkels  AiOA^  die  Axe  der  kleinsten  optischen  Eiasticität,  ala- 
dann  crt»iht  sich  für  die  erste  Grenze  der  Kcc;el  Aj  das  Qua- 
drat der  Fortpflanzungs»Geschwindigkeit  ri*=*-fi'cos2M.  Dasselbe 
nimmt  an  Grösse  für  die  folgenden  Kegel  immer  mehr  ab  und 
eirticht  an  der  sweiteii  Grenze  den  Minirauma* Werth  f-t  Die 
dem  ersten  Grees  •  Kegel  der  aweiten  Gmppe  eataprecheDde  Ge* 
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«chwiDdigkeit  u  ii  d  bestimmt  durcb  die  Gleichung  p^^^s^f  Asoi2ii ;  sie  - 

wScbst,  währ<MiiI  slrli  die  Gfsclrvituligkeits-Keffel  erweitern,  und  ihr 
Quadrat  nähert  &ich  dem  iMaxiinum  s  welches  an  der  zweiteu 
Grenze  erreicht  wird.  Alles  dies  gilt,  alti^eschen  davon,  ob  der 
V^loM  AiOA.j,  spitz  oder  stumpf  oder  ein  Krcbter  ist,  also  für 
positive  und  negative  Krystalio  und  fVfr  rlon  IJcber^aniisfall ,  in 
«reichem  die  beiden  optischen  Axeo  aui  einander  seukrecht  steheo. 

Aus  den  in  1.  gemachten  Bemerkungen  Aber  die  Oscillatione* 

Ebene  dfr  Wpüpn  t<dq:t,  dass  die  Schwini^urii^en ,  v\<>lr?ic  einem 
Gescbwtndi^keiUj - kegel  entsprechen«  nach  den  iiicbtuugeu  sei- 
ner Normalen  vor  sich  gehen. 

3.  Fallen  die  beiden  <^tl<=:e!icn  Axf^n  A^'  und  in 
die  i  -  Axe ,  diese  immer  aU  Axe  der  kleinsten  Klasticität  gedacht« 
so  ist  das  Mittel  optisch  einazig  nod  positiv.  Es  Icanii  alsdann 
von  der  zweiten  Gruppe  der  Geschwindigki  its- Kegel  nicht  mehr 
die  Rede  sein;  r./  behfilt  den  constanten  Werth  ^  +  <  und  ent- 
spricht den  ordentlichen  Wellen«  deren  Schwinguncsrichtungea 
auf  der  einzigen  optischen  Axe  senkrecht  stehen.  Die  Gleichung 
der  Kegel  Ki  gestaltet  sieb  nun  in: 

(1+0-«*  (1-0=  0. 

Die  Kei^el  Jfi  gehen  in  Rotations'Keßel  über,  deren  Aren  mit 

der  optischen  Axe  zusammenfallen.  Für  den  einen  tirenzkef^el« 
welcher  hier  di*»  optische  Axe  ist,  ('rl-u);:it  auch  den  Werth 
$-{■1,  Indem  sieb  die  Kegel  iiU'neu«  wird  es  kleiner  und  erreicht 
an  der  zweiten  Grenze«  in  dem  auf  der  Axe  senkrechten  üaupt- 
ncbnitte,  das  Minimum  t— 1^ 

Wir  überbeben  uns  der  betracbtuiig  des  Falles«  wo  beide 
Azen  AiAi*  und  A^A^*  in  die  ««Axe  falten«  da  dann  das  Mittel 
In  ein  optisch  einaxiges  negatives  flbergeht. 

4.  Die  in  dun  vorhergehenden  Nummern  mitgetheiltcn  Be- 
trachtungen über  die  Fortpflanzungs-Geschnindigkeiten  und  Oscil- 
latlons-Ebenen  der  WpIUmi- Fronten  idtertragen  sich  (dnie  Weite- 
res auf  dieseHK'n  Attrihiitc^  der  Licht-8lrah!cn ,  wMm  wir  an  die 
Stelle  der  wahren  optischen  Axen  die  scheinbaren ,  an  die  Stelle 
der  Normale  einer  Llchtwelle  die  Richtung  des  Strahles  treten 
lassen.  Wir  erhalten,  dem  Früheren  analog,  Gcschwindigkeits* 
Ke^el  des  zweiten  Grades,  deren  Brctmlinion  die  scheinbaren 
optischen  Axeo  (die  optischen  Axen  für  Strahlen)  sind«  und  die 
den  einzelnen  Selten  eines  solchen  Kegels  entsprechende  Oscil- 
lations*£bene  ist  eine  Normal-Ebene  «dieser  Fläche. 

5.  Um  O  a\a  Mittelpunkt  werde  eine  Kugel  >V  von  dem  Ra* 
^üus  I  gelegt  Diese  Kagei  wird  von  den  Geschwindigitdts- 
Kegeln  ^|  für  ebene  Wellen  in  /-wei  Gruppen  confocaler  sphäri- 
scher Ellipsen  geselinitten,  deren  gemeinsame  doppelte  Ex- 
centricitateo  bezüglich  die  Bogen /Ij/I^  ""d  ^j'^' grösster  Kreise 
«nd.  Zwei  andere  Gruppen  solcher  ypbärtscfaer  Linien  JB.  «hal* 
Im  wir  ab  Oatehsclmitle  der  Kugel  S  und  der  Kegel  dM 
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geraeiasMiien  Bramminklt  iIwselbeD  alnd  oineiaeili  4%  md 
•iklaieiMiti      mta  Ai\  Zur  Abkünung  wcivle  g«fl«lit: 


» > 


«o  iat: 

f 

WO  man  dann  bat: 

Die  Projcctioneti  ilrr  f''tir\'on  und  E2  auf  die  drei  HaoptSchaitto 
werden  nun  durch  loigende  (iieichuiigeu  dargestellt; 

^(3+y+jr»(^-'.)=-p 

Wif  eraeben  hieraus  s 

Erstens,  dass  die  Projectionen  der  Geschwindigkeit«, 
Curven  (so  nämlich  wollen  wir  die  sphärischen  Ellipsen  nennen) 
auf  die  Ebene  der  optischen  Axeo  (die  Ebene  a:z)  in  zwei  Rei- 
hen von  Ellipsen  bestehen,  deren  Axen  mit  den  Coerdtoatsn- 
Ann  siiaammen fallen ,  und  die  den  Schnitt  der  Kugel  im  All- 
gemeinen schneiden.  Die  eine  Grenz-Curve  der  ersten  Koihe, 
welihe  den  Curven  Ei  entspricht,  ist  die  Aze  der  sc,  die  andere 
Grenz-Curre  der  Schnitt  aex  aer  Kugel.  Simmtliche  Durch scbnitts- 
Punkte  dieser  Curven  und  des  Schnittes  xz  der  Kugel  sind  anf 
den  Kreis-Bo|Q;eti  AiA-i  und  A^^i  betindlicb.  Die  erste  Grenze 
der  zweiten  Keihe,  die  zu  den  Curven  £0  gehört,  ist  die  x*Axe, 
die  zweite  wiederum  der  Schnitt  xz  der  Kuffel ;  die  Durchschnitts 
dieser  Ellipaen  und  der  Kvgel  liegen  anf  den  Kreis>Bogen  ÄiA^ 
und  AiJ%^ 
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Zwaitena.  Die  Projeetioiieii  der  6«8cliH4ndigkelt8*Ciiry«i 

auf  die  Ebene  .rw  bcsU  ben  erstlich  aus  einem  8y<«>teni  von  Ellip- 
sen, die,  eiiianuer  uniscblies.send,  zu  Grenzen  haben  einerseits 
den  Kreis,  in  wetcheiii  die  Kugei  von  der  Projectionü  Ebene  ge- 
echoitten  wird,  andererseits  die  VerbinduD|;8linie  der  Projectio' 
nen  oi  und  der.  Brennpunkte  der  sphärischen  Ellipsen  (der 
Diirebschniltspunktc  der  optischen  Axen  und  der  Kugel  S).  Diese 
Llli{i$en  entsprechen  den  (Jurven  ihre  Axen  (allen  mit  den 
Coordinaten-Axen  asusammeii.  Uer  Gnippe  E%  entspriclit  ein  Sy 
Ktom  von  Hyperbeln,  deren  reelle  Axe  in  die  x-Axe  fällt,  und 
deren  eine  Grenze  die  if-Axe,  deren  andere  die  über  und  % 
hinaus  gelegenen  Tb  eile  der  x-Axe  sind. 

Dritte  TT^.  Die  Ciirven  stellen  sieb  in  ihren  Prnjcrtionen 
auf  die  Ebfiie  yz  als  llynerbeln  dar,  deren  reelle  Amhi  mit  der 
z-Axc  zusaniinenfallen.  Die  Grenzen  derselben  s^inii  die  über  ßg 
und  jSg,  den  Projectionen  der  Breonpunlste  der  sphärischen  Ellip- 
,  ßcn,  hinau.sijelogeneu  Tlieile  der  i-Axe  und  die  //-Axe.  Die  Ciir- 
ven endlirli  j)rojiciren  sich  als  Kllipsen  mit  gleich  «jcriehteten 
Axen,  deren  Grenzen  der  Schnitt  ifz  der  kugel  uad  das  ätück 
ßiß^  der  2-Aze  sind. 

6.  Die  gewonnenen  Resultate  liefern  uns  nun  folgende  neue 
Darstellungsart  der  Gesetze,  liach  welchen  die  Llcht-Uevvegung 
in  doppelbrechenden  Kilrpem  vor  sich  geht.  Auf  eine  Kugel  tra- 
p:en  wir  die  Durchsclinitte  Ai ,  A^^  .f/  und  .-J,,'  der  optischen 
Axen  auf  und  hpRchreiben  auf  derselben  eine  An/nhl  der  syihriri« 
sehen  Ellipsen  und  JL'^,  deren  Brennpunkte  in  -Ii  und  Jj» 
wie  in  Ai  und  A^'  liegen.  Die  Operation  bei  der  Zeichnung  die- 
ser Ciirven  ist  durchaus  gleicblaiif- nd  mit  derjenigen,  welche  man 
bei  dem  Zeichnen  ebener  Ellipsen  vorzunehmen  hat,  mag  raan 
unn  einzelne  Puniite  der  Linien  construireo,  oder  diese  mit  Uulfe 
zweier  Stifte  und  eines  Fadens  ohne  Ende  Teraseicbnen.  Zur  Ün- 
tcrscbeidung  weisen  wir  einer  jeden  der  beiden  Gruppen  Ei  und 
£2  ihre  eigene  Tinte  an,  und  wir  wfihlen  die  gegen^sfitigcn  Ent- 
fernungen der  Curven  so,  dass  sie  die  Obertlüche  der  kugel  mug- 
Hebst  gieicbliSmiig  und  in  Bezu^  auf  die  drei  Hauptschnitte  'sym- 
metrisch in  viereckige  Felder  the^ilen.  Die  so  erhaltenen  Gescbwln- 
digkeits-Cnrven  geben  uns  die  Richtungen  gleicher  Fortpflaozungs- 
Geschwindigkeiten  ebener  Wellen  und  gewähren  uns  ein  Bild  von 
-den  Gesetzen  der  Polarisation  in  einem  sweiangen  Krystalle. 
Nach  den  Richtungen  aller  Radien  nfimltcb,  welche  in  den  Punlc- 
ten  einer  der  Curven  auslaufen,  pflnT??en  sich  diejenigen  Wellen- 
Fronten  mit  gleieher  Geschwindigkeit  iort,  deren  Schwingung«« 
Richtungen  auf  ienen  Radien  und  gleichzeitig  auf  der  Curre  senk- 
reebt  stehen.  Um  aber  eine  Anschauung  von  der  Art  und  Weise 
zn  erlangen,  wie  jene  Geschwindic'I^cit  von  einer  Curve  zur  anderen 
wächst  oder  abnimmt,  können  wir  eines  der  beiden  Verfahren 
anwenden,  deren  Beschreibung  wir  folgen  lassen.  Wir  künoeu 
erstlich  zu  beiden  Seiten  des  DurchschnÜtes  P  zweier  Curven  £| 
im»!  der  beiden  Systeme  nach  der  I>ii  htung  der  Tnnq^mte  an 
die  eine  Curve  StuVlcc  auffragen,  die  der  Geschwindigkeit  der 
anderen  Curve  proportional  sind,  und  diese  Operation  in  allen 
Knotenpunkten  der  Systeme  wiederholen.  Der  Ueherblick  wird 
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erleichtert,*  mid  ee  wird  dem  Creedmiaeke  dedurdl  Redbninig  ge- 
tragen, dass  man  über  den  auf  die  ant^cj^ebene  Art  erhaltenen 
kleinen  Geraden  als  Axpn  F.Hinsen  cnr:striiirt  f>lf  Axm  einor 
solchen  kleinen  Ellipse  sind  ali^aann  den  Axeu  der  Durch^cboitU- 
Gurre  parallel  und  proportional,  in  welchen  die  mit  der  Kugel 
eonceotnseli  gedachte  Elasticitäts- Fläche  voo  einer  Diamentral* 
Ebene  gescfinitten  wird,  die  mit  drr  Fl>fne  pnr-tllel  ist,  welche 
die  Kugel  in  dem  Mttteipunkte  P  der  Ellipse  berührt;  diese  ist 
aber  die  zu  OP  als  iNormalen  gehörige  Wellen  -  Front.  Ein  zweites 
Verfahren,  die  Grossen  der  Fortpflanzunßs-Geschwiodigkelt  dar- 
zustellen, besteht  darin,  da««?  man  die  Dicke  der  einzelnen  Ge- 
schwindigkeits-Curven  der  ihnen  zugehörigen  Geschwindigkeit  pro- 
portional macht.  Dies  letztere  Verfahren  ist  für  die  Zeichnung  das 
einzige  mit  Vortheil  anwendbare.  Um  aber  eine  descriptive  Darstellung 
der  Gesetze  der  Lichtbevveguni;  in  nptlsi.h  zweiaxii^cii  Krvstallen  zu 
erhalten,  nrojieiren  wir  die  beschriebener  Weise  lm  /cm  Imeten  Ge- 


den  Mittele«  wobei  die  Bemerkangen  der  fOnften  Kummer  ihre 
Anwendung  finden.  Die  beigegebenen  Figuren Taf.  V,  Fig.  2.,  3.  und 4. 
sind  solche  drscriptive  Darstellungen  der  Bewegung  und  Polarisatioo 
ebener  Lichtwellen  in  einem  positiven  zweiaxieen  Krystalle,  des- 
eeo  optische  Axen  eineo  Winkel  von  e  €0^  emscblieeaen. 

Wir  halten  es  fiir  ÜberflOssig,  der  leicht  tu  findenden  Modi- 
firellonen.zu  erwähnen,  \velche  an  dem  oben  beschriebenen  Vcr-^ 
fahren  in  di'm  Falle  einaxiger  Medien  anzubrinjen  sind.  Schliess- 
lich bemerken  wir  noch,  dass  man  zur  Demonstration  der  Gesetze, 
«reiche  die  Fortpflanzung  der  Strahlen,  sowie  deren  Oscillations« 
Ebenen  befolgen,  keines  neuen  Modelies  bedarf.  Unter  den  Punk- 
ten Ai  etc.  braucht  man  mir  sich  die  Dnrrhij'ir^c  der  schein- 
baren optischen  Axen  zu  denken;  die  kleinen  Ellipsen  sind  als- 
dann den  mit  ihren  parallelen  Durchschnitten  des  Ellipsoides, 
welches  Fresnel  bei  seiner  Construction  der  Wellenflacbe  zu 
Grunde  legte,  ähnlich  und  dirilii  h  liegend.  Die  Schwingung«- 
Richtungen  der  Strahlen  kann  man  nur  mit  Hülle  der  WelltMilliR-he 
bequem  darstellen;  sie  liegen  in  dieser  Fläche  und  stehen  auf 
deren  Üorchschaltten  mit  den  Geschirindigkeits-Kegeln  filr  Strah- 
len senhrecbt 
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Klementare  Ableiluni^  der  Reihe  für 
die  BereclinaDff  des  Bogens  ans  sei- 
ner Tanirente* 

Voa  dem 

Herrn  Profetsor  Dr.  O.  Schldmilcli 


In  Taf.  V.  Fig.  Ö.  sei,  fOr  den  Halbmesser  AC:=l, 
mitbin 

frobei  6  m  Abkanuiig  dient;  es  ist  dann  « 

Mi»    *   /     A\       fang— tan6        «— Ä 

oder,  wenn  statt  a  gesetst  wird  ß-^d: 
1)  * 


Feniflr  iMt  aao  uch  eb«r  faekaonlon  tvig^Dometriselieii  Formel 
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oder  wegen  a=sß-^i: 
2)  jyQz^ 


Der  Bogen  liegt  aber  immer  zwlecben  aeioer  TaDgeote  iiiul  eeinem 
Sioiib;  e«  ist  desebalb 

MP>AicPQ>irQ, 
aleo  Dacb  dem  Vi>rigeD: 

Diese  Ungleicbung  ISast  sich  leicbt  stirber  macben  eod  sadeicb 

vereinfachen;  aebreiben  wir  nanilich  Unker  Hand  ß  statt 
%vlr{l  (l«'r  Nenner  kleiner  inul  niitliin  der  ohnehin  schon  7«  «rosse 
Quotient  noch  grösser;  setzen  wir  rechter  Hand  (f^-f^)^  ß^» 
so  nimmt  der  Kenner  su  und  dei  so  bleine  Quotient  wird  nedi 
kleiner«  So  beben  wir 

Wenn  jetzt  von  einem  Bosen  AH  (Taf.  V.  Fi^.  i)  )  die  Tangente 
AD=T  irot^eben  ist,  so  theüe  man  dieselbe  iu  eine  Aozablgiei» 
eher  Tbeiie  uud  setze  einen  solchen  TUeil 

4)  J=:d. 

Zieht  man  iron  jedem  Tbeiipnnkte  eine  Gerade  nach  dem  Mittel- 
|>iinktc  C,  so  zerfillt  der  Bogen  AB  in  n  kleine  Bo^en,  die  wir 
der  Heihe  nach  .  ^  •  h  '»«  nennen  wollen.  Für  jeden  sol- 
chen Bogen  benutzen  wir  die  Ungleichung  '<i)  \ß  =  0,  6,  "26,   

...(n— und  erhalten  so 

d  () 
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>  *•  >  XhW- 

Ferner  durch  Addition  dieser  Ungleichungen : 

d         6      .       6  9 

>  Arc^Ä> 

d   5  ^  ^ 

Ff  PP+  1+2^+  1  +aada  +  l-|-««d« 

Beseicbneo  wir  flir  den  Augenblick  die  erste  Summe  oüt  2^  and 
die  iweite  mit  2^,  niso 

2;j>ArcJZ?>2;,. 

•o  iet 

d  d 

und  hieraus  yelit  liorvor,  <l;iss  die  Differenz  —  gcg^n  die 
Null  convergirt,  vvetiu  n  uuciullicii  vväch^»t,  da^s  also  ^  und  ^ 
eich  einer  und  derselben  Gränze  n&hern  mflssen.  Fdr  nnendUcD 
wachsende  ti  geht  daher  die  vorige  Ungleichung  in  die  Gletcbang 

Lim^i  =  Arc^   = Lim 
Aber«  tvoför  irir  nun  schrellien  knnnen: 

B)  ArcilBssLlm  |j:q:|sd^  +  r+isa       +1+^^  * 

Will  man  statt  dieser  allgemeinen  Formel  eine  speziellere ,  welche 
zwar  nicht  auf  jeden  Bogen  passt,  aber  da^  vom  Zeichen  Lim 
befreit  ist,  ap  benutze  man  die  Formel 


••••  > 


welche  jedoch  nur  für  acht  gebrochene  q  üilt.  iiikI  die  also  nur 
aturendbar  iät,  wenn  die  Grossen  26,  3d,... sänimüich  Iclei* 
ner  ab  die  Einhei|  sbid.  Diese  Eigenschaft  findet  statt»  wem 
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die  grö88tetVon  ihnen»  nämitch  nö=zT,  weniger  als  Eins  Ueträgt, 
«nd  es  findet  sich  nuo  fUr  T<,1: 


AtcAB=Lim 


0(1° +2«  +3"  +  +  n*) 

-  d3(ia+ 2«+ 3»-!-  ..^+11«) 


T 

S«til  man  atatt  0  seineo  Werth  —  vid  berflcksicbtigt  den  SaIb, 
dw»  Dir  nneiidlidi  waclisende  u  vad  ein  positi? m  gaiiMS  k 

ist,  wovon  ich  jüngst  einen  Tullig  elementaren  Beweis  gegebco  babe 
(Archiv  ThL  XIV.  Nr.  Ö.  452.)  so  gdwigt  man  n  der 

Formel 

Are        r- j  J»  +  i  r»- 


oder  f0r 


AreilBssv,  also  rsteo»: 
[tt  s  |-  lao»  —  ^  tanHc-f*  g*  taoHi — .... 


9t     ...         .  Ä 


Da  die  vorstehende  Gleichung  fi9r  jedes  t<  <  g>H  und  für  u<  ^ 
beide  Seiten  derselben  für  sich  betrachtet,  endlich  bleiben,  so 
I,  nach  einer  bekannten  Schlnssweise,  nicb  (Or  »as^necb 


Gleichheit  bestehen;  dagegen  btirt  dieselbe  (Vir  "Vj  **eil 
dann  die  Reihe  divergirt.  Im  letzteren  Falle  kann  man  sich  aber 
leiebt  dadnrcb  beUen»  das«  man  das  Complement  «s^— «  eia- 

7t 

fährt,  uetches  nun  in  der  That  <^  isti  man  bat  jetzt 

e=|*taDe— j  tuae-f-^tan*»— ..... 
0<e<j. 
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oder 

j  —  ii=s,|-  cot  IC  — 2^  cotni  -f  g-  cot*  II — .... 

tl.  i. 

f     »      i  1  1      ,      1      ^  j 

^>^>4 

Für  if=j  Tereinfgeii  «icb  beide  Gemelli  sor  LeibQits'schen 
Reih«. 

Will  man  die  Enler'scfae  Doppelrethe  fflr  ^    ablelteii»  »• 

braucht  man  nur  zu  beacbten«  dase  für  taoj;=^und  taoy=^ 

1.1  V 
tan(«-|-af)  =  1— =  1 . 


und  mithin  «-f^  =  ^  vi^ird* 

Die  hier  mitgetheilte  AMeitang  der  Formel  6)  bietet  den 

nicJit  tiiiPrliebliclien  "X'ordicil ,  vhev  sowohl  von  der  unsicheren 
Methode  der  unbe^UiumteuKuelli//ienteii,  als  von  der  Einmischung 
intaginärer  Grössen  frei  zu  sein,  und  sie  dürfte  sicli  desshalb  als 
ein  für  et^vas  geretitere  Schüler  gewiM  interessanter  Anhang  zur 
TrigonoTUpfrio  rmpTphlen.  Dns^^  das  ijanze  Verfahren  ni«  h(s  wei- 
ter alü  eine  rnaskirte  Integration  ist,  wird  man  hoffentlich  nicht 
tadeln,  sind  doch  die  elementaren  Quadraturcu  des  Krcit*es  der 
Parabel  etc.  auch  nichts  Anderes;  ganz  abgesehen  al>er  von  der 
wissenschaftlichen  Bcrechtimmg  o(lcr  iN'ichtherechtigune  solcher 
Herleitungen,  bleibt  ihnen  doch  noch  ein  didaktischer  Werth  ver« 
möge  ihrer  Anschaulichkeit  und  geometrischen  Durchsichtigkeii^ 
die  sie  selbst  demjenigen  empfiehlt,  der  die  eipedifiTeren  Me- 
tboden  der  bObereo  Analysls  keuaL 
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Bemerkimir      dem  Auftmise  TII. 


Auf  Seite  232.  des  genannten  Aufsatzes  gelangt  Herr  Pro« 
fMsor  Franke  zu  der  Bebanptuog,  dass  ans  der  Continuitit 
einer  Funktion  F(ar)  die  CoDtiBoität  ihrer  Abgeleiteten  Pi^e)  folge, 
wenn  in  beiden  Funktionen  x  auf  dnsselbe  Intervall  liesrhrrinkt 
wird.  Dieses  Ergebniss  ist  aber,  weui^üteiis  in  seiuer  Allgemein- 
heit, vuUie  unrichtig,  und  es  lassen  sich  nicht  weniger  als  unend- 
lieh  viele  Funktiooen  finden,  die  selbst  stetig  sind,  deren  Diffe- 
renzialqnnticnten  degegeo  IJnterbfechaogeii  der  Contintiitit  erlei- 
den,  80  X.  B. 


die  erste  Funktion  bleibt  hier  stnts  continuirlicli  ,  (V^c  zn-pitr  abor 
wird  djskontinuirüch  au  dvr  SiolUi  denn  bezeichnen  wirmit 

^  und  e  ein  paar  uoeoüiicb  alinehmende  Grüsseo,  so  ist 


r 


Von  dem 


  4 

Hern  Professor  Dr.  O*  Schlomilch 


«e  Oreedem 


F'(l-d»)  =  -T 


1 


1 
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V(+f»)  * 

die  Derivirte  F'(a:)  springt  demnach  an  der  Stelle  a:=i  aus  —  » 
nach  -f  ^  über.  Diese  analytischen  Beroerkun^en  rechtlertigeo 
•ich  auch  geometrisch,  wenn  man  berOcksiebligt,  dawt  wenn 
ysjFl[de)  die  GleieiivDg  einer  Car?e  ist, 

F\x)  =  taov 

sein  muss»  wo  t  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  berührende 
Gerade  im  Punkte  xv  mit  dem  poeitiven  Theile  der  AliseiMenaebse 
einadiilieeiit  Non  coankteriairt  aber  die  Gleichung 

bekanntlich  eine  Neirsche  Parabel,  welche  in  Taf.  V. Fig. 7.  ge- 
aeichnet  iat  {OÄ  =  l,  Oi?=  |),  und  mithin  ist 


V(«-l) 

Die  Curve  bildet  einen  ununterbrochenen  Zug  mit  dem 
Rückkebrpunkte  A  und  verlfiiift  demnach  durchaus  stptic^.  Was 
aber  tanT  uubelaugt,  su  iöt  der  V\  erth  davon  negativ  tür  or-^J, 
also  %  atnnpf,  nSmlich 

4 

(iBr  d;>  1  wird  tanv  poaitiv,  also  %  aplti,  nämlich 

nun  giebl  aber  »cbuo  die  Figur  zu  erkennen,  dass  t  abnimmt,  wenn 
man  x  von  Null  aus  wachsen  lässt}  der  Winkel  x  gebt  also  ans 
dem  swciten  Quadranten  in  den  ersten  Ober,  indem  er  bei 

den  Werth       erhalt ;  bekanntlich  wird  aber  die  Tangente  diu- 


« 
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koDtiDiiiflich*)  an  der  StoHe  ^x,  und  «o  »eigt  «icb  aacb  bier  auf 
gaDS  elementarem  Wege  die  DiacontinnitSt  von 


tan«=sP(^). 


Die  Uehau])tuii^  des  Herrn  Professor  Frauke  ist  übrigens  die 


nuitfit  von  F^x)  die  Contlnoit^t  der  ur^^prünglichen  Funktion 
folgt ,  und  es  liegt  in  dieser  Beroerkong  sDgleicb  die  AoftläroDg 
de«  eingeachlicbenen  Irrtbumea. 

Waa  endlich  das  Caocb/pebe  Criterium  (Ht  dieCUlltigkeit  dea 

Mac  Laurin'sclien  Theoremes  betrifft,  so  ]9f  r^asspüin  unrichtig, 
weil  es  die  Gülfi'jkoit  dieses  Theornnivs  nur  an  die  Continuität 
von  F(j-)  und  i'  (it)  (für  reelle  und  cuiuplexe  Variahein)  knüpft; 
durch  die  Weg]a.<ii8une  der  Continuität  TonF^Co:),  welche  »ich  Herr 
l*rnfo>sor  Fraiik(*  erlauben  zu  können  glaubt,  wird  nlivr  das 
Cauchy  sche  Ci  iteriinii  noch  unrifbticrpr ;  die  richtige  F  «iiiTinÜrnnR 
desselben  ertordert  die  Continuität  der  Funktion  Fix)  und  ailer 
ihrer  Abgeleiteten  P'Oxi),  JP'C^)  in  inf*>  wie  ich  io  dem  eraten 
Aufsätze  meiner  M a thematlacben  Abhandlungen  (Deaaau 
1850)  gezeigt  habe. 


*}  M'     mttiit  Hsiidbiicli  dej-  algebtaUchpa  Anal;i'«ii(.   |.  7. 


das8  aus  der  Conti - 


Theii  \Sh 
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Kinlge  seomelrische  Aufsaliea. 

Von 

Herrn  Ligowski, 

OberfeiMTWerker  im  7.  Artillerie-Re^iinMit ,  commandirt  bei  d«ff  Ackill«- 

rie-PrüfuDgs-Conimisftion  zu  Berlin. 


Aufgabel.  Eine  Linie  von  der  LiinL'^e  a  hexvcet 
sieb  zwischen  tien  Schenkeln  eines  rechten  Winkels 
so,  dass  die  Endpunkte  der^^elben  immer  auf  den 
Schenkeln  bleiben;  man  soll  die  Curve  finden,  welche 
durch  rlie  niif  einander  folgenden  Durchschnitts* 
punkte  der  geraden  Linie  entsteht 

Lüsnng.  ^Z?  (Taf.  V.  Flg.  a)  sei  iigend  eine  Lage  iler 
Linie  o.  Winkel  AßCszu. 


BC=:v; 
tcs:  osina,        v  =  ocos«. 
BekumlUeh  Ist  die  Gleichung  der  Linie  a: 

U  V 

•d«r  ftr  ■  uai  •  ihn  W«i(he  gewtit: 


Om  die  Cletchunj?  der  gesachten  Tiirve  zn  erhalten,  hat  man 
die  Gleichune  (1)  nach  u  zu  differeuziiren  und  dann  aus  (1)  und 
der  d«rch  IRfferensiifen  eihaltenen  detdrang  «  sb  elbnlBinin. 
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DiSerenzürt  man  die  Gleichung  (1)  nach  o,  t»o  erhält  luau 

r  t 

tMler  ttucb 

Damit  sich  die  ElimioadoD  leiebt  aiufÜhran  lasse»  veibhie 
mao  auf  folgende  Weiae* 

In  (3)  setze  man  1 — tiinc^  statt  cos«*,  so  eiglebt  sieb: 

jfcosa = (j^eoso -l*  ^sioa)  sina' ; 

dividirt  inao  diese  Gleicbung  dareh  siooeesa,  so  entstebt: 

«»iti«      \sir)(i  cosc/ 
oder,  da  nacb  Gleichling  (1)  der  eine  Factor  rechts  —a  ist: 


und 


suue 


(4)  ^=sino*. 


Wird  in  (3.)  nun  l—cosa'  statt  sioa'  gesetzt  uud  eben  so  wie 
oben  verfshten ,  so  erhilt  man  ^ 

(5)  |=cos«». 

Um  nun  a  zu  ellminirent  potenzire  man  (4)  Und  (5)  mit  %  und 
addire  dann  beide  Gleichungen,  wodurch 

entsteht,  welches  die  Gleichung  der  gesuchten  Corve  ist. 


Aufgabe  U.  Eine  Linie  von  <!er  Länge  «|  ä  be- 
wegt sich  zwischen  cJenSchenkeln  eines  rechten  Win- 
kels so,  tlass  die  Endpunkte  defselheo  immer  auf  den 
Schenkeln  bleiben;  man  soll  die  Gletebang  der  Ciir?e 
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finden,  w«lelie  «iiiPwBkt  lie? Linie  beschreibt,  4er  um 
dieLftoge  a  Ton  dem  Endpunkte  d^ereelben  entfernt  ist 

Lösung.  Ali  (Taf.  V.  Fig.  9.)  sei  irgend  eine  Lage*  der  • 
Linie,  M  der  die  Curve  beschreibende  Punkt 

AM=a,   JUBz^O,   CP=zJc,   und  PM=y, 

Winkel  ABC=u, 

Man  ha) 
nnd 

(2)  f=«B«' 

Quadrtrt  man  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  nnd  addirt  sie  dann, 

so  entsteht 

welches  bekanntlich  die  Gleichung  der  Ellipse  ist.  * 

Ann! erkling.  Ist  wie  in  Taf.  V.  Fiir.  10.  M  der  be- 
scbreibcatie  i'uukt  in  der  Verlängerung  von  ^i/i  gegeben,  bo  ent- 
Steht  eben&lls  eine  EUipse. 

Es  ist  wie  eben: 

^scos«  und  f^=sina, 

aiso  auch  wieder 

+  ^a  —  *  • 

Diese  Aufgabe  II.  ist  ein  specieller  Fall  des  Lehrsatzes» 
den  Herr  Professor  Pross  in  Nr.  XXXIV.  des  6i  Bandes  dieses 
Archivs  gegeben  bat 
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XXIV. 
ITebiuiersaure^alten  f&r  Schflier« 

Man  soll  diejenige  Curvo  hestimnien,  welche  »lic  Kninimungs- 
niittelpunkte  einer  ge^ebenell  Curvc  bilden,  sobaiti  die  letztere 
auf  der  Abacissetiacnse  oder  einer  Paralleloii  d.izu  for^ewUit 
winl.  -  Ans  (!rr  Ketteniiiiie  z.  B.  entsteht  auf  diese  Welse  eine 
Parabel  mit  demselben  Parameter,  aus  der  rycloide  ein  Kreis, 
dest^en  Halbmesser  da«  Vierfache  vun  dem  Halbmesser  des  erzeu- 
genden Kreiae«  Ist. 


Miseellen.  - 

Noch  ein«*  Auflüaiiug  de«  Problems  de«  Kü  ck  ir  Hrt«» 
einseiineiilens  ^littelsi  dea  Mea«(i«che«.   Vnn  dem  llfraii««- 

l^ber. 

Ea  wird  Fig.  II.  auf  Tal'.  \ .  ieit  ht  ohne  weitere  Erläuterung 
fiir  »ich  veratSndllch  sein. 

Die  an  dem  Stationspuukte  />  liegenden  W  inkel  ADC  und 
BDC  wollen  wir  der  Kfirze  wc^en  respeetive  dvrcb  0  und  ß  be« 

zeichnen.  Sind  nun  E  und  F  die  l)urcfi  -<  Imittspunkte  der  Linien 
BD  und  AD  mit  Hpn  um  die  Dreiecke  ACD  und  BCD  beschrie* 
benen  kreisen,  so  ist,  wenn  mau  AEf  CE  und  BF,  zieht, 
ofenbtr 
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Ferner  ist 

und»  weil 

^  CBF-^^  CDF=  ^  ÄDC-^  Z  CDF~  180* 

ist,  SU  'mi 

Ueberi^gt  man  nun  noch,  <laj)8  D  der  Durchscbniitspunkt  der 
beiden  LinieD  AF  und  BE  ergiebt  Hieb  aus  dem  Vorher- 

jrolieiulen  unmittelbar  die  folgende  I'cstlmmun^'s^^  •  isr  des  Punk- 
tes I)  mittelst  des  Messtisches,  die  den  l^unktrii  A,  /i, 
€  auf  dem  l'ische  entsprechenden  Punkte  auf  dem  Felde  durch 
A*,  B*,  O  beseiehoet  wsrden  sollen. 

I.  Man  lege  die  Kippregel  au  AC,  orientirc  den  Tisch  nach 
Of  drehe  sodann  die  Kipnregel  um  A^  visire  nach  B',  und  ziehe 
an  der  Kippregel  die  Lmie  AL.  Hierauf  le^e  man  die  Kipp- 
regel an  /'..i  ,  nrientire  den  Tisch  nach  A',  Icue  die  Kinpregel  an 
C,  visire  nach  C  und  ziehe  an  der  Kippregel  die  Linie  CE  Oer 
Durchscliiiittsuunkt  der  beiden  auf  dem  Tische  gezogeneu  Linien 
AE  vDd  CE  ist  der  Punkt  E  anf  den  Tische. 

II.  Man  lege  die  Kippregel  an  BC,  orientire  den  Tisch  nach 
O,  drehe  sodann  die  Kippregel  um  B,  visire  nach  A',  und  siehe 
an  der  Kipnregel  die  Linie  nF,  Hierauf  lege  man  die  Kippregel 
an  FJl ,  orientire  den  Tis«  h  nach  B',  lein  die  Kipuregel  an  C-, 
visire  nach  C  und  ziehe  an  der  Kippre^el  die  I/inie  Cr .  Der  Durch- 
sch»ittM)unkt  der  beiden  auf  dem  Ti«»che  gezogenen  Linien  BF 
uod  CF  ist  der  Punkt  F  auf  dem  Tische. 

III.  Zieht  man  nun  die  Linien  BE  und  AF,  so  iai  deren 
Durciischnittspunkt  der  gesuchte  Punkt  D  auf  dem  Messtische. 

Ich  habe  die  erste  Idee  zu  dieser  Aufltisung  des  Problems 
des  Kückwärtseinscbneidens  aus  dem  Traite  de  navigation 
par  V.  Caillet.  Tome  L  Brest  1848.  8.  p.  261.  entlehnt, 
glaube  aber  durch  meine  obige  Darstellung  derselben,  wodurch 

sie,  wie  es  niir  scfrrtnt,  für  die  Anwendung  in  der  Pr:i\is  ^ohl 
geeignet  werden  dürlte,  die  »ich  a.  a.  ü.  nicht  findet,  auch  ein 
kleines  Eigenthumsrecbt  an  ihr  beansprucheo  zu  dürfen. 
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Heber  dU  GleielinBg  (ArehH.  Theil  XII.  8.  weleher 
■■geblich  leiee  conplase  Sftbl  geaägl.  Viw  ilem  Hem  Docter 
R.  Beltter,  Olieiieihrer  m  der  Krenitehule  bo  Dretden. 

Das  Stannen  über  eine  unerwartete  ErHcheinnnt*;,  welche  aus 
guter  Quelle  berichtet  wird,  pflegt  die  Geister  sofort  zur  Frage 
nach  dem  Zurammenhang  derselbeii  anzutreiben ,  ohne  dem  Zweifel 
▼iel  Raum  zu  lassen,  ob  auch  der  Thatbestand  frei  von  Täu- 
schungen ermittelt  sei.  Glüi^klicherweisc  hat  ein  gewandter  Rech- 
ner es  sich  nicht  verdriessen  lassen,  in  Beziehung  aut  die  Glei- 
chung des  Herrn  Prof.  S  c  h  I S  m  II  c  h ,  welcher  angeblich  keine  com- 
pleze  Zahl  geofigt,  die  Thatfrage  zti  erheben,  und  hat  durch 
Anwendunsj  der  j^ewohnlicben  Methoden  complexe  Zahlen  gefun- 
den, welclie  der  gegebenen  Gleichung  wirklich  £;enGgen.  Herr 
Dr.  Claussen,  cleni,  wir  diese  Arbeit  verdanken  (Archiv.  Xlü. 
S.  334.),  verniuthet  deshalb  einen  Irrthnm  In  dem  merkwfltdigeo 
Aufsätze  des  Herrn  Prot  SchlOmilch. 

In  der  That  halt  der  ühri;^ens  schSn  angelegte  Beweis  in 
einem  Funkte  nicht  Stich«  daaa  nfimlich 

6  b         .  6 


•Ugemein  weniger  ab  ^:f^vnA  mehr  ab  oH6^"(a  +  l)M^ 

mA»  nnd  folglich  nur  flir  6=0  oder  «sso»  verechwinde.  Die  letzte 

Folgerung  ist  nur  richtig,  wenn  a  positiv,  ist  dagegen  a  negativ 
(wie  in  den  von  Clausen  berechneten  Werthen),  so  kann  der 
zweite  Nenner  kleiner  als  der  erste  sein,  mithin  der  zweite  Urach 
den  einten  aberwiegen  «nd  die  untere  Grenze  neeathr  werden,  wer- 
aae  die  Möglichkeit  des  Venehwindena  der  Reihe  einienehteL 
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fieoneCrisehe  Aufsaben. 

Herrn  S.  E.'Baltrusch 

XU  Dan  zig. 
I. 

Vier  Gerade  fjthon  durcli  einen  PuT»kt  und  begren- 
zen drei  gegebene  Winkel  in  einer  Ebene;  man  soll 
eineCreraoe  tiehen,  die  jene  vierGeraden  so  schneide, 
<Ia8s  die  beiden  äusseren  Abschnitte  d crselben  gegO" 
benciD  Grossen  gleich  seien.  (Taf.  VL  Fig.  J.). 

Annahme:  Die  gegebenen  Winkel  Bt^AOBs=a,BOC=ß, 
vnd  COUssyi  die  gegebenen  Abschnitte  ABssa,  CO  sc. 

Konstrulitiuu.  Beschreibe  über  c  einen  Bogen,  welcher 
den  gegebenen  Winkel  y  fanst;  mache  Winkel  CDGzuß,  GDH 
=«.  Ziehe  durch  G  zur  CD  eine  Parallele  GK,  mache  GK=:a, 
verlarnjere  KG,  nriclie  den  Kreis  in  J  treflfe,  und  hoschreibe 
durch  die  drei  Punkte  K  einen  Kreis,  welcher  die  CD  in 

A  vnd  E  schneide^  siehe  AH,  HE,  vrelcbe  den  ersten  Kreis  in 
O  und  treÜNir  endlich  siehe  GO.  GO',  welche  der  CD  in 
By  F  he^eanen;  so  begrenz^fi  AO.  ßO,  CO.  DO  die  drei  ge- 
gebenen \Vinkei  a,  ß,  y,  und  die  Abschnitte  AB—a,  CD=c  det 
AD  sind  gegeben. 

Aebnliches  gilt  von  dem  Pankte        denn  es  ist  auch 

F(yE=a,  Ean^s,  Dtrc^ri 

auch  ist  der  Abschniü  FE  der  FC  der  gegebenen  u  gleich. 
Theil  IV  i.  ir 
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Beweis. 

also  AK  parallel  BC;  daher 

AB^KGrua,  B0C=CO'G-ß,   uimI  CODszyi 

also  leistet  der  Punkt  O  das  Verlangte. 

Aber  auch  der  Punkt  O'  erfüllt  die  geforrtertcn  npdin'j'un'jen. 
Denn  fJEK^HO'a  =  a;  also  EK  parallel  FO,  und  JK  i>araUel 
AF;  daher.  £F=GK=:q,  und  hieraus  lolgt  DE=zBC.  Die  leUte 
Behauptung  wird  in  folgendem  iSatse  erwieeen. 

Satz. 

Der  Kreis  ;V  seh  neide  den  Kreis  min  ziehe 
die  Sekante  A/J  beliebig,  welche  den  ersten  Kreis  in 
A,  A',  den  anderen  in  C,  C  treffe;  die  Sehnen  AP^  PA' 
durchschneiden  den  Kreis  m  in  O.  O'.  (Taf.  VI.  Fig.  2.). 

a)  Macht  man  nun  BC^A'O,  zieht  BO,  welche  den 
Krei8  w  in  //schneide,  und  die  DO*,  welche  die  AAf  in 
B'  treffe:  so  ist  AB:^A'B', 

Denn  filr  die  Transversale  AP  ist  in  Besug  auf  die  Selten 
des  Dreiecks  BAfE  folgende  Gleichung 

1)    JJ  ü.LP.  A'A  =  BA.A'P£  O  \ 

für  die  Transversale  BfD  in  Besug  auf  dasselbe  Dreieck  BA'E 
ist  die  Gleichung 

%    BD.EO'.JtB'^BB.Ä'O'.ED . 

Femer  ist 

3)  PE.EO'szOE.EB, 

und 

4)   OB.BD  ={CB.BC=z  CA.A'C)  =  OA'JL'P  • 

Wenn  man  das  Produkt  der  Gleichungen  t)  und  9)  durch  das  Pro- 
dukt der  Gleichungen  3)  und  4)  divi&t,  so  erhält  inan  . 

AA.An:=,AB,BB'\ 

also 

ABxA'B^AA*  xBB  =^AB^BA't  BA'  +  A'Bz:zBA'  :BA*; 
daher 

ABs^A^B*, 
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b)  £•  i«t  FDP*  parallel  AB,  und  AP  parallel  BD. 
Denn 

* 

A  OB  z=z  DP'Pzzz  IP'P^  FAP; 
also  AF  parallel  BO.  Ferner  ist 

A^PP'^F'DO'zsP'FA' ; 
aUo  A  F  parallel  i^B';  und  da  AA'=:BB'  ;  ao  iat 

alao  AFz=BD  'y  daher  ist  yl^Z>jP  ein  Parallelogramm.  Folglicli 
iat  die  fiebauptung  erwiesen. 

e)  Maeht  man  ABssA*^',  ae  lat  BC^OA'.  Denn 

1)     ÄO.EP.  A'Azz:  BA.A'P.E  O ; 
2)  BD.EO\A'B^^BB'A*(y.EDi 

4) 

Das  Produkt  der  Gleichuusen  1)  und  durch  daa  Produkt  der 
Gleichnngeo  9!)  und  4)  divkhrt«  giebt 

BO,BD,AA'^  Af&Jk'P.BB' . 

£a  lat  aber  ^A'=£^';  daher  Ut 

BO.BD^A'iy,A*P, 

Nun  iat 

DB.BOs^CB.BC, 

ond 

Daraua  folgt 

nC.A'C  =  A'C:BC 

Wäre   trun  nicht  =.4'("',    so    mü.s^te  iRf   enttveder  > 

oder  <,  A'O  sein;  wenn  BCyA'O  \väre,  »o  uiiisote  auch 
A:OBÜ\  oder  A'C +  CC>  BC-^  CC ,  oder  A'0>  BC  ttia, 
waa  nnmCglieh  ist;  daher  kann  nicht  >  A^O  «ein;  ond  an« 
demselben  Grunde  k  v  n  auch  nicht  <  ^'C  aein;  lolglieb 
muaa  BC  nothweodig  ^A'C  aein. 


17' 


• 
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II. 


a)  in  welche  V  ierecke  lassen  sich  andere  Vier- 
ecke eo  beschreiben,  das«  dieSeitendes  einceschrie- 
beneo  mit  denen  des  get^ebeneu  an  jeder  Ecke  des 
eingeschriebeneo  Vierecka  gleiche  Wiekel  bildeof 
(Taf.  VI.  Fig.  3.). 

Die  Winkel  des  gegebenen  Vierecks  seien  A,Bp  C$  O;  4es 
eingeachriebenen  A\  Bf,  C,  D'i  etc.  ao  iat 

+2«  +  Ä'  +  2/S  +  C  +  2y + /)'  ; 


aber 
jiIbo 

folglich 

i\un  ist 

folglich 


• 


Das  gesuchte  Viereck  ist  also  eui  solches,  um  welches  sich  ein 
Kreis  beschreiben  lAsst. 

6)  Ein  Viereck,  in  welchem  die  Summe  der  gegen- 
überliegenden Winkel  2Ä  betrügt,  ist  gegeben,  und 
man  soll  in  dasselbe  ein  Viere,  {v  so  be  .s  r  Ii  r  r  i  I)  <  n  .  Hass 
die  Seiten   dieses    mit  Ueoeu  des  gegebenen  an  den 

Sf'^/vi^t"  eingeschriebenen  gleiche  Winkel  bilden. 
(Tal«  VL  Flg.  4k)* 

Das  gegebene  Viereck  sei  AIS  CD;  also 

Die  Diagonalen  desselben  schneiden  ßlch  in  aus  O  ziehe  man 
Senkrechte  Oa,  Oö,  Oc,  Od  auf  die  Gegenseiten  des  Vierecks: 
so  i8t  aficd  ein  8olches  Tiereck,  dessen  Selten  mit  denen  des 
Vierecks  ABCÜ  an  a,  ö,  c,  d  gleiche  Winkel  bUden. 

.5®.""  «l'?'®**'  "^^^^  Kreisviereck,   also  ist  ilaif 

:=zAOd=BOb,  uf>il  X  iOdoJ^BOb-,  ferner  ist  iJ06=Äs6, 
weil  BaOb  ein  Kreisviereck  ist;  daher  Aad=Bab- 
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Eben  «o  wird  die  Gleichheit  der  Winkel  an  den  £cken  b,  c, 
d  erwiesen. 

e)  Wenn  mmn  au«  einem  beliebigen  P'nnkte  der 
einen  Diagonale  eines  Kreis  Vierecks  zwei  Senk  rechte 
auf  zwei  Seiten  tfes  Vierecks  rieht,  und  «liirch  die 
Uurchschnitte  dieser  Senkrechten  luitder  anderenDia- 
gonale  zwei  neue  Senkrechte  anf  die  beiden  andern 
Seiten  ffihrt;  so  treffen  sich  die  beiden  letzten  Senk» 
rechten  in  einem  Punkte  d«r  ersten  Diagonale;  (!ie 
Fusspuokte  dieser  vier  Senkrechten  bilden  dieEcken 
eines  Vierecks,  dessen  Seiten  mit  den  Seiten  des  ge- 
gebenen Vierecks  gleiche  Winkel  an  jeder  des  etnge* 
scliricbenen  Vierecks  begrenzen.  Die  Seiten  diese» 
eingeschriebenen  Vierecks  sind  den  Seiten  des  unter 
b)  eingeschriebenen  Vierecks  parallel.  (T a f.  VI.  F i g. 5.). 

Es  mugen  ßcy  ßrf  senkrecht  auf"  (1),  DA  sein,  und  die  Dia- 
gonale ^C.iu  y  schneiden;  i'eraer  seien  ab ,  ^ya  senkrecht  auf 
CS»  BAt  so  treffen  «6 ,  ya  in  einem  Punkte  d  der  Diagonale  BD 
auaammen. 

Träfen  sich  a6,  ya  nicht  in  der  Diagonale  i?/>,  so  mugen 
sie  sich  in  d'  beges^nen,  und  d'  liege  also  ansserhalb  der  BD. 

Es  sind  AliCO,  Aayd,  ubCc,  also  anih  rrj^vd'  Vierecke»  uni 
vrelcbe  sich  Kreise  beschreiben  la^sneu.    t'oiglicn  ist 

a/ld'  =  «fö'ss  Ayot , 

Nun  ist  auch 

BAC=:ßDC   und  Aay=Üvß==iR; 

also 

^Aayo^^Dcß, 

daher  Aya^Dßc,  folglich  aßS'siDßc,   Daher  ßUII       mit  DB 

zusammen;  also  treffen  sich  ab,  ya  in  S,  einem  Punkte  der  BD. 
Viereck  abcd  ist  ein  solches ,  dessen  Seiten  mit  den  Seiten  des 
Vierecks  ABCD  gleiche  \Viokei  bilden. 

■ 

Denn 

Aad—Ayd=:ßyaszßda^baB, 

weil  Aavd,  vßaS,  9bBa  Vierecke  sind»  nm  welehe  man  Kreieo 
beechreiben  luinn. 

Aus  gleichen  Gniuden  ist  abBz=:cbCx  etc. 

Sei  niiM  Oa\  Ob',  Of,  Od' aenkieehi  anf  AB ,  BC,  CD, 
DAf  so  lulgt  daraus 
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AO :  Af^Atfx  Am = Adfi  Ad ; 

daher  it>t  ad  paraliel  a'd\  Aus  denselben  (irüuden  ist  ab  paral- 
lel o'*';  «tc 

rf)  Die  Umfange  zweier  Vierecke,  welche  unter  b) 
oder  c)  in  ein  K.reisviereck  eingeschrieben  sind,  müs- 
een  einaoder  gleich  sein.  (Ta^  VII.  Fig.  1.). 

Maa  veriäni»ere  öe  um  ein  iStück  cc=cd,  ab  um  ein  Strick 
bf=be,  da  um  ein  6tiück  ay=.af\  6o  iist  dg  gleich  dem  Um- 
fange des  Vierecks  abed.  Ebenso  veilabie  man  mit  dem  Umböge 
d4M  Vierecke  afb^v^d*,  eo  erhftlt  man 

dfg'z=id'a'  -f  a  b'  -f  6'c  +  c'tZ'. 

Nun  ist  zu  zeigen,  dass  dg=d'g'  iet« 

Ee  iet  Viereck  de&df  ^  Viereck  eec'e';  denn 

dc^cßt  cc'=:cc',  rf'c'=cV, 

und 

rf cc' = «cc*,   cc'if' = cc'e' ; 

drei  auf  einander  folgende  Seiten  und  die  beiden  dazivisi  hen  lie- 
genden Winkel  des  einen  Vierecke  sind  ali»o  eiuzeiti  i^enoninaeu 

tieich  den  gleichnamigen  Stücken  des  anderen  Vierecks.  Ana 
enselbeti  Cniiiden  ist  Viereck  e'b'be  ^  Vaereck  fb'kf,  nnd 
Viereck  faa'f'Q^gaa'g»   Daher  ist 

Ferner  ist  Winkel 

odA  s=  edd* = et^^bff  ^  agg^ ; 

also  dd'  gleich  und  parallel  gg";  duhcr  i«»t  dd'g'g  ein  Parallelo- 
giamm,  abo  dg^d'ff. 


Wenn  zwei  Vielecke  einander  libntieh  sind :  so  haben  «ie 
stets  einen  Aehnü'  It-piiukt.  Die  gleichnamigen  Seiton  liridt-r 
*  Vielecke  sind  entweder  paraliel  oder  nicht  parallel.  Jeden  die- 
ser beiden  Fülle  hat  man  in  zwei  neue  Fälle  zu  zertbeilen.  Wenn 
die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen  Vielecke  parallel  sind, 
80  Sind  rüp  parallelen  Seiten  entweder  ein-^liinrnig ,  d.  h.  nach 
derselben  Seite  hin  parallel  ,  oder  nicht  eiiistininng,   d.  b.  ent^ze- 

§ engesetzt  parallel.     Zwei  ähnliche  Vielecke,  deren  gleicbnantii'e 
leiten  einstimmig  parallel  sind,  haben  nur  einen  äusseren  Aehnlich' 
keitspankt 
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Zfvei  fthnliche  Vielecke,  deren   i^ciclMianlge  Seiten  ent^e- 
'  gen<;e8etjit  parailel  siod,  habeo  nur  eioeo  inoero  AebnUchkeitt»^ 
uunkt. 

Diese  beiden  S/itze  sind  allgemein  bekannt  und  aucb  loicht 
emeisbar;  vielleicht  weiiigpr  hi^kannt.  o«ler  doch  uicbt  so 'behaii> 
dell,  uii^  hier,  siod  die  beiden  folgenden  Sätze: 

Wenn  rlic  g  I  ei  c  Ii  n  a  ni  i «;  o  n  Seiten  z»voier  ähnlichpn 
Vielecke  nicht  ^»arallof  sind,  so  folt^on  sie  entweder 
ifl  derselben  od  er  in  c  n  tgege ng e»e  t^t  er  Rio h t u  n^  auf 
•iBaoder.  Im  ersten  Falle  haben  beide  Vielecke  einen 
Süssem,  Im  andern  einen  Innern  Aehnlicbkeitspnnkt 
(Taf.  VII,  Fig.  2.). 

Zwei  ihnÜchc  Vielecke  bissen  sieb  in  jedem  Falle  durch 
Di'i^xonalen  in  .ähnliche  Dreiecl^«^  /  rl.^  'on:  iimf  da  der  Aebnlicb- 
keiUpunkt  zweier  ähnlichen  Urcicckc  /.ugleioh  der  Aehnlicbkeits- 
puukt  der  beiden  ähnlichen  Vielecke  ist»  so  durf  man  nur  den 
AehnlicUeeitspunkt  von  awei  ähnlichen  Dreiecken  suchen. 

a)   E;j  »ei 

und  die  gleichnamigeu  Seiten  beider  Dreiecke  folgen  in  derselben 
Richtung  auf  einanaer. 

Die  gleichnamigeu  Seiten  beider  Dreiecke  begieo- 
sen  gleiche  Winkel,  und  bilden  dadurch  drei  Vier- 
ecke» um  n-elcbe  sich  Kreit^e  beschreiben  lassen; 
diene  drei  Kreise  durchschneiden  sich  in  ehirm 
Punkte,  welcher  der  Aehnlicbkeit^pun  kt  der  beiden 
ähnlichen  Dreiecke  ist.     (Taf  VII.  Fig.  !2.). 

Das  cr.««te  Kreisviereck  ist  ADA'E,  das  zweite  BFB'D,  und 
das  dritte  VFCE.   Die  Gründe  dafür  sind  leicht  angebbar. 

Die  beiden  Kreise  ADA'E  mit  BFB'D  durchschneiden  sich 
in  Iß  und  P\  so  ist  P  der  gesuchte  Aehulicbkeitspunkt.  Denn 

^PABco^PÄ'B'', 

weil  PAE  =  PA'E,  da  beide  auf  demselben  lioe;en  PE  des  Krei- 
ses PA  ADE  hieben y  PBD=^PB'D,  da  beide  auf  demselben 
Bogen  PD  des  Kreiees  PBD  stehen;  also 

AB;A*B'^PAiPA'-PB\PB\ 

Auch  ist 

^PACo^\PJ^Cx 

denn 

PADi:^PA'D, 
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w«ll  beide  auf  demselben  Bogen  PD  im  Kreie«  PÄD  «teben,  und 
also  ist  auch 

PC:PO^AC'./tC, 

Die  Verli.-iltnisse       eior  Abstände  Funkte«  P  von  zwei 

gleichiiaiui^^en  i^ckpunkteu  heider  ähnttchen  Üreieckc  sind  untei 
einander  gleich;  daner  Ist  P  der  Aebnlicbkeitspunlct  beider  Drei* 
ecke.  Der  drilte  Kreis  CFCE  moss  aacb  dorch  den  Paukt  P 
gehen,  üenn 

APC^A\PC, 
weil  XAPCqkj^A'PO', 

4PB=sA'PB\ 
aus  (ieniHclben  Grunde,  also 

APB^APC=APB'-A'Pa  oder  CPB^CPB\ 
gnd  daiv  Gleiches 

ßPC  =  BPC' 

gesetzt,  giebt 

CPOszBPB'ssBDB'z^CEC . 

Daher  liefen  die  fünf  Punkte  C,  F,  O,  E,  P  aui  dem  Umfange 
eines  Kreise». 

b)  J>ie  Mittelpunkte  der  »Irci  nftori  genannten 
Kreise  bilden  die  Ecken  eine«  Urci(;ck8.  das  jedem 
von  den  beiden  ihnltchen  Dreiecken  ähnlich  ist.  (Taf. 
TU.  Fig.  a). 

Es  sei  a  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  >v«lcher  durch  ADPt 
ß  der  Afittelpnnkt  des  Kreises,  welcher  durch  BB*P,  ond  y 
Mittdpvnkt  des  Kreises,  welcher  durch  COP  geht 

Die  Centrale  €tß  halbirt  die  Bogen  DmPt  DnP  in  w,  n;  die 
Centrale  ay  halbirt  die  Bogen  EpP,EqP  in  0,  q,  und  die  Ceii- 
trale  ßy  halbirt  die  Bogen  f  rP,  FmP  in  r,  «. 

Es  iat  nun  au  zeigen ,  dass  DAE^mup,  nUio 
^  Bogen  DE      Bogen  mp. 
Bogen  DE     Bogen  DEP  —  Bogen  EmP\ 

aUo 
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2  Bogen  DE  ==.  ^  Bogen  ÜEP 
=  Bogen  mpP  —  Bogen  pP 


^  Bogen  EmP 
Bogen  mi». 


Daher 


Eben  tto  zeigt  mao«  daas  r/3n  =  t'BD;  den^ 
I  Bogen  f />  =  ^  Bogeo  FrP  —  ^  Bogen  DnP 


=  Bogen  mP     Bogen  nP  =  Bogen  Mt. 


Daher 


Folgiicfa 


c)  Wenn  zwei  DrintM-ke  ä  h  n  1  i  ch  sind  ,  ihre  {gleich- 
nauiigen  leiten  uieh  t  parallel  ttind«  sie  aber  in  der- 
selben Richtung  auf  einander  folgen,  und  man  die  Ge- 
raden, w  elche  die  gleichnamigen  Eclcen  beider  Drei- 
ecke  verbinde«,  nach  dem  Verhältnisse  zweier  irlcich- 
naroigen  Seiten  theilt;  so  bilden  die  Theilungä))uiikte 
die  Ecken  einen  Dreiecks,  das  einem  ?on  den  eegehe- 


nen  ftbnitcb  ist  (Taf.  VIL  Fig.  4.). 

Die  gegebenen  ähnlichen  Dreiecke  seien  ABC  und  A'fi'O. 
Ziehe  il'Ot  Bc»  Ca. parallel  AB,  BC,  CA,  and  mache 

OA  ^A  ff,  B'c=B'C,  Va=CA\ 

•Verlfiogere  die  drei  Geraden  bA\  Bfe,  Cu,  trelebe  sieh  in 
&  treffen:  so  ist 


die  gleichiiaiiiigen  Seiten  zweier  ähnlichen  Dreiecke  gleiche  Win- 
kel begrensen»  so  ist  ^ 


und  fla  «lic  drei  Drcircke  b'A'ir.  v'H'C,  a'C'A'  gleich nrhewkllg 
sind,  so  sind  sie  auch  unter  einander  älinlich;  folglich  lai 


B'A'b'  =  C  Ä  V = A'  Oa! . 


also 


hA*B'^&»iy^fiCJ^% 


üiQiiiZüQ  by  <^OOgle 


2M 

AB»'.  ß*Ci  CA* = bB'-.eC  utA'. 

m 

Nach  der  Koostruktiu»  iüt  aber 

CyiyC^iACiA'Ci 

daher 

aßitB'=ßY',^C=Y»:aA'=  ABAB-^  A'B' . 
Folglich  ist 

^ttßyoi^  ABC. 

«)  Wenn  z*vei  Dreiecke  ätiniicti,  ihre  gleicbnami> 
gen  Seiten  n  i ch t  naral I el  sind,  und  in  entgegengesetz- 
ter Richtung  auf  einander  fols;en:  so  soll  man  den 
Aehnl'u  hkcilspuokt  beider  Dreiecke  bestimmen.  (Taf« 
VlU.  Fig.  i.). 

Sei 

^ABCco^AfCB', 

Theilc  AA' ,  BB'  nach  dem  Verbältnütöe  zweier  gleicboamigen 

Seiten;  al»o  ». 

ADiDA'=^ABiAB'=BEiEB\ 

imd  SQcbe  tu  den  drei  Peekten  A»  D,  A*  den  vierten  baimeni- 
flchen  il,  d.  b.  es  rnjiss  sein 

AU\Ad^DA''.A'd\ 

daraus  folgt 

AD  +  Ad :  Ad—AD=^  DA  h  A  d :  A  d  -  DA' ; 
sei  a  die  Mitte  von/M;  so  wird  vorstehende  Proportion  folgende: 

3Jaj  2Dte=s2l»a :  2A'« 

oder 

Aa:IkissikiiaA\ 

Nun  beschreibe  man  nm  «  mit  tfH  einen  Kreis,  weleber  die  DE 

in  J  schneide;  so  ist  J  der  ioaere Aehnlichkeitspunkt  der  beiden 
Dreiecke  ABC  und  A'BC, 

Denn  man  bestimme  (Taf.  Vill.  Fig.  3.)  anch  an  den  drei 
Punkten  B t  E,  B'  den  vierten  harmonischen  Punkt  er  balhire 

Kc  in  ß,  und  heschrcibe  um  |3  mit  ßE  einen  Kreis,  welcher 
den  vorigen  Iwreii«  in  J'  und  K  schneide;  so  kann  man  zeigen»  Mie 
▼orbcr,  oass 
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£0  ist  BU 

weil 

und  AaJ'  beideo  Dreieckeo  gemein.  Daher 

leroer  Ut 

abo 

folglicb 

JtJ*iJ'A^A'ÜiDA  =  AM.  AB . 
Eben  so  zeigt  man,  daas  B'J'E^EJ'Bx  datier 

:  J'B'=zB'E:  £B=zA'B' :  JÄ, 

ttod  daraus  folgt 

^A'J'B'oo^AJ'B; 
abo  A'J'B':=iA^Bi  daher  • 

also  />/'£  eine  Gerade;  Cbigttcii  iat  J  und  J*  ein  uud  derseitie 
Punkt. 

Aua  ViirsteheadeiD  Iftiat  sieb  nun  leicht  zeigen,  dass 

i\A'JOo:)\AJC,   und   ^B'JCcsj \BJC. 

I>a1ior  ist  J  der  innere  AehnKcbkeltBpnnkt  der  beiden  fihnlichen 
Dreiecke  ABC  und  A  B  C, 

Bemerkung.  Sind  die  drei  Punkte  J ,  /),  A'  gegeben,  ao  kann 
man  unmittelbar  den  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreide«  (indeo, 
otinf"  \  nrhr  r  den  vierten  harouMitschen  Punkt  d  gesucht  au  haben. 
Daher  iolgeode  Aufgabe. 

Die  Strecke  nach  dem  VerbSltnisse  pia  zu  thei* 
l#n.  (Tat  VIII.  Fig.a). 
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Ziehe  AF  tu  beliebiger  Richtun«»  A*G  pafallel  AF;  mache 
AF=:p,  A'G  =  tf»  ziehe  FG ,   welche  die  AA'  in  D  schneide 

(ühte  DK  parallfl  AF,  iwuhv  /)K=a,  und  /if>he  FAT,  welche 
«lio   f  ('  in  a  treffe:  so  ist  a  der  Mittolpuukt  und  a£>  der  Radius 
gei»ucbtüit  kreise:}. 

Deno 

AF:AfG-p:q^ADiDA^, 

und 

dai.er  Ut  auch  , 
AÜxAu^AB^DAlxfa>^DA* 

oder 
l'olglicb 

Macht  man  die  Verlängerung  vo»  6r'^'  =  «=:vl7i,  und  zieht 
Fü,  welche  der  Jii'  In  beeegnet.  so  aiod  J£>,  ilS  <l  rter  bar- 
monisehe  PiioMe,  imd  a  Ut  die  Mitte  Ton  DA 

DicRes  Icann  mao  durch  Frouortioueii,  aber  anch  auf  folgende 
Art  erweisen.  Ziehe  üK,  welche  die  FD  in  L  erreiche:  so  ist 
m  SicT  GH,  uod  DK  zugleich  V»  von  6'«.  daher  iViC==iCL, 
also  wich  da^uD,  weil       paraUel  Dd  ist. 


^)  Wenn  die  gleich uamigen  Seiten  zweier  lihuli- 
cheo  Dreiecke  nicht  parallel  »lud,  Ihre  gleicimami- 
sea  Ecken  in  entgegengesetzter  Richtung  auf  einan- 
aer  folgen:  so  giebt  es  cirei  Kreise,  deren  jeder  durch 
den  \ehnlichk  eitspunkt  geht,  jeder  seineo  Mittel- 
punkt in  einer  Geraden  hat,  welche  awel  f lelcbnamige 
EckeDbelderüreiecke  verbindet,  und  die  zweiPunkte, 
D  weichen  jeder  Kreis  seine  Centrale  schneidet,  hil- 
den  mit  den  beiden  Eckpunkten  der  Dreiecke,  durch 
welche  die  Centrale  gebt,  vier  harmonische  Punkte, 
und  zwar  sind  die  Schnittpunkte'dee  Kreises,  so  wie 
die  cleichnamisen  Eckpunkte,  sugeordnete  barmooi- 
Hche  Punkte  (T af.  VliL  Fig.  4.). 

Sei 

^ABCcK:iXA*B*C 
Man  theile  AA*  in  D,  BB  in       CC  in  F  so,  daa« 


* 
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AD :  DA* = BEiE»^CFtFC=ABiA'B' 

sei  Suchr  itnii  7u  /(.  />,  -4';  /?.  A:,  T,  /\  f  den  vierten 
harmonisihei)  Punkt  d;  e;  f;  halbirc  Uä,  Ee ,  Ff  in  a,  ß,  y\  so 
sind  dieKc  Punkte  die  Mittelpunkte  der  gesuchten  Kreise.  Die 
Kreise  um  u  mit  ttD,  um  ß  mit  ßE  beschrieben,  mögen  sich  in 
J  schneiden:  so  ist  J  der  Aelinruhkeitp|mnkt  der  briHen  Drei- 
cek«  ABC  und  A'Ii'fy,  wie  «ben  bewiesen.  IVIan  lei^e  durch 
J  und  E  einen  Kreiä,  dessen  Mittelpunkt  /  iu  /X'  liege.  Da 

tJB^OW,  BJE:siB'J£, 

80  ist 


oben  erwiesen, 


daher 


alio 


CJE  :=  CJE, 


Cy:yF=Ey:Y'C, 

oder  ' 

CY'^Y'F:fF-Y'C=Fr'  +y'C:y'C~/F, 

oder 

wenn  der  dritte  Kreis  die  in  schneidet;  daher  sind  C,  F, 
C  f'  vier  harmonische  Punktes  folt^lich  ist  /  '  \mi\  f  ein  und  der« 
selbe  Punkt;  daher  ist  auch     und  y  ein  und  derselbe  Punkt 

^)  Die  drei  gleichartigen  Dorchschni ttspunkte  der 
drei  Kreise  mit  den  drei  Geraden,  w clcbc  rl u rch  ir leich- 
namige Eckpunkte  der  ähnlichen  Dreiecke  gehen,  lie- 
gen mit  dem  Aehnlicbkeitspanicte  io  einer  Geraden. 
£ä  bilden  also  eine  Gerade  J,  F  and  E,  so  ivle  dJef, 
(Taf.  VlIL  Fig.  4.). 

Dass  DJE  eine  Gerade  bildet,  ist  schon  nlun  gezeigt;  es 
bleibt  nher  tu  beweisen,  dass  die  Gerade  DJE  die  (Gerade  CO 
in  F  aach  dem  Verh&ltoisae  xweier  gleicbnamigen  leiten  tbeilet 


« 
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A\no  angenommen ,  der  Punkt  J  sei  durch  die  I>eiden  Kreise 
um  a  und  ß  be&timmt,  die  Gerade  DJE  gezogen,  welche  die 
CO  In  F  schneide;  so  itt 

B'JE  =  BJE, 

nnd 

CJB'=zCJß, 

weil 

daher  ist 

CJEz=CJE, 

* 

folglich  ist 

OFiFC=OJ:  CJ:=iA'B':Aß, 

und  daraus  ergiebt  sich,  dass  die  vier  Punkte  JD,  F,  £  m 
einer  Geraden  liegen. 

Es  liegen  aber  auch  die  vier  Pnnfcte  (2,  J,  f,  t  in  einet  Go» 

radeo;  denn 

DJd  s^iRsiEJe^  FJfi 

weil  Ddf  Ee,  Ff  Durchmesser  der  Kreise  sind. 
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Elemenfari^eometrlscher  Beweis  eines 
iB  Weisem  Archiv  viel  besproclieiieii 

Satzes. 

Vim  (Ifin  ^ 

Herrn  Gytnnasialdirector  August 

in  Berlift. 


Der  fjeometrische  Satz,  um  den  es  sich  hier  handelt,  ist  im 
13.  Thetle  6.  341.  und  im  15.  T heile  S.  3dl.  uiiter.sucht,  auch  ist 
fBr  einen  sehr  apeciellen  Fall  demelben  ein  geometriscber  Beweie 

im  15.  Theile  S.  3.">S.  (^e<;eben.  Er  lässt  sich,  so  weit  er  die  Win- 
kel d(;s  Dreiecks  hotrifft ,  !ir,ch<;t  olnfarh  diiroh  inilirecte  Sshiiisse 
aus  dem  folgenden  ablciien,  der  eine  sehr  elementare  iieneis- 
CvLhrong  zuläsat 

Lehrsatz.  Wenn  zwei  ungleiche  Winkel  eines 
Dreieeks  durch  Transversalen  proporti o  n  i [  getheilt 

werden;  so  ist  die  Theilunqstrans versale  de»  grö««e- 
ren  Winkels  kleiner,  als  die  des  kleineren. 

Beweis.  In  DroH  ck  ABC  (Taf.  VIII.  Fi-.  5  )  sei  Winkel 
ABC>ACB  und  der  kleinere  WinkeMCßdurcb  die  Traitsveraale  CD 
in  beliehi(;em  Verhfiltniaa  gethellt;  so  dasa  ACDiDCB^mxn,' 
Es  i»^t  ?Ai  zeigen,  dass  eine  aus  jß  gezogene  Tranaveisalet  die 
den  grr>sseren  Winkel  in  demaelbeu  VerbSUniss«  mxn  theilt; 
kleiner  i^t  sAs  IJC. 

Man  leiie  znniichst  die  Transversale  BE  so,  dass  Winkel 
ABE,  =  DCA  wird:  dann  folgt  aus  der  eh nlicbkeit  der  Dreiecke 
ABB  und  ACD  die  Proportion  ABt4C^BE:DCl  wett  aber 
AB<AC,  Bo  ist  ttwA  B£^  Da 

Ferner  lege  man  die  Transversale  BF  so,  dass  Winkel 
FBCzsiDCB  wird;   dann  babeo  die  Dreiecke  FBC  und  DCB 
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eine  gleiche  Seite  BC  und  «'inen  t'leichen  anliegciiden  Wlnlfl 
FBC^  DCB\  ee  muss  daher  io  deniienigen  Dreieck ,  iQ  weichem 
der  streite  an  dlewer  Seite  anliegende  Winkel  grösser  ist,  aneb 
die  Gegenseite  dieses  Winkels  gnisser  sein  als  die  entsprecheode 
Seite  des  aa4|PreD  Dreiecks;  rolutich  ist  aucli  BF^DC. 

Soll  mm  der  grossere  Winkel  ABC  proportional  mit  dem 
kleineren  Winkel  ACB  getheilt  «erden;  so  werden  seine  Thoile 
griisMer  uU  die  Theilc  des  anderen.  Es  uiuss  also  der  an  BA 
anliegende  Winkeltbeil  grosser  s^n  als  Winicel  ÄCD,  d.  {.gros- 
ser als  ARE.  Die  Theiliini;slinie  Hillt  daher  zwischen  ÄiSund 
BC.  Eben  so  niuss  der  an  BC  anliegende  WinkelthetI  grosser 
sein  als  Winkel  DGB,  d.  i.  grasser  als  FBC.  Die  Tbeiluiigs- 
Haie  ftitt  daher  aueh  swiscben  BF  und  BA»  Ist  demnach  BG 
diejenise  Theilunl;8tra^s^  orsale,  durch  'welche  die  Proportion 
ABG:GBC=ACD:DCB  —  m:n  unter  den  Winkelthoilen  ent- 
steht; so  liegt  sie  auch  noth wendig  zwischen  /i/^  und  Ilf 

Wenn  aber  von  einem  Punkte  B  ausserhalb  einer  geraden 
Linie  AC  drei  gerade  Linien  BB,  BG,  BF  an  dieselbe  gebogen 
sind»  so  ist  die  mittlere  BG  dieser  drei  Linien  kleiner  als  die 
grossere  der  beiden  finsseren,  oder  wenn  diese  einander  gleich 
sind,  kleiner  als  jede  von  beiden.  Da  nun  sowohl  BE  als  auch 
BF  kleiner  als  ÖC  ist;'  so  muss  auch  BG  kleiner  als  CD  sein. 
Dies  sollte  bewiesen  irerden. 

Zusatz*).  Wenn  zwei  Winkel  eines  Dreiecks  durch 
gleiche  Tr m  ^vr  rs alen  prc(portional  getbeilt  sind»  so 
sind  die  Winkel  gleich. 

Beweis.  Waren  die  Winkel  ungleich;  so  wären  auch  die 
Transversalen  ungleich.  Da  diese  aber  gleich  sind,  so  können 
die  Winkel  nicht  angleich  sein,  sind  also  gleich. 

Anmerkung.  Die  Beweisführung  gilt  für  jede  zwei  innere 
Winkel  eines  Dreiecks.  Constructton  und  Beweis  lassen  sich 
auch  noch  für  den  Fall  anwenden,  wo  die  Linien  BD  und  CF 
parallel  sind.  In  diesciTt  l  ull«!  wird  Bil  =z  !)C.  ^  ü^  den  Fall, 
dass  Bü  und  CF  diver^iren,  die  Winkel  also  eigentlich  Aussen» 
Winkel  eines  Dreiecks  sind ,  läs<«t  sich  aus  dieser  Constructton 
nichts  folgern,  weil  der  Beweis  /)r  er<;iebt,  uesbalb  eine 

Vergicichung  zwischen  BG  und  BC  auf  diesem  Wege  nicht  mög- 
lich wird. 


*)  Dieser  ZuHaU  ist  der,  nur  im  Ausdruck  etwas  veräaderte,  Thl,  I&. 
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I  \ 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


m 


1 

1 

CO 

1 

IQ 

s 

1 

i 

06 

~* 

» — 

i 

09 

11818 

i 

s 

i 

1 

Ol 

•* 

4331842 

'S 

1 

%. 

r 

■ 

i 

i 

OD 

4511843 

18415787 

o 

9 

» 

ä 

CO 

CO 

1-* 

1 

^  1 

-  1 

Digitized  by  Google 


MB 


•ff 

«4 

CK 

m 

q 

g 

So 

8 

8 

f 

oo 
CD 

OS 

S 

Mir 

i 

S 

3 

1 

kO 

Q 
g 

CO 

.§ 

c 

•> 

1 

o 

gf 

OD 

II" 

lO 

QO 

CT 

c; 

's! 

c 

i 

1». 

>-* 

»-*  1 

1^1 

1 1 

Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


Bigitized  by  Google 


r 

«•• 

1^ 

K> 

Od 

et 

1^ 

CS 

Gi 

OD 

^  Ii 

O 

i 

Cd 

CO 

CO 

^5 

»o 

(30 

CO 
CO 

g 

OD 

s 

1 

j  

K) 

03 

CO 

S 

CO 

14768 

o 

Digitized  by  Google 


370 


mm 

>»- 

•H 

••• 

• 

M«* 
o 

«i 

s 

*^ 

OL 

Cd 

ä 

^* 

1 

ä 

s 

00 

Ol 

Ol 

C5 
IC 

O 

i 

4^ 

Ob 

6973 

1 

Ol 

"  CT 

o: 

1 

116709 

56117 

167931 

b» 

3^1 

w 

Od 
^> 

85978 

GTj 

I—« 

CO 

CO. 

2634771  1 

24752261  | 

9776624  1 

1081834  1 

NM 

CO 

»— « 

o 

Digitized  by  Google 


271 


*^ 

S 

Ol 

Iw 

i 

CO 

Od 

1^ 

1 

vi/ 

t— ' 

Ol 

CO 

S 

5853 

VI 

S 

3475 

3510 

4513 

1' 

15283  1 

73387  1 

52888 

o 

Digitized  by  Google 


271 


igt 

••« 

>- 

U) 

Od 

1^ 

o 

CO 

1 

i 

e 

Sa 

CO 

CO 

6 

CO 

c;i 

Cd 
K> 
OD 

KS 

09 

1 

CO 

1^ 

tili 

# 

1 

•s» 
OD 

•M 

474U62 

Kl) 

OD 
4^ 

^ 

1 

1 

00 

^  > 

Si 

CO 

*- 

Ii 

CO 

1 79474323 1 

i 

1^ 

o 

Digitized  by  Google 


«9 

CO 

S 

OD 

*o 

Od 

09 

M 

Ol 

Hl« 

s 

09 

lO 
Od 

CO 

QO 
00 

r.'j 

CO 

CO 

OD 

•vi 

•VI 

Od 

Od 

Ig 

ob 

•M 

•s» 

'SS 

1 

•V» 

00 

OD 

s 

•VI 

»■» 

85414 

CO 

1 

OS 
C7i 
CO 
1^ 

lu 

CO 

CO 

100790 

428793  1 

2790257  1 

616042 

Digitized  by  Google 


S74 


5" 


6» 

Cd 

co 

CS 

•vi 

CO 

C3 

•vi 

i 

vO 

b9 

1^ 

M 

O 

Ol 

• 

o 

i 

Od 

10603 

& 

KS 
CO 

CO 

7638409 

8713281 

i 

00 

1468845 

16082496 

1 

-  ^ 

IC 
Ol 

@ 

1 

o 

8 

Digrtized  by  Google 


\ 


«r 

1 

1 

'S? 

- 

CT 

s 

09 

S 

1 

f 

09 

CS 

OD 

19 

09 

Im 

O 

Cd 

KS 

Oi 

CT 

OD 
CD 

09 

i 

CT 

OS 
Ol 

Ci 

Od 

CT 

09 

KS 

1077 

09 

i 

1867 

3467 

33715 

4403 

09 

00 

1059 

4544 

c 

K9 

CO 

348811  J 

2257779  1 

1467280  1 

38612  1 

■VI 
Oi 

o 

Digitized  by  Google 


••> 

>• 

*9 

OD 

« 

ko 

*4 
Od 

CO 

Vi 

09 

OD 

CD 

OD 

0 

0 

4^ 

e 

ti 

c5 

»-«* 
)0 

C7l 

00 

Cd 
Cd 

OD 

09 

1 

et 

■vi 

CO 

i 

i 

09 

Ol 

CD 

CD 

00 

i 

5185454 

1 
KS 

CD 

1 

i 

5? 
w* 

s 

10735896  1 

2394902  1 

1091246S  1 

0 

Digitized  by  Google 


*• 

1 

1 

CO 

s 

» 

CO 

00 

03 

Ol 

CO 

VI 
V| 

! 

Mal 

S 

CO 

1100 

00 

10103 

44070 

192026 

kO 

s 

151603 

661303 

5992714 

2485289 

357859 

Ol 

161706 

70Ö373 

664277 

3507425 

oo 

475015 

2072049 

14421476 

4129023 

4482501 

CO 

2777422 

1 

1 

1— > 

o  • 

Digitized  by  Google 


!  I  r 


1 

1 

>*  1 

*** 

SS 

• 

«0 

1)0 

*^ 
'  CO 

4* 

Ol 

OD 

OD 

o> 

4« 

Ol 

&3 

s 

1 

Ci 

10 

;  M 

Od 

HL 

1 

4^ 

■  ( 

QO 

ä 

Qt) 
»— 

CK 

5064 

9 

«1 

1 

So 

j 

§ 

1 

Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


** 

9^ 

5* 

*- 

- 

Od 

OD 

u> 

s 

a 

1 

Ol 

8 

KD 

2 

1006 

1886 

CT 

1269 

SS 

53884 

2165 

1327 

g 

KS 

6813 

31431 

3923 

17383 

163258 

1 

33429 

5250 

23263 

IC 

86337 

141467 

>-« 

296539  1 

3534190  1 

SS 

OS 

184409  1 

1 

o 

Digrtized  by  Google 


384 


<4 

••• 

CD 

bO 

CD 

5 

■rv 

09 

CO 

"vi 

!>£) 

iX 

M 

b 

s 

KS 

CO 

;d 

lO 

Od 

1201 

cx 
S 

s 

5025 

134551 

«» 

'>^» 

00 

|& 

i 
1 

CS 

© 

r 

1 

CO 
CD 
OD 
O 

, 

672^ 

CO 

11251 

!  50044 

j 

o 

t 

I 

Digitized  by  Google 


5 

1^ 

05 

03 
IC 

s 

CO 

o 

o 

09 

s 

SS 

KS 

& 

MW 

s 

OS 

K> 

»-^ 

W» 

C9 
■M 

cc 

Od 

o 

;o 

Cd 

s 

o» 

Vi 

CO 

1943 

28607 

Od 

Od 

OD 

1 

4198 

00 

CT» 

33448 

• 

OD 

 1 

O 

Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


TIS 


«s 

! 

«5» 

■ 

** 

CS 

£ 

CO 

CO 

^1 

lO 

C9 

1^ 

i 

KS 

Oi 

4^ 

CS 

00 

eil 

8 

Cd 

2 

>-* 

O 
•M 

1867 

c: 
»i- 

33715 

4403 

5989 

CT) 

1059 

4544 

18920 

*^ 

CO 

81292 

348811  1 

2257779  | 

38612  1 

278 


». 

>• 

«>. 

• 

CD 

Cd 

Cd 

WS 

to 

s 

CO 

s 

1529 

7» 

CO 

Ol 

KS 

»-« 

s 

SS 

3381 

Ol 

1 

27897 

121198 

373994 

IC 

11244 

.CO 

\^ 

111887 

486091 

CO 

k; 

OD 

2065562 

< 

! 
• 

Cd 

SS 

<0 

Ol 

Ii-' 

1 

( 

( 

CO 

CO 

1 

10912468  1 

o 

niniti^pff  bv  Gooqjle 


279 


et 

Mo 

>-* 

- 

CO 

00 

09 

16 

Ol 
•«» 

So 

o 

Ol 

s 

KS 

CD 

1100 

00 

Gl 

Ol 

10103 

44070 

192026 

2206 

151603  ; 

661303 

5092714 

P 

KS 

357859 

161706 

705373 

2573389 

664277 

3507425 

475015 

KS 

o 

14421476 

4129023 

4482501 

636721 

1^ 

KS 
t9 

13986485  | 

i 

5ß 

o 

o  • 

Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


»1 


♦  • 

ar 

25* 

••• 

»- 

1 

CO 

«0 

OB 

S 

1 

CO 

SS 

*^ 

4» 

w 

1 

8 

w 

MM 

CO 

i 

3659 

OD 

Od 

00 

SS 

i 

CD 
M 

CO 

i 

00 

i 

1—« 

CK 

OD 

1 

!^ 

3ÖÖ083 

1 

SS 

CO 

1 

2051243 

S 

^, 

CO 

liM 

o 

Digitized  by  Google 


5 

5- 

%6 

CO 

fe£> 

KS 

M 

CT 
C9 

vir 

OD 

N> 

Ol 

1     1759  , 

1070 

0« 

00 

!^ 

3593 

1527 

15565 

1 

CA 

24577 

108483 

1343749 

434339 

C3 

er- 

& 

CO 

o 

00 

CS 
CO 

112076 

51530 

CO 

o 

g 

CD 

1— • 

o 

3134535  1 

33575431  1 

1 

1 

1 

3d 

< 

1 

r 

^  kjui^  o  uy  Google 


38S 


'S 

CS 

Od 

«0 

8§ 

* 

»9 

s 

8 

a 

<;>:» 

^ 

W* 

W* 

9001 

1886 

Cl 

1269 

1 

g 

CT 

22453 

2165 

1327 

5880 

o 

31431 

•M 

3923 

1 

17383 

163-258 

21801 

1 

i 

OD 

W 

»o 

2 

86227 

141457 

CO 

et 

03 
CO 

i 

i 

o 

Digitized  by  Google 


284 


i 

i 

••• 

1^ 

IS 

s 

n 

CD 

s 

»9 

•vi 

>— • 

dt 

1 

CS 

s 

03 

*  -  -m 

1$ 
01 

is^ 

Oa 

to 

2319 

s 

Od 

1201 

5342 

1 

i 

8230 

Ol 

5025 

1 

134S51 

i 
S 

OD 

6226 

S 

h 

CO 

IM 

1 

r 

1 

1 

i 

1  ^ 
1  d 

r 

i 

o 

1 

KS 
4^ 
i>if 
•»» 

1 

j 

t 


285 


35- 

>• 

Vi 

« 

IN.*' 

s 

,1—' 

CO 

O 

c» 

09 

s 

w 

28 

1 

OS 

KS 

Ä 

CO 

KS 

Cd 

iU 
Ot 

^ 

Cd 

cc 
*• 

o 

CO 
^1 

Od 

OS 

§ 

CO 

So 

CO 

1^ 

1943 

63052  , 

Cd 

Od 

1 

CO 

i 

So 

60 

93519 

CS 
Cd 

Od 

OD 

 ! 

o 

Digitized  by  Google 


286 


a 

- 

CO 

CO 

Ci 

o: 

KS 

KS 

i 

KS 

KS 

CO 

KS 

KS 

CO- 

00 

c: 

2048 

24778 

7714 

Od 

Ol 

2169 

1449 

c5 

Kl 

17064 

e» 

9633 

43259 

103951 

t— • 

19179 

•M 

oc 
ce 

218464 

1443934 

693106 

331106 

00 

o 

261723 

■v* 

Cd 

gi 

c:> 

1 

) 
( 

■»^ 

Ol 

s 

KS 

00 

CO 

10715lj 

480187  1 

• 

g 

00 
Ci 
CO 
C3 

KS 

o 

287 

21 


». 

- 

Vl 

Od 

- 

CO 

o 

KS 

KS 

1 

CO 

o 
V« 

VI 

KS 

o 

09 

►-^ 

ß 

OD 
lO 

o 

s 

;c 

•v# 

CO 

1 

CO 

VI 

»— ' 

o: 

4372  ' 

— 
-  # 

g 

V| 
•v| 

Od 

795461 

1 

Ci 
•v» 

ce 

CO 

1 

vi 

Ol 
OD 

o 

CO 
CO 

t 

; 

1— » 

00 

■  CO 

i 

117623297 

•vi 

CO 

27492097 

C7t 

•vi 

i 

VI 

o» 

vi 

KS 
«1 

1 

KS 

CO 
et 

g 

8 

% 

OD 

CO 

8758815 

CO 
CO 

CO 

i 

CO 

1  " 

OD 

CO 
VI 

KS 

1321-25847  1 

VI 

KS 

o 

Digitized  by  Google 


288 


& 

5- 

1 

«*. 

- 

»— ' 

1 

oo 

CO 

■  !^ 

i 

CO 

CD 

& 

Ol 

4^ 

et 

OD 

00 

Vi 

*^ 

CO 

9885 

6902 

1344  ; 

o 

9661 1  I 

10588 

12868 

1 

87681 

31568 

25400 

OD 

1  16193 

CO 
CO 

1 

00 
VI 

Vi 

56113 

18 

lO 

»— t 

& 

40816  1 

*5 

1 

-d  by  Google 


289 


a 

sr- 

- 

Hü 
Oft 

- 

CO 

- 

CO 

s 

Cw 

CO 

CK 

SS 

er» 

Ca 

CO 

lo 

CO 

Mari 

CO 
CO 

>-* 

Ci 

_ 

.! 

CO 

CO 

1  ^ 

3 

CO 

Cm 

Ol 

SS 

■VI 

CO 

OD 

Vi 

CO 

Ä 

et 

4- 

SS 

1—* 

4306  j 

t 

cc 

© 

^  Ly  Google 


& 

•». 

1 

*^ 

ke 

KS 

CO 

CO 

1-* 

CO 

CO 

CO 
CO 

Ci 

o 

1— ' 
»-* 
1^ 

CO 

CO 

CO 

V» 

er. 

% 

Cd 

• 

cn 
o 
1^ 

OD 
Iii- 

V- 

1S0491 

et 

»■^ 

OD 

8 

CO 

00 

•Nl 

l 

CO 

i 

CO 
OS 

3iai8  1 

CO 

o 

1® 

Digitized  by  Google 


291 


••• 

a 

Sä 

s 

1 

to 

Oi 

GT) 
CO 

O) 

09 

s 

09 

KS 

KS 

CT» 

s 

OD 
CD 

K5 

KS 

00 

00 

KD 

18355  1 

Ci 

CO 

f 

o 

IC» 
00 

»c 

i 

14500 

00 

09 

10627 

80572  j 

27041 

g 

1— ' 

o 

» 

09 

CO 

j      2949  1 

CS 

VI 

s 

% 


Digitized  by  Google 


292 

5- 


B 

«>. 

to 

OS 

- 

Ol 

CO 

1 

Od 

»-* 

CD 

CS 
CO 

KS» 
»-* 

Cd 

Ol 

Im« 

CS 
^< 

CO 
CO 

CO 

8 

CO 
*£> 

s 

00 
■VI 

CO 

03 

•^1 

Ki 

1 

o 

1750 

?  ' 

17502 



CO 

CS 

10655 

J 

-r 

§ 

Ci 

4077  1 

e 

o 

Digrtized  by  Google 


293 


a 

1^ 

Ol 

00 

( 

- 

u> 

CO 

Od 

CO 

1 

O 

Cd 

Ol 

»— ' 

- 

L  i 

CO 

Ol 

CO 

KD 

8 

M 

o 

to 

00 

o 

CO 

? 

L\ 
Ol 

11321 

CD 

»0 

17515  1 

1 

31642 

03 

O 

Digitized  by  Google 


294 

m  ' 


'  « 

*•* 

1 

a- 

••• 

- 

Ol 

1 

00 

<P 

Ol 

ti 

»— * 

Cd 

Cd 

G9 

o 

et 

»o 

Cd 

et 

c: 

CS 

OD 

ex 

CD 

9° 

Ü» 

&9 

ce 

Cd 

CO 

w  ■ 

ei 

1359 

So 

er» 
CO 

c 

Od 

KS 

OD 

^  p 

18299 

ÜC 

>i-^ 

<C 

CO 

2549  1 

!«-• 

s 

3r« 

••. 

- 

CS 

Od 

1^ 

HM 

01 

1 

>-* 

<o 

- 

s 

CO 

CS 

00 

GC 

CT 

00 

CS 

•'l 

CS 

et 

# 

f  W 

Ol 
CS 

u> 

yS 
CS 

tc 

2 

Ol 

CS 

27153 

Ol 
5b 

Ol 

Qu 

1174 

Cd 

2S385 

!  — 
•^^ 

MM 

CO 

SS 

i 

1 

23111 

\ 

Digitized  by  Google 


296 


• 

4> 

Oi 

- 

Ol 

KS 
VI 

o 

o 

»9 

•u 

CO 

a. 

c: 

Oi 

et 

4^ 

4^ 
CO 

114 

CD 

CO 

C7l 

»o 
to 
Ci 

t— « 

2 

CS 

550 

1049 

0049 

4154 

1 

2116 

4442 

30412' 

13436 

8042 

1^ 

CO 

1183  1 

r 

1—' 

37071 

1 

Vi 

s 

02 
CO 

93 

1 

o 

Digitized  by  Google 


297 


<•>• 

at- 

CO 
•M 

Od 

- 

- 

»O 

Ii) 

05 

Öl 

1 

1^ 

CA 

s 

1^ 

II" 

Od 

o 

CX 

Cd 

CO 

Od 

o 

Ig 

IC 

c*« 

CD 
CO 

£k 

<^ 

CO 

Ol 

i 

4019 

38512 

CO 

o# 

8 

1070 

12913 

CO 

i 

OS 
03 

CO 

Gl 

!^ 

C6 

C5 
CO 

1 

174444 

Ol 

38861 

1^ 

Digitized  by  Google 


298 


& 

- 

s 

- 

- 

o» 

09 

US 

• 

KS 

o 

Od 
tc 

KS 

09 

KS 

o 

Um* 

K9 

QO 

(0 

¥^ 
K* 

■»* 

IC' 

Ol 

KS 

CO 

OT 

>-* 

•^^ 

t>s 

CO 

E 

*- 

KS 

1 

KC 

•vi 

Ol 

IC 

£ 

Cw 

KS 

IC 

*^ 

00 

i3 

r 

9} 

IC 

o 

C5 

z 

CO 

14188  1 

1 

■^1 

i 

»-^ 

X 
X 

o 

1  

.  -d  by  Google 


SM 


1 

a 

- 

C3 

s . 

- 

- 

1 

KS 

K> 

CS 

CS 

- 

CS 

Ol 
CS 

1^ 

KS 

CS 

CD 

5 

MI 

CS 

CS 

C3l 

o 

1  lO 

o 

O 

o 

o 

C3 

GTS 
00 

CTi 
CO 

cc 

Ol 
CS 

CS 

^  ' 

© 

CD 

i 

CS 
KS 
CS 

CO 

OD 

SS 

CS 

vi 

CS 

CS 

i 

1— • 

ce 

1424005 

•  -  - 

-  * 

29846562  j 

g 

CO 

•Digitized  by  Google 


aoo 


1 

•H, 

& 

> 

mm 

•». 

o 

- 

Ol 

KS 

1—1 

KS 

09 

OD 

09 

\ 

Oi 

O 

Cö 

hO 

KS 
Vi 

Ül 

Sä 

s 

S2 

CS 

c 

03 
K» 
OD 

Ci 

IC 

** 

Ca 

19579 

! 

16949 

1 

QO 

1611 

C5 

62648 

o 

Od 

CO 

KS 

1  Ot 

C4 

59064 

o 

.  -d  by  Google 


301 

3 


**• 

o 

Gl 

o 

»O 

»— ' 

to 

CS 

CO 

CO 

CO 

Ol 

to 

CO 

Cd 

1^ 

CO 
CO 

00 

IM« 

So 

w* 

CO 
CO 

t-^ 

OD 

to 
-# 

CO 

w* 

*^ 

O 

o 

CO 
CO 

CO 

CO 
CO 

hS 

<ß 

CO 

to 

on 

Vi 

p 

CO 

*^ 

CO 

53 

13790 

65057  j 

1 

to 

IM« 

1 

to 

_ 

>— ' 
O 

2tf* 

Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


& 

*• 

0) 

OD 

KP 

c5 

OD 

b9 
OD 

to 

-w 

CO 

Cd 

Ol 

4^ 

o 

s 

& 

Od 

CO 

00 

t 

CO 

CO 

•VI 
o 

i 

OD 

15429 

00 

CO 

Ii* 

Ol 

1.1/ 

35527 

27967 

CO 

i 

1 

40643 

442240  1 

CO 

LI 

e 

Digitized  by  Google 


304 


a 

9>- 

*- 

*■! 

oo 

IO 

00 

to 

CD 

CO 

CO 

CO 

CO 

crj 
w 

s 

ZA 
IO 
•P» 

1 

CS 

O) 

IO 
IO 
CO 
IO 

00 

© 

1—1 

w  ^ 

4^ 

4653 
1617 

CO 

CO 

1 

CO 

00 

i 

CO 

13967  • 

7020 

i 

CD 

3032  1 

14439 

19575  j 

63603 

ig 

CO 

o 

Digrtized  by  Google 


908 

i 


- 

- 

- 

CO 

• 

KS 

* 

CS 
CO 

CO 

Cd 

CO 

4 

£» 

4 

OD 
Ci 

M 

to 

KS 

o 

CO 

KS 

Ol 

as 

c: 

49973 

s- 

CO 

2532 

65663 

1 

•vi 

CO 

50493 

OD 

4943 

vi 
19 

KS 

1 

CO 

7475 

03 

)788C8 

Kl; 
KS 

147367 

o 

Digitized  by  Google 


Ii 

1 

1 

tu* 

c 

s 

et 

09  * 

on 

03 

Od 

IS 

•vi 

C0 

CO 

CO 

Od 

Ol 

1 

*^ 

SS 

■«^ 

c; 

Cr. 

KS 

c. 

Oi 

CO 

•vi 

00 

6571 

i 

Ol 

121751 

30293 

OD 

CO 

1 

I 

i 

74719«  1 

OS 
KS 

o 

.  -d  by  Google 


307 


sr 

»* 

—» 

Ci 

Ol 

CO 
1— • 

1£ 

c;i 

•♦^ 

CO 

CA 

1^ 
W 

1148 

2 

i 

Od 

3 

6601 

1 

CO 
b8 

1 

o 

OD 

4487 

2158 

2398 

1956 

5943 

CO 

So 

6816 

oo 

1798 

CO 

1 

32928 

5801  1 

K 

20928  1 

127497  ' 

81045  1 

CO 

o 

Digitized  by  Google 


308 


1 

**• 

00 

I—« 

09 

Oft 

IC 

*^ 

O 

o 

Oi 

lO 

CO 

CO 

•»^ 

1 

sc 

s 

CO 

c;i 

CO 

CO 
(0 

er. 

OD 

CO 

Od 

06 
9 

,  1 

CO 

1 

Cd 
CO 

OD 

i 

So 

i 

1 " 

§ 

CO 

i 

1 

00 

1 

1 

! 

.  

o  M 

C53 

CO 

Ii 

•v# 
O 
CO 

12250  1 
1  1 

Vi 

■•^ 

o 

Digitized  by  Google 


310 

5- 


ap- 

sr- 

Od 

- 

CA 

OS 

- 

LO 

1 
1 

00 

O 

1 

Ci 

a*  « 

CS 
■V» 

Ii 

8 

OD 

So 

^™ 

QO 

1 

Nf 

1329 

et 

OD 

ZA 

1 

i 

4610 

7812 

9357  1 

Iii 

15238  1 

>— * 
O 

Digrtized  by  Google 


311 

s- 


5- 

- 

Ol 

s 

Ol 

o 

1-4 

OX 

- 

1 

&9 

&i 

OD 

SS 

OD 

Ol 

p 

*^ 

ä 

:  ^ 

1 

J 

1 

CS 

KS 
Ol 

•M 

pm.  — 

s 

4648 

5858 

00 

161861 

1—1 

1 

9309 

X 
lO 

cc 

1575200 

535715  1 

7621685 

:  9 

Digitized  by  Google 


312 

^1 


><• 

- 

l 

- 

- 

Ol 

CO 

Od 

IS 

1 

OD 

03 

00 

s 

8? 

(<» 

1 

1 

PA 

u> 

to 

a 

KW 

3) 

oo 
cö 

w 

^1 

1 

v| 

5878 

S. 

KS 

s 

1 

VI 

VI 

OO 

1699 

Od 
tO  1 

1« 
o 

159944 

sD 

i 

IS 

1 

»0 

Digrtized  bv  Goo<?lc 


3iä 


5 

9f 

•** 

- 

s 

- 

CK 

oo 

CO 

i 

00 

0» 

s 

lO 

KS 

09 

CA 

8 

i 

Od 

ir)()5 

c» 

1301 

c: 
C: 
CO 

5191 

> 

Od 

4172 

17486 

11616 

CO 

1 

so 

115348 

Od 

OD 

1 

( 

396440 

KS 

00 

>^ 

w 

50162 

245341  1 

1558045  1 

760778  j 

»0 

»-« 
O 

4 


Digrtized  by  Google 


314 


6 

SS 

Od 

1 

- 

Ol 

OD 

- 

Ol 

4^ 

CO 
Ol 

!<• 

s 

CO 

ex 

g 

t — t 

O 
&8 

s 

e 

Ol 

t 

1  24606 

»— * 

^< 

o 

KS 

IM« 

!^ 

91726 

CD 

1 

o 

00 

• 

13199 

CO 

C 
1« 

o 

Ö6378 

vi? 

4930  1 

kO 

4^ 

OD 

1^ 

i 

71159  1 

o 

Diqitized  by  Google 


315 

=1 


5- 

5 

- 

-8 

Od 

- 

***  .' 

Ol 

1 

1 

1 

1  ^ 

'S ' 

■VI 

• 

09 

« 

00 

s 

bS 

Ol 

KS 

SS 

felO 

09 

Od 

KS 
KS 

23353 

KS 

09 

VI 

OD 

»(^ 

OD 

18658 

00 

3923 

19296 

09 

59810 

k:; 

'i 

Od 

4501  1 

KS 
H) 
N>< 
60 
CD 

15000  1 

178427  1 

o 

Diöitized  by  Google 


316 


9* 

a 

IM, 

>• 

••t 

- 

oS 

- 

Ol 

KS 

o 

»(^ 
o 

s 

•VI 

s 

s 

IsO 

* 

CO 

CO 

Ol 

Oi 

8 

CA 

to 

•vi 

et 

Od 

1613 

KS 

ig 

• 

CD 
•^9 

lO 

O 

c 

KS 

«. 

Od 

1  ^ 

00 
CO 

CS 
O) 

1 

GO 

164763 

11536399 

Ol 
CO 

kO 

- 

Ci 

CO 

171289 

844870 

CO 
IC 

4133860 

i 

o 

o 

Oioitized  by  Google 


317 


9* 

1 

& 

••• 

- 

- 

- 

Ol 

J 

s 

s 

O 

CO 

s 

i 

J. 

n 

CO 

OD 

Od 

w 

CO 

1^ 

Cd 

i 

Od 

o 

*^ 

*^ 

1^ 

3 

NM 

OD 

1 

1 

>— ' 

1  " 
1 

CS 

i 

Od 

»>£! 

C 

1 

VI 

• 


»I* 


Digitized  by  Google 


318 


*• 

**• 

.5* 

- 

s 

- 

- 

a 

06 

IE 

s 

09 

09 

to 

S 

CO 

et 

Od 

Ot 

4^ 

^< 

SS 

oa 

OS 

OD 

>-* 

O 

09 

<^ 

w 

.00 
CO 

^ 

CO 

CS 

444385 

794731 

3941608 

1 

18411504 

OD 
^» 

OS 

813107  j 

c 

IC« 

8699477  1 

Od 

•V» 

00 

Digitized  by  Google 


319 


*• 

s 

Od 

- 

Ol 

09 

00 

SP 

09 

03 

t— • 

to 

OD 

09 

i 

OD 

09 

o 

Ci 

SS 

§9 
•vi 

CO 
OS 

CD 

0) 

5110 

03 

s 

20813 

)— > 

WA 

1)0 

CT? 

K> 

K) 

QO 

et 

Sc 
•^^ 

cc 

09 

NM 

o 

CO 

11061933  1 

09 

s 

•SS 

s 

Digitized  by  Google 


SM 


sr 

3* 

>• 

- 

8 

- 

- 

Ol 

- 

1 

1 

-> 

00 

09 

0» 

3 

09 

ig 

f  - 

CO 

8 

KS 

09 

w* 

& 

o 

CS 

41813 

i 

KS 

00 
00 

167626  1 

4:. 

KS 

e 

KS 

00 

KS 

55 

i 

8§ 

09 

CO 

lU 

C3 

SS 

i 

i 

1  hü 
1  00 

•^1 

S 

o 

«o 
05 
lO 

CO 

1 

Digitized  by  Google 


321 


punkte  zweier  Jie^elscliniUe  sich  un- 
endlicli  enf fernen  sollen ,  wie  müssen 
alsdann  die  Coeffleienien  Ibrer  CUel- 
ctamiseH  KUsaniMaihaDsenY 


BeTOf  wir  vm  aigenttiehen  An^bft  ttber^heii»  wollen  wir 
OB«  Torher  mit  der  ihr  ▼erwandten  Aa%ebe  beeeiifilligen; 

I.  Welcher  Zusaniuienhaog  muss,  sollen  xwei  Kegel.sciinitte 
eiue  gcmeinediaftUclie  reelle  edef  imMrlnSre  Asymptote 
haben,  swiscbea  deo  Coef&cieiiteii  ihrer  Gleicbvegea  etetl- 
findeo? 

mm  nachher  diejenigen  Fftlle  zn  betraehten»  in  welehen  zwei  Ke- 


dennoch  die  in  der  primitiven  Aaigabe  gestellten  Forderungen 

befriedigen. 

Es  scheint  unsere  Aofgabe  eine  ganz  bestimmte  za  sein  und 
daher  auch  nur  eine  einzige  ganz  bestimmte  Antwort  zu  erhei- 
schen. Bedenken  wir  aber,  dass  jeder  Kegelschnitt»  je  nach  der 
▼erscbiedenen  Lage  der  Coordinatenaxen ,  durch  ▼ersehiedene 
Gleichungen  dargestellt  werden  kann,  so  sehen  wir,  dasein  der 
Frage  unbcstinunt  irfla-isen  worden  ist,  welche  (iieichnngen  man 
eigentlicb  gemeint  hätte,  und  das»  also  unsere  Anii^abe  I.  mehrere 
Butielle  Aufgaben  enthält,  deren  jede  ihre  eigene  Antwort  erfor- 
oer^  St  B- 


Von  dem 


Herrn  Doctor  J.  G.  H.  Swellengrebei 


SU  Utrecht. 


322 

IL  Wenn  der  Scheitel  eines  liewissen  KegeUchnitts  als  ('oordi» 
o&ten-ürspruDg  gewählt  wird,  und  eiue  der  Axen  dieses  K.e* 
gelsebnitts  als  Axe  ^=0,  wie  mflsseo  alsdann  dia  Cocffici- 
enten  der  Gleichung  dieses  Kegelschnitts,  von  denen  die  der 
Gleichung  eines  anderen  Kegelschnitts  abhängen,  d.  b.  wie 
uiässen  die  Gleichungen 

mit  einander  verbunden  sein,  damit  zwei  der  vier  Asympto- 
ten der  Kegelschnitte  einander  decken? 

Wir  wollen  nns  jedoch  hier  nicht  mit  diesen  spedellea  Aafga- 

ben  beschäftigen,  sondern  uns  unter  der  Aufgabe  L  die  allgemei- 
nere Aufgabe  denken,  worin  nach  derojeni^cTi  znr  Asvm]>toteT!-('oin' 
cidiruui;  erlorderliehen  Coefdcieotenzusaiumenhaiig  gefragt  wiid, 
welcher  bei  Jeder  Li^e  der  Coordinaten-Axen  stattfinden  rauss,  d.  h. 
welcher  die  Gleichungen 

A'a^  +  By  +  Cay  +  iö'« + ü'y  .-|-  F  =  0 

zum  Ausdruck  zweier  eine  gemeinscbafUiche  Asymptote  besitsen- 
den  Kegelschnitte  macht. 

Es  genügt  joflnrh  dioso  AnnafiTiie  nncli  nicht,  um  unsere  Auf- 
gabe I.  zu  einer  L;.in/.  Ix  istumuteii  zu  machen.  Es  war  nrnnlich 
in  der  Frage  nur  im  Alii^eiiieinen  vun  den  Co^iBcientea  die  Hede, 
wShrend  es  dagegen  bei  jeder  Kegelscbnittsgieichung 

einigemuia^jsen' unbestimmt  ist,  welche  man  als  ihre  CoeflScienten 
betrachten  soll,  %veil  alle  sechs  roefficienten,  ohne  dass  die  Bedeu- 
tung der  Gleichung  sich  ändere,  mit  einem  gemeinscbaftlichen 
Factor  multiplicirt  werden  dSrfen.  Es  ist  also  anch  hier  zwischen 
der  allgemeineren  Aufgabe  III.  und  der  speciclleren  Aufgabe  IV. 
zu  unterscheiden;  \vnf)f  i  wir  Deutllcbkerts  halber  die  zwei  (imp- 
pen  der  sechs  Coeflicientcn ,  w  enn  zw  ei  solche  ausgewählt  w  urdc» 
sind,  welche  jede  einer  bestimmten  Bedingung.unterworfen  sein  soll, 
durch  ABVDEF  und  A'BCD'E'I',  wenn  sie  dagegen  gans 
willkdhrlich  bleiben  sollen,  durch  und  «'/SydVf  andeuteo 

wollen? 

Iii.  Welcher  ist  der  zur  Asymptoten  -  Coincidirung  erforderliche 
Zusammenhang  zwischen  den  Coelücienten  zweier  Kegel- 
schnittsgleichungen 

cr.r«  4  jJi^«  +  y:ry  +  da:  +  f  ^ + ? = 0 , 

man  mSge  nun  die  z%vei  bestimmten  Gruppen  inwer«r  jetii* 
gen  zwölf  Coeflicienten  a^,,...«',  ^'  oder  swei  andern 

Gruppen 
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•  • 

uM,  ßM  u  M,  ß'JU',  

oder  sw«  GritppeD 

«iV,  a'A',  ß'JS'  

Hb  Gbeflieieiiteu  betracbteD? 

IV.  Wenn  jede  der  zwei  Gruppen  der  sechs  CocfGcienten  einer 

rrisMn  Bedingung  untertvorreD  sein  soll,  z.  B.  ilaas  F  unH 
die  Einheit  daratelien  sollen ,  welcher  Zusammenhang  ist 
alsdann  /^viscbea  den  bestiirnnten  GoefBcieoten  solch  eiuee 

Ausdrucks 

+ A'y*  4- -f  l)' « -f  £ V -I- 1  0 

zur  A»>s mptoten-Coiiicidirung  erforderlich? 

Da  (  in  Sy.stem  zu  eier  Kegelschnitte,  soll  es  die  Kit^Ptisr  haft  der 
A*ymj>t(it(  ii  -  Coincidiruiig  l>c;»itzen,  zweien  ilediiigunjjen  genügen 
muss,  aaiuiich  erstens  dass  die  Kegelschnitte  einander  berühren, 
zweitens  dass  diese  Berflbrong  in  aoeodUcber  Entferouii";  statt- 
finde, so  besteht  die  Antwort  auf  die  allgemeine  Au%abe  Iii.  aus 
einem  System  zweier  Gleichungen 

Die  Antwort  d;i!j;oi;eii  zu  jeder  specieilen  Aufgabe  df»r  Art  IV 
besteht  aus  einem  System  von  vier  Gleichungen:  Es  siud  näiti* 
lieh  alsdann  erstens  dieCoefficienten  des  einen  Kegelschnitts,  der 
die  gerade  benfitste  Coeifieienten-Wahl  ansdrflckenden  Bedingung 

fiABCDEF)  =0 

unterworfen,  zweitens  die  CoeiUcieoten  des  aoderea  Kegelschnitts 
einer  ubulicheu  Gleichung 

endlich  Gnden  die  ?on  der  Coeflicienten -Wahl  unabhängigen  tie* 
diognngen  der  Aufgabe  Hl. 

aach  bei  unseren  Coefnctenten  statt,  so  dass  die  Coeffidenten  drit- 
tens und  viertens  den  Gleichungen 

^(ABCDEF  A'B'OiyE'F^^O 

%(ABCDEF  AB'CÜ^E  t')=^Q 


* 
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unterworfen  sind.  Man  bekommt  also  7.nr  AoUvort  aul  Autgabe 
IV.  entweder  das  System  dieser  vier  (ileichungeu  selber,  oder  in 
deo  mdsten  Fällen  ^ein  System  vier  auderer  Oleicfaimgan 

deren  jede  eine  Reealtante  -  Gleichung  zweier  oder  mehrerer  der 
vier  vorigen  Gleichungen  ht.  Bei  jeder  anderen  Coeffii  lonten-Wahl 
hat  man  eine  andere  Aufgabe  der  Art  IV.  zu  losen  und  es  besteht 
die  Antwort  aus  einem  iSystem  vier  anderer  Gleichungen 

PiiABCDEF  A'B'OI^E'P)^^  ^{jL»ä\.,):^Q  fpf{A,..A\..y=^ 

tvorin  sowohl  die  Functionen  tp^  <p^  97  <p^  von  de»  Functionen 
^  9%  9b  9a  verscbieden  sind»  als  auch  die  Z^hen 

ABCDEF  A  Ji  CD'E'f 

andere  6rÖi$8en,  al.«  vorher,  bedeuten,  weil  von  den  vier  Gleidinn- 
fffsa,  deren  jede  der  vier  letzten  eine  Resultante  ist«  nur  die  sfvei 

tiABCDEF  A'B*Oü^E'F) = 0 

mit  den  beiden  der  vorigen  Coelficienten  -  Wahl  Identiecb ,  sind» 
während  die  beiden  anderen 

fiABCDEF^, 
V'(A*B'CD'E'F)siQ 

von  denen  der  vorigen  Aufgabe  verschieden  sind  und  die  jetzige 
CoefBdenten-Wahl  auKdrfid^en. 

Zur  Beantwortung  der  allgemeinen  Aufgabe  III.  kGnnen  wir 
anfangen  mit  der  leichteren  Arbeit,  wobei  \sir  die  Antwort  auf 

eine  gewisse  specielle  Aufgabe  der  Art  IV.  suchen,  nm  nachher 
hiermit  die  gesuchte  Antwort  zur  Aufgabe  III.  abzuleiten.  Je 
nach  den  verschiedenen  Coefiicienten-Wahlen  nun,  womit  man  an« 
fangt,  d.  b.  je  nach  den  verschiedenen  Aufgaben  IV.,  welche  man 
als  intermecfiäre  Hülfsmittel  benutat,  gibt  es  versehledene  Metho- 
den, die  Aufgabe  III.  zu  lösen. 

Wir  \vf>!IeTi  damit  anfangCD^  hoi  derjenigen  Wahl  der  sechs 
Coefücieiiten  des  ersten  KegeUschuitttt  die  Aufgabe  IV.  zu  lüsen. 
Wobei  man  identiscb  hat 

d.  h.  nach  Entwickelung 

^  +  ^i^*  +  Cxtf  +      -f  %  -f  P=  (ac)x^  +  (bd)^ + (ad  +  6c) 
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Ea  sind  daher  diu  Bccha  CoefticieDten  ABVDEb'  hier  der  Be- 
dingung unter«rorren ,  dafi%  sie  io  den  0  —  ]=5  Grössen  abcde 
aiifgedrOcIit  werden  kbniieD«  udiI  zirar  durch  die  eecb«  GleicbuDgen 

d.  b.  dass  sie  zusanunenhängen  durch  die,  durch  Elimination  der 
abcde  eye  diesen  Gleichungen  eich  ergebende Endgleicbun«;.  Com- 
btniren  wir,  um  diese  eu  erlangen,  Nr.  1.  mit  Nr.  4.  und  Nr.  9.  mit 
Nr.  5.«  so  ergiebt  sich 

(2)    <i=|(/>i:V U^^A)  br^^^iE^VW^Aß) 
durch  deren  Substitution  in  Nr.  3.  wir 

und  biefaus,naGfa  gebSriger  ßntwiekelang 

(P^AB  =  CÜE'^BD'^-AE:^ 

nsr  die.  dieNatur  unserer  jetzigen  CoefBcieDlm>Wahl  ausdnlckende 

Gleichung  bekommen  r'^nffTwerfcn  s\\f  ebenso  die  CoeiBdenteo 
des  anderen  Kegelschnitts  der  Identität 

Afa^^B'yHCxy  f  D'xi^E'y^P={a'x\b'y\^iXc'x\d'y\\)  \^e\ 

SO  ergibt  sich  für  zwei  der  vier  bei  dieser  Coe(Bcieiileo*Wahi 
dto  Antwort  der  Aofgabo  IV.  daratetleaden  Gleichungen 

C^^XAB—CDE-Bn^—AE'^ 
^  C^^Bf^VD^E'—BfDf^-'A'E'^. 

Für  die  beiden  anderen  der  vier  Antivortsgieichuogen  bekumnieu 
wir  das  eine  oder  das  andere  dor  ?i«r  Paare  Gleicbongea 

OTsa'  a±rc'  es?«' 
k^y  ^df, 

welche  wir  jedoch ,  da  nicht  nach  dem  Zusammenhange  zw  ischen 
den  o  n  s  t  a  Tif  <'ri  a  (j  c  fUib  c  (I ,  «nridern  nach  dcinjenigfn  zwischen 
den  (Jocliicie uteri  gefragt  war,  vorher  mittelst  der  Gleicbongea 
(2)  transformiren  müssen ,  wodurch  wir  dao  «ine  oder  daa  andoM 
te  Gleichungeo^aare 

The»  st 


a2G 



T  ±  1^  =F 

iMkommen. 

Zur  besseren  Einsicht  in  die  Bedeutung  dieif er  verschiedenen 
Doppelzeiehen  bedenke  man,  dass,  im  Falle  die  CoelScieiitefi 
ABvDEF  aeeba  bestimmte  wären,  aucb  der  KegeUehoitt 

ein  gaiix  bestimmter  wäre,  und  daher  zwei  bestimmte  Asyiuptotea 
hätte,  und  da8s  daher  die  Grossen  a  6  e  c^,  je  nach  der  verschie- 
denen Ordnung ,  in  welcher  die  A(<ymptoten  auf  einander  folgend 
gedacht  würdeu,  d.  h.  jenacbdem  der  kegelsebnitt  als 

(flj;  +  ö^  +  l)(c«  +  c%  +  l)  +  s=0  • 

oder  als 

betraebtet  wQrde,  auf  zweifache  Weise  durch  die  Coeflldenten 
ABDE  ansgedrückt  werden  könnten,  da  man  der  Grösse  a  ent- 

wederdenWerth.2(Z>-|-Vl^Xi)  oder  den  Werth|(l^V^ JJf^AA) 

anertbeilen  kSnote,  blerdoreb  aber  zugleicb  bestimmt  wire,  weleli« 

der  Zeichen  -f  oder  —  man  bei  den  Radicalen  der  drei  fibrigMi 
Grossen  b  c  d  nehmen  sollte.  U&tte  man  daher  ein  2$ystem 
zweier  Gleichungen 

* 

mit  avrSif  bestimmten  und  den  Bedingoagen  (3)  nnterwotiiMMa 

Coeffidienten,  so  I^ünnte  man  zwar  die  Zeichen  -f-  oder  —  der  in 
a  und  n'  vorkoninnMifl^n  Hadicale  willkührüch  ausw-ihlon ;  es 
wlren  aber  uUdaiiii  die  Zeicbea  der  in  b  v  d  W  c'  d'  vorkommen- 
den Radicale  bestimmt;  und  es  wSre  daher  nur  auf  vier  verschie- 
dene Weisen  möglich,  dass  unsere  Kegelschnitte  eine  gemein« 
hr  lKift liehe  A'^vf'iptote  hätten,  nämlich  ifi  (!<'n  vif-r  Fällen,  woria^ 
bei  den  ver(»chiLMlerjen  Bedcutunaen  vun  r/  inid  a',  das  Gleicbw* 

gen-Paar  ^Zj*  stattfände,  z.  B.  in  den  vier  Fällen: 
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da  di«  an«  der  loterpretatHm  der  drei  fibrigen  Paare  GIcichangett 

a~c'    €  =  «'  c  ~ 
6=f/'  i/=:6'  d  =  ä' 

bei  vierfaeher  IkMleiitong  der  a  ond  a'  sich  ergebenden  4x3  ==12 
(ilcichtmiren  -  Paare  respective  |nit  «len  vier  vorigen  identisch  sein 
würden,  die  12  üi)riger)  daeeseii  der  10,  aus  der  Coaibiuation  der 
Tier  Doppclzeiclien  ±  der  Clleichungeu 

(4)  _         ,„  ^  

£  ±  \^  £:^-4i^  =  £'  ±  WW^iB' 

hffirvorgehendeii  Falle  keine  Aeymptoten'Coiocidirung»  sondern  ge- 
wisse andere  Zuaaninienbänge  der'  beiden  Kegelschnitte  aadeoteo 
würden.  Sind  nun,  s\\e  in  unserer  Aufgalic  der  Fall  war.  die 
i  oc\\H  \c\\{ii\\Ati(^ÜEFsi\\G  unbestimmt,  so  weiss  man  /u  ar  nicht, 
welciie  die  vier  Comldnationen  der  vier  Doppel/eichen  der  Kadi- 
eale  aeten,  welche  die  <>leichungen  (4)  sum  Auadruck  des  Be> 
fiitzes  eine-r  genjeinschafilicben  Asymptote  machen;  man  weiss 
aber,  dass  nicht  alle  scchi^zehn  Comljinatinnen  zugleich  als  zur 
gesuchten  Antwort  gehörig  betrachtet  werden  können;  sodass  es 
zwar  erlaubt  ist,  die  Zeichen  der  in  a  und  n'  vorkommenden  awel 
Radicale  ab  aweideutig  lu  betrachten  und  die  (aleichung 

als  das  =0  Sein  des  Prodoctes  der  vier  Functionen 
d*  b.  nach  Entwiclcelnng  als 

■ 

zu  betrachten,  die  Zeichen  aber  der  äbrigen  Radic«de  alsdann 
nicht  «ehr  willbflhrllch  sind,  und  es  daher  nicht  sriaabt  Ist,  auch 

*2  * 
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die  andere  Gleichung  ia  aholicber  Weise  rational  zu  machen»  und 
die  Gleichaogeo'  ^ 

(A'—A)"^  =  (D'-D)  {A  D-^AIT) 

aU  diejenigen  zwtn  Gleichoogen  zu  betrachten,  weleiie  in  Verbin- 
dung mit  den  zwei  Gleichungen  (3)  die  Ant%vort  auf  unsere  Auf- 
gabe IV.  darstellen  'tollten.  Denn  würden  diese  Gleichunp:*»n 
(6)  alle  16  CombinatiuDen  der  Doppetzeicben  der  Gleichungen  {A} 
dartlelleo ,  und  daher  eiae  Eigenschaft  auadrfickeii,  welche  aiclit 
nur  den  Kegelaeboitten 

(•2u;+3^  +  I)  (4a;  +  5^  +  1)-I2=i8i2  |  22a-y+6jr+8y— 11=0 

zukäme,  sondern  auch  den  KegeUchoitteD 

(2»+3i,  + 1){4«  -I- tiy  4  l)-12s8af«  +  I6^+22j«y -F&r ^Sy-ll  =0 

welche  statt  des  Besitzes  einer  genieinschafilicben  Asymptote  die 
Eigenscbeft  ^Z^*  besitzen« 

Es  sind  die  beideo  Gleichungen  (4)  auch  unter  anderer  Form 
liaretellbar,  irelcbe,  obechon  weniger  einfach,  in  gewiseen  Fiitea 

1  c 

jedoch  nützlich  sein  kann.  Da  nimlicb  A=ac,  so  ist  ^=^*und 
daher  ^ 


Transformiren  wir  in  ähnlicher  Weise  die  drei  FunctioneD 

■ 

•o  nehmen  die  Gleichungen  (4)  loigende  Gestalt  an : 

1        -  J 

(6)  -     • 

ß  5? 

Es  sind  diese  Gleichungen  (4)  oder  (6)  Resultante -Gleiehoncen 
der  beiden  (3;  und  der  noch  zu  lindenden,  bei  jeder  roelTicieiiteÄ- 
Wahi  cur  Aäymptoten'Concidirung  erforderlichen  Glciciiuagen 
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Wir  kSonen  daher  jedes  andere  Paar  Retsultant«  -  GleichttOfreii 
der  nämlichen  vier  (JU  ichungen,  statt  di  r  beiden  Gleichungen  (4) 
oder  (6),  als  die  (ileichiiiis.'<'n  unserer  jetzigen  Antwort  betrachten, 
d.  b.  wir  können  die  Gleicliungen  (4)  «der  (6)  mittelst  der  Glei- 
chungen (3)  tranKforniiren,  und  zwar  nicht  nur  durch  eine  blosse» 
.  aus  der  Eiittvif-kf lut)i;  als  erlaubt  sich  ergehende,  Aendemnif  der 
Art  des  Zu.samim  nhnn^t's  der  Grossen  AA'DO't  wie  diejeniuo 
der  (4)  und  (ti),  sondern  auch  durch  solch  eine  Aeuderung,  wobei 
a*  B.  die  unter  der  Form 

geliehene  Gleichang  (4)  oder  (6)  von  den  GrSeeeo  D  und  D*  be- 
I^U  und  sur  Form 

F  (ABCE  A'B'OE')  =  0 

gel)racht  würde.  Uniunlo-hrt  kann  es  sich  daher  auch  sehr  wohl 
ereignen,  dass  man  niitlclst  einer  anderen  Methode,  ohne  do^s 
dämm  ein  Fehler  in  die  Kechnunfi;  eingeschlichen  wäre,  ein  von 
den  Glrichun^en  (4)  oder  (ö)  verschiedenes  Paar  Gleichungen 
zur  Antwort  bekommen  hätte.  Wie  z.  B.  der  Fall  gewesen  sein 
wür<le,  vrenn  wir  zur  Erlangung  des  Zusammenhanges  {2),  statt 
dessen  dans  wir  die  Gleicbune;  C^ad-^he  unbenutzt  gelassen 
und  uns  nur  der  Nr.  1),  2),  4),  5)  bedient  hätten,  uns  auch  der  Glei* 
chnn?  C-=ad-{-hc  bedt«>r)f  hatten,  und  daher  a  als  Function,  der 
vier  Grössen  ABCE  bekommen  hätten. 

Da  unsere  nach  der  vorigen  Methode   erhaltene  Antwort 

irrational  war  nn<l  nicht  rational  [gemacht  werden  konnte,  ohne 
Mehreres  als  die  aelVagto  Antwort  auszudrucken,  so  wollen  wir 
versuchen,  mitteUt  einer  anderen  Methode  eine  Antwort  rationaler 
Form  zu  bekommen.  Wir  wollen  wiederum  die  vorige  CoefBcien- 
ten-Wahl  nehmen  ,  d  h.  wo  die  Coeflicienten  den  Bodinjorungen  (3) 
unterworfen  sind.  Es  ist  daher  der  erste  Kegelschnitt  unter  der 
Form  (I) 

Ax^  ^B^'^^Cxg^Dx-^Ey^F^ {ax  +  Äy+J) {ex-^dy-^  l)+«=0 
und  der  zirerfe  Kegelschnitt  unter  der  fihnlichen  Form 

A'j^^B'jfHOxyi^i>x^E'yk^F'=ia'x^b'y-\^i){€^x^^^^ 

darsteHhar,  statt  der  wir  jedoch ,  mit  InachtnehmuDg,  dass  die 

Grössen  a'  und  sollen  die  beiden  Kegelschnitte  eine  gemein- 
schaftliche Asymptote  haben,  res|>ective  mit  den  Grössen  a  und  b 
identisch  sein  müssen,  i'oigende  Form  nehmeu  wollen: 

Entwickeln  wir ,  so  ergibt  sicb^  dass  die  zehn  CoefBcleoten 
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ABCDE  A'B'OD'E' 

den  vier  Bedinciirifren  unterworfen  sind,  dass  sif  in  den  berhs 
Giüäsen  a  0  c  d  c' d'   müssen  auägedrückt  werden  Wüiiiieo,  und 
»        swar  durch  die  zehn  Gleicbun^eo 

/f=rar    B~Jjd    Cz=nd  \  hc    D  —  a^c    £:  =  6  +  rf 

Bo  dass  sie  zuisainraeDhängeD  dorch  die  vier,  au«  dieaeo  seba 

Gleichungen  durch  Elimination  der  a  b  c  d  c'  d'  zu  bekonnnen- 
den  Glcicluiniren ,  zu  deren  Krlangung  wir  die  vier  letzten  Giei« 
cbungen  cumitiuiren,  und  aus  ihnen 

erbaUen  künnten,  deren  Verbindnng  mit  den  vier  ersten  uns 

wSrde  geseben  haben ;  und  wenn  wir  die  bieraua  sich  erffebendeo 

Weitlie  der  a  und  b  mit  ihren  naeh  der  vorigen  Methode  be- 
Tvoinmpnf^f)  ^^  ertheo  (2)  respective  ideotüicirten,  ao  erhielten  wir 

die  Gieichuugeo 

(7)     ^^Z)i:V^/>Q3  ^i^=£dkV^£^-4B 

welche  jedoeb  von  den  (ileichtuigen  (4)  und  (0)  nur  dur  Forui 
nach,  nicht  weaeotitchverBchiedenaeio  wOrden,  da  aii:hj  durch  Ratio- 
Dalmaehung  aus  ihnen  ergfibe 

[B'—B-  EiE'-E)f=^iE'-  E)^x{E^^B) 

d,  h*  nach  Entwickelung  die  Gleichungen  (5).  Die  beiden  dage< 
gen  bisher  unbenützten  Gleichungen  liefern  uns: 

C=zad-\^bc=^a        4  6  , 

Csad'  -f-  b€f=sa{E*^-^biiy^)^QE*-{-biJ^^'iob, 
C=:ad-^6tt=iiD-e)d  +(^<l)c=i«D+«£— «cd , 
0=:ad*  +  be'=:iD'—c')d'  +  {E'--^')c'=dfi>'-^e'E-^d' 

U.  8.  W, 

nnd  irenn  wir  hierin  die  WerAe 
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•uhstituiren ,  so  bekommen  nr'ir  filr  die  i;e.«tichtea  Xfvei  Ciletchuo- 
geu  unserer  Antwort  entweder  die  Gteicbutigen 

(A'—A)  (ß'-^B)  (D'-D)  (E'-E)  (C) 


B^ 


[oder  aber  die  Gleicbangen 

(-4'— £)(£')  +  (ß'— ß)  (ß'--Z>)  (/)) 

—  £t  

(8)  {        s=(£»'-.fl)(£'— £)((?) +  2(J'-^)(^-Ä) 

 e  

lodcr  endlich,  wenn  keine  der  vorigen  Formen  uns  geßUJt,  die 
[Gleichungen 

W-A){E'-'E){Jn))    (B  -B)  (ly^-D)  (AI-:) 

 KD'  

=(  iB'-BKQ  -i-  iü  ^Ü)  {E'^E)  ClAB) 
 C  ^2A'B* 

welche  (Tleifhnncrf' n  nüo,  obwohl  ünter  rationaler  Form  dargestellt, 
nur  deiijeuigen  kcgelüchnitte»  /ukoinmeii,  welche  eine  eemein- 
schaftlicDe  Asymptote  haben,  nicht,  wie  die  Gleichungen  (5),  auch 

denjenigen,  welche  die  Eigensdiaft  besitzen.    Denn  hatten 

wir  die  Grusisen  n*  und  den  Grüsseu  a  und  d,  statt  a'  ond 
b'  den.  a  und  6,  reapective  identisch  gesetzt,  so  hätten  wir 


-A  ,  B  -B  ._B^  B{E'-E) 
u-X)  "3'"*  ^'—Ä 


bekommen,  deren  Sabefltution  in  irgend  zwei  der  Werthe  der 

C  und  C  uns,  weil  nur  der  Werth  des  a  mit  dessen  friifierem 
Werthe  identisch  ist,  die  der  h  nnd  d  danetren  von  deren  früheren 
Wertbea  verschieden  sind,  niemals  zwei  derGleiciiuugen  (t^)  hätte 
liefern  kSnnen,  sondern  uns  a.  B.  die  swel  folgenden 

{A  —  JXÄ'-iJXiy— D)  C£'— 1.)  (O 
 C 

=  {A'  -  J)2  {B'-^Bf^  iU'-D)^  (ß'—E)*  (AB) 
_ — i —        '         ""^^^  A'B' 

geliefert  haben  würde. 

Ans  unseren  auf  die  Autgabe  IV.  beiiumiueaen  Autwortsglei 
cbuugen  (4)  oder  (6)  oder  (7)  oder  (B)  wollen  wir  jelst  die  Ant- 
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wort  zur  allgemeineren  AnfLaiie  Iii.  benuleiteo  mcheD.  NelmiMi 
wir  also  an,  daMm  die  üleicbuug 

eines  der  Kegelschiiitle  <icr  Aufgabe  III.  solche  CoerUciefiten 
bStte,  %velcbe  der  Bedingung  (3)  unserer  vorigen  CoefBcienteo- 
Waiil  nicht  genügten,  so\5iinen  wir  immer,  durch  Mullipliciriio^ 

aller  Coeflicieiiten  mit  einem  unbestimmten  Factor  A^,  uns  eine 
neue  Fiioction  zweiten   Grades  denken,   derfn  rnefticienlen  der  * 

genannten   Bedingung  genügten,  d.  h.  so,  dabu  man  identisch 
ätte 

Durch  Entwickelung  ergibt  sich 
iroraae  man 

yd«— jSd*-«* 

als  denjenif^en  Quotienten  bekommt,  welcher  bei  jeder  beliebigen, 
die  Darstelibaikeit  unter  der  Form  (1)  besitzenden  Function  swei- 
ten  Grades 

« 

■ 

den  Werth  =  t  hat;  bei  jeder  beliebigen  dagegen  dieser  Daistsll- 
barbeit  ermangetdon  Fanctlon 

allen  ('oenieieotea  vorJuT  aU  Factor  zugelüj^t  werden  mnss.  um 
der  Function  die  Dar^itellbarkeit  (I)  zu  geben.  iSulKnütuiren  vtir 
also  in  zwei  der  zur  Aufgabe  tV.  erhaltenen  Antwortsglelcbongen» 
s.  B.  ui  den  Gleichungen  (6),  steit  ABBß  A'B*D'R'  respeetire 

«iV,  ISA,  diV,  liV,  o'iV',  ^'A',  d'iV',  %'N\ 

d.  b.  . 

so  sind  die  nach  gehöriger  fietiriekehing  sieh  ergebenden  Glei- 
drangen :  - 
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d  V"  jg4^|g  ±  (yd— 2ttt)  d'V y^4c^g^y  -8gy ) 

dkjmiMD.  welche  die  ge.Huchto  Aotwort  sur  Aufgidte  III.  ansma»' 
eben,  d.  h.  welche  genügen^  tun  jedem  Systeme  sweier  beliebiges 
K^lecbaitte 

«r«  +  j3,V*  +  W  +  ^  ^  +    +  ^  =  0 , 

mnn  nir»e^*  Tum  iliro  sechs  und  spcIts  Cnofficleriten  mit  jedem  be- 
liebigen tactur  niultiplicireii,  ieile^iiiul  aufs  neue  die  Eigenschaft 
des  Besitzes  einer  gemeinscbaftlichen  Asjrmptote  zu  TerschaffiMi. 
Hätte  die  andere  Antwortsform  (4)  der  Aufgabe  IV.  die  nämliche 
Verallsemeinnrung  erlitten,  so  hätten  wir  die  Antwort  der  Auf- 
gabe Iii.  ia  folgender  etivae  weniger  einfachen  Gestalt  bekommeo: 

(yd«— ^d«— V^y^ajJ  ~  (y'dV-|8'd'«— a'i^)\^ y'«-4a'j8'  * 

Welche  aber  der  ADtwortsformen  (4)  oder  (6)  odei'  (7)  mao  auch 

gewählt  hätte,  immer  würde  es  uns  nicht  erlaubt  sein,  die  durch 
Vf'rnllf.'f'nieinenin'jr  sich  er^ehondorj  rileichungen  ohne  iVenderUQg 
der  Ltedeutung  beide  zugleich  rational  zu  raachen,  aus  der  näm« 
liehen  Ursache,  wesshalb  die  Gleichnngen  (4)  oder  (6)  oder  (7) 
sellist  nicht  beide  zugleich  rational  gemacht;  werden  dürfen.  Wol- 
len wir  daher  die  Antwort  zur  Aufgabe  III.  in  rntioriafpr  Form 
bekommen,  so  müssen  wir  in  irgend  einem  der  (>leichungen- Paare 
die  Coefficienten  AA*BB*  u.  s.  w....  durch  die  allgemeineren 

rt{)^~Actß)        tc'iy'^-Au'ß')  ß(y''-4aß) 
yde-^Jd'^w»'  y'dV-^'d'«-c'«'* '   yd«— /Jd»  —  ««« ' 

ersetzen ,  woraus  sich  ein  System  zweitit  ▼enricketter 
Formeln  ergibt»  deren  EntwiekeloDg  hier  ffiglicb  ooterwega  bleiben 
darf. 

Wir  wollen  jetzt  nochmals  die  |^ragte  Antwort  auf  die  Aiif- 
gabe  III,  7.n  bekommen  suchen ,  diesmal  aber  ntittrlst  rirn  r  an- 
deren Coefticienten-Wahl,  d.  h.  mittelst  der  Liisung  einer  anderen 
intermediären  Aufgabe  IV.  Es  sollen  nämlich  die  zwölf  Coef- 
ficienten 

ABCDEF  A*B*CBfE*P 

jetzt  nicht  d«i  Bedingungen  (3),  sondern  den  Bedingungen  A—\ 
il'sr  ]  onterworfes  sein  and  sich  daher  auf  sehn  redncires.  Neb- 
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mea  vrir  jetzt  die  erst^re  mnerer  beiden  Oftichttagea,  eo  kttnuei» 
wir  immer  ideoti«ch  setzen 

Cxi/  +  Dar+i5y+  F~ (x-\-p!/  \  ff)(x  +  m/^ 4 +  r, 

und  zwar  «luie  dass  uir  die  Cocnicienteii  BCDEF  irsend  einer 
neuen  Bedingung  zu  unterHerfen  brauchen;  ueiche»  letzte  dage- 
gen der  Fall  ^enresen  sein  wßrde,  wenn  wir  nntfere  Gleidraas 
der  Darsteilbarkeit  unter  der  Form  (1)  unterworfen  iiätfee.  ÜnrcS 
Entwickelunij  er2:ibt  sich,  d.iss  die  vier  CoefHcienten  BCDJE  \m 
den  vier  Grüssen  p  q  m  n  durch  die  ixleicbungeo 

ß^pm  C=p-{-m  Dz^q  +  n  Ezszpn^qm 

und  daher  umgekehrt  die  GrOeeea  p  9  in  n  in  den  CoefficienCen 
dureli  die  Gleicnongen 

1  1        CD  ISJF 

«=i(CTVC»-iÄ)  "=ä^TäVC^^ 

nuegedrflekt  werden.  Setien  wir  ebeneo 

+        +  ^"^if  ^D-x^Ey  +  F'=ix^p'y-^q%x-^mfy^  «O+r'. 

60  ergibt  sich,  al:»  die  zum  getuciu^chaUiicben  besit£e  einer  Asynip- 
tote  nothwendige  Bedingung,  das  Stattfinden  des  einen  oder  des 
anderen  der  yter  folgenden  Gleichungen -Paare 

psp'  pssm'  m=|/  mam' 
fs=^  ^ssii'   n=i^  ns^n* 

d.  h.  das  Stattfinden  der  beiden  Gleiclningen 

I 

bei  irgend  einer  von  vier  gewissen  aus  den  secbszehn  müglicben 
Combinationen  der  in  ihnen  vorkomroenden  Doppelzeichen  db* 

Ersetzen  %vir  inin  in  diesen  Anwnrtsgleichungen  unserer  jetzigen 
Aufgabe  IV.  die  Coeflicienten  BE'  CV  a.  s.  w.  respective  durch 

-  u.  s.  w.,  80  bekonuDen  wir  die  Antwort  der  Aafgabe  III. 

aater  folgender  Forai: 
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a  ^  ' 

t 

Hätten  «ir  die  jrni^e  ( ^oetücienten  -  Wahl  genommen,  wo  nicht 
A::^}  A'=l,  Kuiidurti  B=-l  B'^l,  ho  hätten  wir  durch  eiuo 
äbnlicli«  ArguraeDtktion  die  Antw  ort  auf  die  Aufgabe  Hl.  uoter  der 
Ferm 

7~  T 

bekomnieo,  wobei  jedoch  in  beiden  Fiillen  zu  bcadttm  ist,  da«;s 
swar  eine  beider  Gleichungen,  z.  ii.  die  erstere,  ruüouui  gemacht 
nnd  aar  Form 

(9)  iß'7-ßr)  +  i«^ß-ußr  =0  . 

gebracht  werden  darf,  die  gleiclizeitige  Kationalaiachuiig  aber  der 
anderen  sieht  erlaubt  ist 

!)a  jede  unserer  beiden  letzten  Coefticienteii  -  Wahlen  eine 
unsymmetrische  uar,  d.  h.  eine  andere  in  Bezug  aut  A,ß,DfE, 
als  ia  Bezuc?  auf  BpAtE^D,  so  liekonmen  wir  in  diesen  l»eiden 
Fällen  die  Antwort  der  Auftfabe  III.  in  un^ymmetriHcher  Form* 
Und  zwar  bekommen  sut  jedesmal  nur  eine  der  hpiden  Gleichun- 
gen, welebe  die  naeii  der  vorisen  Methode  beklommene  «ymnie- 
visclie  Anlwerlsform  der  Anft^abe  JIL  atisBMeliten.  Die  andere 
unserer  jetzigen  (illeichun^en  drfielct«  wenn  wir  die  Cetangenten 
der  zwischen  <ler  CdorfÜniif (mi  ■  Axe  y  O  und  den  Asyni^^foten  der 
Kegelschnitte  begriffenen  Winkel  ja  nennen,  die  Bedingung  aii% 
daaü  sowohl 


ak  aucb        >  (10) 


9lpr  ■ 


d.  h.  die  Bedingong,  das«  ^ne  der  beiden  Asymptoten  des  ersten 
Kegelschnitte  eine  dei^  z^veiten  swar 'nicht  decke,  aber  doch 
ihr  parallel  laufe,  d.  h.  die  Hedinijung,  dass  vnn  den  vier  Durch- 
schnittsptinkten  der  Kegelschnitte  einer  unendiicb  Tom  Coordioa- 
teo  -  Ursprung  entfernt  sei. 
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Eine  andere  Methode,  die  Aufgabe  III.  su  lOsen,  ist  folgeudej 
Stellen  wir  iine  die  gej^ebene  Frage  III.  unter  folgender  etwa« 
▼eriaderten  Form  vor: 

V.  Am  allen  den  individaellen  Kegelaehnitta-Paaren«  weldie 
man  bebommi  wenn  man  in  Anadrocbe 

den  Coeffirienten  a,  ß,  u.  s.  vv.  .  .  .  ß\  n.  W,  alln 
möglichen  reellen  Werthe  zuertlicilt,  dicjpnii;en  auszusuchen, 
denen  die  Eigent^chat^  de;i  genieinitcbat'tlicben  Besitzen 
einer  Asymptote  zukommt? 

Um  nun  znr  vollständi^on  Antwort  dieser  Frage  V.  gelanecn, 
d.  h.  zu  einem  Ausdruclc,  weicher  alle  die  eine  geroeiuschattiiche 
Asymptote  besitzenden  Kegelscbnitte«  Paare  entnfilt,  wollen  wir 
von  einer  particulnren  Losung^  aussehen,  d.  h.  von  eine:ii  nur 
einii^p  f?if><or  Kegelschnitts -Paare  darstellenden  Ausdruck,  x.  B. 
von»  Ausdruck 

(y)  {gx  -f     +  1)  +  k~g:t!i  f  V  4  Z/  +  ^''=0 
+ h'y  + 1)  +  k^gsy + + +  A-'  =  0, 

welcher,  wenn  man  den  Gröi^i^pn  ff  h  k  g'  h'  k'  alle  ni8gli> 
eben  Werthe  zncrtlieilt ,  all«^  infiulichen  Kegelschnitts- Pci  ir^^ 
ausdrückt,  welche  die  tyOordinafcti  Axo  ^  =  0  zur  tiemeinschait- 
lichen  Asymptote  haben  und  daher,  ausser  den  geforder- 
ten zwei  bedfingoni^en  der  Asymptoten  -  Coincidirnnff,  auch  noch 
den  zwei  anderen  unterworfen  sind,  das.s  die  t;omeinsehaftliche 
Asymptote  senkrecht  zur  A\e  .r:=:ü  laulc  und  dass  sie  den  Coor* 
dinaten- Ursprung  durchstreiche.  Es  enthält  nun  aber  der  er^tere 
derKegelscnnltte  unserer  particnlüren  L5sung  nur  drei  Unbestimmte 
q  h  kf  und  ist  daher,  da  ein  allgemeiner  Kegelschnitt  deren 
ifilnf  erithfdt.  5 — 3=2  Bedingungen  unterworfen,  nämlich  dass  oine 
ihrer  Asymptoten  senkrecht  zur  Axe  .r=0  laufe  und  den  i^unkt 

ys=0  ^'"'■chstreiche,  d.  h.  es  sind  ihre  durch  Entivickclung  sich 
ergebenden  CoelBcienten  nicht  die  allgemeinen  der  Gleichongsform 

sondern  zweien  |B«'dini.Mmgen  unterworfen,  und  zwar  zweien  von 
der  CoefUcienten- Wahl  unabhängigen:  erstens  nämlich  dass  a  =  0, 
zweitens  dass  dieTangente  des  zwischender  Asymptote  und  der  Axe 

d 

^=0  begriffenen  W  inkels  sowohl  = — als  auch 

-  "iß 

sei,  d.  h.  dass  man  hahe  oe'-f d.  h.  dass  die  Üarstell* 
barfceit  unter  Form  (1)  im  Aligeroeinen  unmöglich  sei.  Und  avek 
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der  streite  Kegelsdialtt  der  |NUticiil8reo  LStuiig  tat  sweiea  Sbn-^ 
ttcben  BedlDgniigen 

0^=0  und  y&t'  -ß'6'^'-a'i"^=zO 

unterworfen.  Es  n  aralirr  in  der  Frage  V.  nach  einem  Systeme  zweier 
Kegelschnitte  gefragt,  deren  jeder  au  sich  ganz  allgemein  wäre, 
soilass  nur  das  ganze  System  sich  durch  den  Besitz  einer  getueinschaft' 
liehen  Asy m  ptote  specialbirte.  Soll  daber  mieere  fNirtieolire LOsu ng 
die  vollständige  Lösung  der  Frage  V.  werden,  so  müssen  wir 

i'edem  heider  Kegelschnitte»  damit  sie  die  allgemeine  werde,  zw  ei 
Jobestiniiute  zu  ihren  drei  vorigen  biozufügen,  d.  h.  wir  müssen 
sie  betrachten  aU  einen  speciellen  Fall  eines  allgemeinen  Kegel- 
schnitts, welche  aus  dem  primitiven  durch  eine  in  zweiracher  ffin* 
sieht  unbestimmte  Translormatinn  eiifstatidcn  sei.  Wir  wurden 
aber  auf  diese  Weise  dem  Systeme  2x2  =  4  Unbestimmte  hin- 
sufugen,  sodass  es  6-|-4=l0  d.  h.  die  sam  Ausdruck  eines  allge- 
neioen  Systems  zweier  Kegelschnitte  notbwendige  Anzahl  von 
2x5  [Tnbcstinjmten  bekäme  und  daher  keineswegs  die  in  der 
Fra<||e  V.  gefragten  speciellen  iSysteme  von  Kegelschnitten  aus- 
drOcken  Warde.  Wir  mUssen  daher  nicht  jeden  Kegelschnitt  an 
sich»  sondern  beide  tugleicb,  mit  Beibehaltung  ihrer  relativen  Lage, 
.verallgemeinern  durch  eine  zwei  lJnl)«»s(injmte  O  x  enthaltende 
Transformation,  wodurch  wir  die  Lösung  der  Frage  V.  d.  h.  den 
64-2=8  Unbestimmte  enthaltenden  Ausdruck  eines  den  10—8=2 
Bedingungen  der  Asymptoten-Coincidirung  unterworfenen  Systemen 
zweier  Kegelschnitte  bekommen.  Cnd  um  hiervon  zur  Lösung 
der  Frage  ifl.,  d.  h.  um  vom  Ausdrucke  selbst  zum  Zusammen- 
hange seiner  CoefGcienten  zu  gelangen,  stellen  wir  die  zwölf  Coef- 
ficienten  unseres  erhaltenen  Ausdrucks  respectivo  den  zwölf 
CoeHicienten  eines  allgemeinen  Systems  zweier  Kegelschnitte  gleich; 
wobei  jedoch  zu  beachten  ist,  dass  die  zwei  (imppen  der  sechs 
Coelücienten  unserers  Ausdrucks,  weil  sie  jede  mit  einem  gemein» 
•chaftlichen  Factor  roultiplicirt  werden  dffrlen,  nicht  die  allgemeinen 
der  Aufgabe  III.,  sondern  die  bestimmten  der  Aufgabe  fV.  sind* 
und  daher  den  zwuif  Coef&cienten 

ABCDEF  AfB'Oiyß'F'  '. 

eines  bei  irgend  einer  bestimmten  Coefücienten  •  Wahl  stattfinden- 
den Ausdrucks 

respective  gleichgestellt  werden  müssen,  aus  welchem  System 

Ton  zwölf  lileithiinijon  wir  durch  Elimination   der  acht  («nissen 
gh/c  fj'li'k'  t>x  die  verlangten  vier  Gleichungen  zwischen  den  zwölf  ' 
Coefücienten 

ABCDEF  A'B'C'D'E'P, 

d.  h.  die  Lösung  der  jedesmaligen  Frage  IV.  bekommen;  woraus 
alsdann  weiter,  wie  fröner,  die  Antwort  der  Aufgabe  III.  abgeleitet 
werden  mvss* 
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Es  ist  aber  wohl  zu  beachteo,  das«  nicht  jede^ielieUg«,  cwai 

Unbestimmte  enthaltende,  Transformation  dazu  eeeignet  ist,  unsere 

Karticuiure  Lösung  der  Frage  V.  in  <\\v  vollständige  abzuändern, 
[ehnien  wir  z.  B.  diejenige  Traiiülormation,  wobei  die  ältereo 
Cooräioateo  x  and  y  re^pective  durch  neuere 

•raetst  werden»  so  bekommen  wir  den  Ausdruck 

(A'sin^^f jf%iD4H:os»)d;H(A'co^«^^sin^B«)y«l  [yCcos^siu^)] 
+2Ä'sin4Mo8d]:ry +  ....+(</'A4-l)(sin^)j-  |-  (y'i  \-\)  (cos9)f/ k'ssQ 

und  wenn  wir  die  so  beliommoncn  zwölf  Coefticiciiten  respective 
den  zwölf  Coeflicieotea  AABH'  u.s.  w.  gleichbtelleu,  bekommen  wir 
unmittelbar 

— tgd=^;  d.  h.  DE^D'E=0 

d.  h  einen  roerficientenzusHmmnnltanc^,  weichen  wir  diirrh  keine 
der  vorigen  Methoden  als  der  Ligeueichaft  der  Asymptoten-Cuinci- 
dirung  zukommend  gefunden  haben;  und  doch,  wenn  er  %Ttrklicb 
ihr  zukäme,  hätte  er,  da  er  ein  von  der  Coefficienten -Wahl  unah- 
hängiger  ist  und  dahor  dwrr  li  V,     ()  darjseistellt  werden  kann, 

entweder  eine  der  Glcichunl^cll  (11)  otlcr  doch  eine  Rcsiiltante 
dieser  beiden  Gicichuu^^ea  sein  sollen.  Es  ergibt  sieh  duua  uucb 
bei  oiberer  Betrachtung,  dass  wir  nicht  die  vollständige,  sondern 
eine  neue  partiriilän»  I^osung  der  Frage  V.  hokonimen  haben,  so- 
fl;is»;  unsere  Gleichung  di' — ö'i=0  nur  df^n joniut  ii  Keijelsclinitls- 
Paaren  zukommt,  welche,  ausser  den  iieidcit  Eigenschaften  der 
Asymptoten-Ooincidirttog,  noch  durch  eine  dritte  Eigenschaft  speci* 
ali^irt  sind.  Es  ist  nftmüch  unsere  Transformation  zu  betrachten 
als  eine  Translation  der  primitiven  Figur  parallel  der  Axe 
d.  h.  als  eine  Ersetzung  der  x  nnd  y  durch  neue  Coordinateu 

yt—y  >  der  eine  Umdrehung  um  den  Coordinateo •Ursprung« 
d.  b.  eine  Ersetsung  der  dTund  y  durch 

x'  =  jreos^ — ^sin^ 
y'  =,rsind'|-|fG0sd 

nachgefolgt  wäre.  Es  ändert  nun  aber  die  erstere  dieser  partiel- 
len Traoslorraationen  die  gegebene  parCicntSre  Losung  in 
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(y)W*+Ä*3f+l)  +  Ji*=0 

und  ist  daher  eigentlich  nicht  als«  Vcralli;enieirierung  2U  betrach- 
ten, sodass  (lie  gauze  Doppel-Tran«forniatiou  als  au«  der  eiufachen 
Traosformatiou 

'  bestehend  und  daher  nur  eiue  einzige  Unbestiuinite  >&  der  parti- 
Cttlären  LSfiuDg  suführend  sa  betrachten  ist,  8oda«8  diese  particu' 
läre  Lüsung  von  ihren  vier  Specialisirungst»edin<;ungen  nur  die 
ein//is;e,  das.«)  die  ^enieinscbaftliehe  Asymptote  senkrecht  zur  Aze 
^=0  laute,  verloren  hat,  die  zuei  Bedingungen  dageeen  der 
Asympt»ten*Coin«idirung  und  die  dritte,  daae  die  genieinacoalUiclie 
Asymptote,  d.  b.  die  vereinigttng8«Gerade  beider  Kegelsehnitts- 
Centra,  den  Coordin  itoii  T'rspning  durchstreiche,  nocri  behalten 
bat;  und  diese  dritte  Üeiiiiiuitn^  wird  eben  durch  die  erhaltene 
Gleiehung  di' — ^'«=0  ausgedrückt. 

Wir  mOsaen  daher  die  Verallgemeinerung  auf  andere  Weiee 
einrichten,  a.B.  die  Tranelatien  <ler  ümdrehnng 

^  flicht  foraosgeheo«  sondern  folgen  lassen,  and  daher  die  Transfor- 
mation 

benutzen;  oder,  wenn  wir  statt  der  Translation  die  an- 

3f=9 

dere         i  ^  n^hinen,  kOnnen  wir  diese  der  Drehung 

9f^x  cosd  ysiud 
y=s  d;  sinl^-f-^osd 

enttveder  folgen  oder  vorangeben  lassen.  Pehmen  v%ir  letzteren 
Fall  und  ersetzen  wir  daher  die  Coordlnateo  x  und  jf  unserer 
IMtrticulilren  Ldsnng  doreh 
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,«o  bekomm«!!  wir  den  Auednick 

4 

+  2A»in^cos{>]x^/+,  +  [(2Äx  +  i)sin^  + //xcosO]  x 

+  [(2/ix  +  1  )co8^— ^xsio^]  y  +  (Ax^  ^  ^  4^  0 

•I-  [(SA'»  -f  l)cos0^jr'«fsiii%  +  {k'%H*  fi^O —0. 

Multipliciren  wir  jetzt  Alles  mit  sin^,  setzen  wir  zur  Abkürzunj» 
coti;'^  =  H  MPil  identificircn  wir  unsere  zwölf  Coelticienten  mit 
den  Coeiucieiiten  AA  UÜ'  u.  t».  vv.,  bekonimeu  wir  das  iSystem 
der  swdif  GleichuDgeo 

(2AX-H)  i  (yxa)  ^_C2Ax-HV-(jyx)  AxHx+* 

n^- 1) +(g^  ^,^(2A-»+i)ft-(<y-x)  .;_A;x«+r^f  a; 
j^Hl  ''-V^- 

Sondern  wir  aus  den  vier  ersten  Gleichungen  die  Grussea  gg'hk* 
ah,  so  bekommen  wir 


>  ^    ^  I*  ^  I» 

« 

and  snbetltutreu  wir  diene«  in  die  Werthe  der  C  fomiC,  9»  enibt 
•ich 

■ 

aus  welchen  (iloichurrjcn  sic  h  die  ])eiden  Werthe  (10)  der  Grösse 
fi  lind  daher  durch  deren  (»leichstelluiig  die  Gleichung  (9) 
eruibt.  Lin  die  iihrigen  Gleichuoi^en  der  gesuchten  Antwort  zu 
bekommen,  nehmen  >vir  ans  den  xwOlfGleicniiDgea  die  Mr.  (7),  (8), 
(9),  (10),  und  verbinden  sie  zu 
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worao«  wir  bekonmen 

und  wenn  wir  den  hieraus  silrh  ergebenden  Werth  des  ft  desseif 
beiden  vorher  erhuitenoii  Worthen  (lü)  respcctive  gleicbstelleo, 
bekoiunieD  wir  zwei  neue  AntworUgleichangen : 

Und  durch  eine  etwas  andere  Eiorichtuns  der  Elimination  könnten 
wir  diesen  drei  Gleicliungen  leicbt  nocn  eine  vierte  htn^ufiQeeB 
und  so  die  vollständige  Losung  unserer  jetzigen  Aufgabe  IV.  be- 
kommen. Votj  diesen  Gleicbun»en  ist  die  erste,  d.  h.  die  Glei- 
chung (9)»  eiue  von  der  CoelÜicienten-Wahl  unabhängige;  die  übri- 
gen daceeeo  finden  nor  bei  unserer  jetzigen  Coeniaenten«WaU 
statt.  Ünd  es  ist  diese  eine  von  den  vorher  benützten  verschiedene; 
denn  der  die  Natur  der  Coeflicienten  -  Wahl  ausdrückende  Zusam- 
menhang zwischen  den  sechs  CoetBcienten  eioer  fiegeUchnitts- 
ffleiehunj^  ist  bier  nicbt-  dM  sieb  zu  flinf  Reducfaren  der  aeclMi 
Coefticienteu  oder  die  Darstellbarkeit  der  Gleicbnng  unter  dar 
Form  (1),  sondern  es  ut  Ihre  Eiitspringbarkeit  aus  der  Form 

(y)  (ü^  \  hy  \  l)  +  j(=0 

mitCelat  der  Transionuatioo 

3s  awos^— 3fsin^ 

3r'sd»inO -f-ycos^-f  X, 

sodass  der  in  der  Antwort  angegebene  Zusammenhang  nicbt  mehr 
—  wie  Irüher,  da  die  Gleichungen  (4)  die  Antwort  darsteliten,  der 
Fall  war  —  den  Coeffidenten  der  Gleichungen 

(2»+3^+l)  (4j;+öy +l)-t2=&fa  +  löy»  +  22a^  +e«  -|-C|y-Jll  -0 

ankommt,  dieser  Zusammenhang  (12)  dagegen  den  Coetficieoten 

2 

der»  dnreh  Mnltiplicimng  der  vorigen  Gleichungen 
gebenden  Gleichungen 


30  44  12  16  22^ 
+  113'  + ^  ß-^  +  ßi'  - 13  =^ 


Tb«il  XVI. 
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B**  +  iä**  +  B    +  ß*  +  i3*- 

zukommt.  Wollen  "ir  nun  weiter  aus  der  erhaltenen  Antwort 
zur  jetzigen  Auliiale  I\ .  die  zur  Aulgabe  III.  herleiten ,  «o  mlte- 
860  wir  in  den  Oieichun^en  (12)  nelist  zuel  anderoi  bei  der  näm- 
lichen Cocfficioiit»'ii -\Valil  xtattfindeiiden  Gleichuntjen,  die  Cocf- 
ficicnten  A  A'tiB'  u.  s.  w .  respective  durch  a.V,  r^'iV',  ßl\,  ß'IS", 
u.  ä.  vv.  ersetzen,  wobei  N  und  iV  respective  die  uubekaunteo 
Functionen  der  allgemeinen  Coefficienteo  aßyist  und  tt'ß'y'ö'ty  be- 
deuten, deren  jede,  wenn  sie  mit  den  sechs  Coefficienten  irgend 
einer  heliebi^jen  Kepjelschnittsglclchun»  multiplicirt  wird,  diese  zu 
den  Cueflicienten  unserer  jetzigen  Wahl  abändert;  aus  welchem 
Systeme  ron  vier  Gleichungen  sich  abdann  einerseits,  durch  Ab> 
sonderung  der  i\'  un«l  JS\  der  Werth  dieser  unbekannten  Factoren, 
andererseits,  durch  Eliintit  ifion  t!er  .V  und  die  Antwort  der 
Aufgabe  Iii.,  U.  h.  die  gci^uclitci)  von  dei*  CoelücieDten  •  Wahl  un- 
abhängigen zwei  Gleicoungen  zwischen  den  Grtiesen  ußyöti 
«r'^yd'<r  finden  liesse. 

üci  dieser  Methode  der  Lösung  der  Aufsähe  IV.,  wo  man 
sMi  einer  gewissen  particolärert  LSsonj^  als  Haifsniittel  zur  Et* 
lan^ung  der  vollständigen  bedient,  fangt  man  nicht,  wie  bei  den 
vorigen  Methoden,  damit  ;in.  sich  iri;ei!<!  /^vei  bestimmte  Coeffi- 
cienten-Gruppen  auszuwählen;  man  läs^t  vielmehr  die  Coeiticiea- 
ten-Wahl  unbestimmt,  bis  man  die  vollständige  Lösung  der  Frage 
V.,  d.  h.  den  Ausdruck  der  verullgemeinten  Kegelschnitte  bekom- 
men hat.  Und  jetzt  erst  wfihlt  man  sich  eine  hestlmmte  Art  der 
CoefQeienten  aus,  je  nachdem  man  die  erhaltenen  Gleichungen 
unverändert  lässt  oder  aber  sie  mit  einem  oder  anderen  Factor 
multiplicirt.  Hätten  wir  z.  B.  unsere  Antwort  zur  Fragte  X.,  statt 
sie  mit  s'inO  zir  multipliciren ,  ungenndert  gelassen  oder  aber  sie 
durch  sinO  oder  sin^^  ti.  s.  w.  (iividirt,  so  hätten  wir  statt  (12) 
andere  Gleichungen  bekommen. 

W  ollen  wir  bt^i  unserer  jetziiien  Methode  die  roeffirirnten- 
Wahl  nehmen  der  IJedinuun'ien  i^),  d.  h.  der  Darstellbarkeit  un- 
ter I^'urm  (1),  so  müssen  wir  beaciiten,  da*8  der  zur  Antivort  auf 
die  Frage  V.  erhaltene  Ausdruck  die  Form  hatte: 

[xsin^  -|-^cosd  +  %]  [(Asin^  >f  gmd)x  -f  (Aeiisd— ^n^)  g 

la:sm^-J-ycosi>  +  xj  [(Ä'sind-|-^co»d)«    (Ä'cos^^'sin^)  y 

sodass,  soll  jeder  Factor  der  in  den  ersten  Termen  der  Gleicbun- 
gen  vorlcemmenden  Producte  die  Einheit  zum  Coelliclenfen  ihres 
mit  jr  oder  ;/  nicht  multiplicirten  Terms  haben,  erstens  Mdn 
GleicbuTit-en  durch  x,  zweitens  die  erstere  di!rrhÄK4-l,  diezweite 
•  durch  /ix^l  dividirt  werden  rauss.  Identiticireu  wir  nach  voll- 
lührter  Divisioa  die  erhaltene«  twOlf  GoeflicieaCen  respective 
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mit  den  CoefCmeuttn  JAUß  u.  0.  w.  ufiil  e^^tzei^  wir  wipdertn 
iitrAMdlKiiog  cotgOT=f<»  so  bekommen  wir  die  swOlf  Gleicbungeii} 


^j»(/ixfl)(ftHl) 


v.  c  w.,  woraiM  trir- bekommen: 


A'jjf  1= 


A^ 


und  wenn  wir  diese  Wertbe  der  vier  Gruben  (7,  Ax+l,  Ä'x+I 
in  die  \\'ortfie  der  D  und  JÜ^  ealMtituiieo»  eihiuten  wir  oaoli  ge- 
höriger Hedu/fstion 

x(Ax+l)V>-^+l  xVnt^Hl" 
^,^(A^ai-|.iHA-x^«y  xjti  _^  ^-xa(fi»4^1).f  I 

uüti  wenn  wir  tlieliicraus  öich  ergebenden  VVerthe 


x= 


einander  gleichstellen,  bekommen  wir  die  eretere  der  Gleichungen 
(0),  nfihr««n(!  die  zweite  in  ähnlicher  Weise,  nur  mit  einer  kleinen 
Aenderufig  der  t^limiuationb weise,  gefunden  worden  ^vürde. 

Nachdem  wir  nun  die  Au%abon  Ifl.  und  IV./  und  daher  auch 
die',  beide  enthaltende,  Aufgabe  I.  gelost  haben,  «ollen  wir  einen 
anderen  Fall  betrachten,  worin  zwei  Kegelschnitte  aut  solche 
Weise  zusammenhani^en,  dass  twei  ihrer  vier  Durchscbnittsponkte 
«Ich  unendlich  vom  Coordinaten- Ursprung  entfernen.  Wir  wollen 
uns  näinlicb  die  Aufgabe  stellen: 

VI.  Wie  rodssen,  sollen  die  beiden  reellen  oder  Imaginlren 
Asymptoten  eines  Kegciscboitts  re^aiective  Aen  iietden 
eines  anderen  paral!«!  laufen,  die  Coerßcientea  beider 
Kegelscbnitts^tleicbungen  zusamDieobangeu  t 

Sa  wie  wir  nun  oben  die  Aufg^bnl«  in  die  allgemeinere  III.  und 
in  die  >;[»eciellcrcn  IV.  getrennt  liaben,  so  l<«">nnten  wir  auch  hier 
unsere  Aufgabe  Vi.  in  eine  allgemeinere  «md  in  vefschiedeiic 
specitfUere  trennen.   Wir  wollen  di«ses  Jedeob  nnteflintfn ,  4n 
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wir  üogieich  die  Antwort  zur  aligcuieiueren  Aufgabe,  d.  h.  dctt 
f  on  der  jedesmaligen  Coefficienten-Wahl  unabhängigen  (Coeflif ien» 

tenzusammenbang  bekommen:  Denn  nennen  wir  uictierum  (i  die 
Cotaiigenten  der  zwiscben  Asymptote  und  Coordinaten-Axe  y=0 
begriffenen  Winkel,  so  sind  die  Asymptoteii-Kichtungen'der  b^- 
den  Kegelacboitte 

#  Ii 

reepeelive  dnfck  die  beiden  Worzeln  der  Gleichnog 
und  durch  diejenigen  dur  Gleichung 

gegeben.  Soll  daher  den  in  der  Aufgabe  VI.  gestellten  Forde* 
rungen  geniip;t  werden,  so  nitissen  die  beidea  Wurzeln  der  ersteren 
Gleicbuiig  gleich  denen  der  zweiten  sein«  d.  b.  es  müssen  die  beiden 
Gleichungen  selbst  identisch  sein;  was  nur  entweder  eo  muglich 
ist,  dass  die  drei  CoefTicienten  o,  ßt  y  den  drei  Coefficienten 
fit',  ß\  Y  respective  gleich  sind,  oder  aber  so,  dass  sie  von  ihnen 
nur  durch  einen  gemeini»chaitlicfaeQ  Factor  verschieden  sind.  Wir 
erhalten  daher  eogleieh  cur  Antwort  auf  die  Aufgebe  VL 


(13) 


Wir  wollen  jetit  einen  dritten  Füll  lietrachten,  worin  den  Forde« 
rungen  der  primitiFen  Au%abe  genügt  wird:  8fteilen  wir  uns  alao 

die  Auigabe: 

VII.  Wie  müssen  die  CoelBcienten  zweier  Kegelsebnittsglei- 
chungen  beschaffen  sein,  damit  einer  beider  Kegelschnitte 
sich  zu  einer  Geraden  reducire,  und  dabeir  von  den  vier 
In  endlicher  Entfernung  vom  Coordinaten'Ursprung  liegen- 
den reellen  oderimaginären  Durchschnittspunkten  der  zwei 
Kegelschnitte  nur  zwei  übrig  bitibon,  nämlich  diejenigen 
der  Geraden  mit  dem  sich  nicht  zu  einer  Geraden  reduci- 
renden  Kegelschnitt?  « 

Wir  bekommen  sogleich  zur  Antwort,  daas  das  Syatem  der  iwni 

Kegelschnitte 

JfS-f  i?^ -f  CUy-f  Dar -f-f^-f^—O 

obigen  Korderungen  geniigt,  wenn  entweder  die  drei  Gleichungen 
-4=0^  =  0  f  ==0  zugleich  stattfinden,  oder  aber  die  drei  anderen 
J^O  ij  C  =0.  Und  ea  ist  diene  Aatworlafonn  einigermaa- 
se»  fon  der  Ceeffidenten-WaU  unabhiagig,  da  sie  die  Aatweit 
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•ldkt  mir  bei  derjeoigmi  CiwIBcientqii^Wahl  dantflilt;  tro  dl«  Co»f- 

ficienten  F  und  It^  respectW«  als  Einheiten  angenoninien  werden 
ood  die  zwüirCoefficieiiten  sich  daher' auf  zehn  reduciren.  sondern 
auch  bei  derjenigen»  wo  £'  =  1  gesetzt  wird,  so  wie  auch 

Im!  der  dritteo,  wo  Zl'sl.  Bei  des  drei  udmo  Codi» 
deDtep>W«lileii  dagegen 

^=1   B^i  C=i 

A'  =  l    B'=l  C=:l 

maas  die  erhaltene  Ai)t\\ «)rt^f«^nl  durch  diese  ersetzt  werden, 
dass  die  zur  Aufgahc  V  II.  erldnlerliche  Coefficienten- Beschaffen- 
heit  entweder  aus  dem  Zui$aiuiueiibet>teheii  der  drei  Gleichungen 
Dss»  £=«0  F=fle,  oder  aber  ans  dem  der  drei  Gleieiiungen 
/>'==ao  JB'soo  F'=x  hpsfeht.  Bei  allen  Coefficienten -  Wahleo 
endlich,  wo  die  zwölf  Coellicienten  .  ohne  dass  sie  sich  auf  zehn 
reducirteo,  irgend  zweien  Bedin^ungen,  z.  B.  den  Bedingungen 

g\)  anterworfen  werden,  kann  man  entweder  die  eine  oder  die  an- 
ere  Aotvrortsform  nehmen.  Eine  dagegen  von  der  CoefBdeDten- 
Wahl  £»an7  un  ilifiänglse  Antnorlsfnrnt  zur  Auft^abe  VIL  wKre  dso 
äUisammenbcatebeo  ent)^eder  der  drei  Bedingungen 

oder  der  drei  anderen 

JFf=0  Wc=^  A="- 

Es  Ist  ietst  SV  ootersacben.  ob  awiser  diesen  drei  Füllen  der 
Anfsaben  L,  VI^TU.  noch  andere  möglich  eind,  in  welchen  den 
Foraemngen  der  primitiven  Aufgabe: 

VllL  Wann  erden  zwei  Kegelschnitte  scheinbar  nur  ztvri  reclie 
oder  imaginäre  Durchschnittspuokte  besitzen,  weil  liie  xwei 
anderen  unendlich  weit  gerflclct  sindt 

genfigt  wird.    Dass  keine  solchen  Falle  mehr  vorhanden  sind,  er- 

gibt  sich  aus  folgender  Betrachtung  :  Es  war^n  in  der  Form  VIU. 
er  primitiven  Frage  lidlde  Kegelschnitte  ale  unbestimmt  und 
ver?inHerlich  angenommen;  da  es  jedoch  hier  nur  auf  (\vn  Zusam* 
menhang  zwischen  den  Kegelschnitten  ankommt,  so  k»>nnen  wir 
auch  einen  beider  Kegelschnitte  als  constant  und  bestimmt  an- 
•eben  und  noe  die  Frage  unter  folgender  Form  vorlegen: 

IX.  E9  sei  ein  gewisser  bestimmter  Kegelschnitt 

mit  bestimniten  und  constant  bleibenden  Coellicienten  und 
daher  auch  mit  bestimmten  und  unveränderlichen  Asymp- 
toten kn  und  An.  Es  sei  fiberdiess  ^  sweiter,  den  er- 
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fiteren  in  den  vier  Punkten  />  r/  r  «  durchschneidender 
Kegdschsitt 

dessen  Coefficienton  man  jftden  belicbii^en  Werth  zuer> 
kennen  darf,  sodaj»$  dessen  Form  und  Ai^yiuiitoten  tw  und 
«0  verSnderlicb  «eieo:  Wie  mtaeo  aledann  dieCo«ffieiMi* 
ten  A'  ii'Ol)'E*F*  sich  filtern,  damit  zu  ei  der  vier  Durch- 
schnittspunkte  p  ^  r  t  unendlich  weit  rMckea? 

£•  kann  nun  den  Forderun|i;eii  IX.  nur  auf  diese  Weise  ge* 
nflgt  werden,  dass  die  beiden  unciKllieh  weit  rGckenden  Punkte 
•leb  nach  den  Spitzen  der  Asymntoten  /cn  tuid  Im  het^ehen. 
Denn  es  hat  der  unveränderliche  Kegelschnitt  keine  anderen  uu- 
•ndfieh  entfernten  Punkte  aU  eben  diese  Spitzen;  und  doch  sollen 
die  beiden  unendlich  weit  rii<'kenden  Punkte  »tets  Durch^cbnittft« 
pnnivfo  bleiben,  d.  h.  .sit  Ii  nicht  voifi  uiivtManilciTuhfn  Kestelschnitt 
enlJeriit'ji.  ist  also  die  üedir)ti;ur»^  der  1  iai;c  IX.  mir  auf  fol- 
gende Weisen  niü^lich:  Entweder  isu,  das.s  die  i'uukle  p  und  ^ 
<^i(  h  beide  zur  Spitze  der  Asymptote  A'n,  oder  aber  so,  dass  sie 
sich  beide  zur  Spitze  der  Im  beuelien,  oder  überhaupt  so,  dass 
das  Punktenpnnr  pr  oder  das  l*aar  ps  oder  (jt  oder  (fS  oder  rs 
sich  zur  Stutze  der  kn  oder  sich  /ur  Spitze  der  Im  begebe.  Ueber- 
diess  wira  die  genannte  Bedingung  noch  erffiUt»  wenn  der  Punkt 
p  sich  zur  Spitze  der  Ar»,  und  zugleich  der  Punkt  q  sich  zur 
Spitze  dor  !m ,  oder  aber  wenn  nniijefcebrt  p  sich  nncb  hn  und 
o  sich  nai-h  kn  begieht,  oder  wenn  überhaupt  von  den  0  Punkten- 
Päaren  pq,  pr,  ps\  qr,  qs,  rn  der  Vine  Punkt  sich  zur  Spitseder 
hif  der  andere  sich  zu  der  der  Im  hegiebt.  Es  Teranigen  sich 
nun  alle  oi> tui  tnnnten  l  alle  zu  der  liedinguni;.  d  ^ss  /.wei  der 
vier  DurehsiL'hnittiipunkte  sich  beide  «ach  der  S]»it/.e  einer  der 
beiden  Asymptoten  des  constant  bleibenden  KcgeUchnitU  bege- 
ben, alle  letztgenannten  Ffille  zu  der  Bedingung»  dass  einer  der 
vier  Üurcb.s(liiiifts|iiiiikte  sich  zu  der  Spitze  einer  dir.sor  Asvm 
ptoten  utjil  /iiL'b'ii  li  rill  anderer  der  vier  sich  zur  Spitze  der  anderen 
Asyniptule  hegieht.  Es  sitid  nun  diese  beiden  Bedingungen  im 
Allgemeinen  respective  diejenigen  der  Aufgaben  L  und  VI.  Denn 
es  wird  die  zwcile  unserer  Bedingungen  im  Allgemeinen  auf  diese 
Weise  erfüllt,  dn.<?<  der  veränderliche  Kegelschnitt  so  lani^c  sich 
umdrehe  und  seine  Form  auderc,  bis  seine  Asymptoten-Ii ichtungen 
respective  diejenigen  der  beiden  Asymptoten  in  und  Im  gewor- 
den sind;  während  die  crstere  Bedingung  im  Allgomeineii .  auf 
diese  Weise  erfiilK  wird,  dass  der  veränderlirbe  Kegelschnitt, 
ohne  gerade  seine  Form  abzuändero  zu  brauchen,  so  lange  sei- 
nen Ort  wechsele,  bis  eine  seiner  Asymptoten  eine  der  Asym- 
ptoten kn  oder  Im  decke.  Es  können  aber  beide  Bedingungen 
anch  noch  auf  andere  Welse  eiffillt  werden,  wenn  niimlicb  die 
vier  Asymptoten  kn,  Im,  Iw,  uc  vier  verschiedene  (ieradcn  dar- 
stellen ,  ein  gewisser  Theil  aber  des  veränderlichen  Kegelschnitts 
sich  zu  einer  fünften,  von  allen  vorigen  verschiedenen,  .Geraden 
ausdehnt:  ifi  welchem  Fall  die  beide:)  unendlich  wiMt  rilekenden 
Funkte  hieb  zwar  immer  noch  auf  dem  veräoderlicben  Kegelschnitt, 
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flicht  «btr  mf  dleger  ftafleD  Geradeo  befiodes,  weil  nie  »ml 

aicht  in  den  Spitzen  der  kn  und  /m  würden  liegen  büooflD;  und 
M  indAt  ifl  diMem  FaJIa  die  Bediogang  (15)  statt. 

Die  ie  der  Frage  IX.  geeoclite  Aeoderung  de*  Kegetscbnttts 

ist  aleo  nur  auf  diese  Weise  mr,c:!irfi .    Huss;  cntueder  die  ßedin 
Clingen  (11)  oder  (13)  oder  (15)  erlüdt  »erd^it.  Soll  e8  aber  erlaubt 
8eio,  die  primitive  Aufgalie  VIIL  ooter  der  Form  IX.  sieb  voi^ 
sulegen ,   so  muM  mao  der  Aufgabe  IX.  necb  die  Sapplemeet- 
Aefgabe  Irinzufdgen: 

X.  £s  sei  ein  veränderiicUer  Kegelschnitt 

mit  veränderlichen  Asymptoten  kn  und  Im ,  und  ein  eosr 
stanter  Kegelschnitt 

ii'Äa+^'i^'»  t-e«y +/)'«+ ii>+/'=0 

ndt  den  coestaeten  A^inptoten  Uo  und  »v.  Welche  Aen- 
derung  der  ADCÜEF  giebt  dein  Systeme  die  in  der 
Frage  YUl.  gesucbte  fiigenschaft 

Und  es  besteht  aibdann  die  Änttvort  aui  die  Fra^e  ViU.  aus  den 
respectiven  Antworten  der  IX.  and  X.  susammen.  Die  veroebiet 
denen  FSlIe  nun,  in  welchen  der  Aufgabe  X.  genflgt  wird,  v«* 

einigen  sich  ebenfalls  zu  drei  Gruj»i»en;  deren  beide  ersteren 
resp.  diejenigen  sind  der  Aufgaben  VI.  und  1.,  d.  b.  der  tiedin- 
gungen  und  (1 1),  und  daher  den  Aufgaben  IX.  nnd  X.  gem^fl- 
■diafttich  sied;  w&hrend  die  dritte  Grnppe  diejenigen  Fälle 
umfasst,  in  welchen  der  in  der  Aufgabe  X.  verüptferürtu  K(  fjcl 
schnitt  sich  unendlich  vergrOssert,  d.  b.  wenn  die  üediugungen 
(14)  stattfinden. 

Da  also  ausser  den  Fällen  der  drri  Aufgaben  L,  VI  ,  VII. 
keine  anderen  vorhnnden  sind,  in  welchen  der  Aufgabe  ViÜ.  ge- 
nügt wird»  so  bekommen  wir  äogieich  als  den  gesuchten  sur  Aaf> 
galieVIII.  erforderHcbeo  GeeffideDten-Ziisamnienbang,  dass  es  der- 
Jeetge  ist,  bei  weleben  iigend  eine«  der  vier  GleichaBgs-öysteni* 

(11)  (13)  (14)  (Iß) 

stattfindet.  Es  setzt  dic5;s  jof^drh  voraus ,  fln«s  keirie  der  drei 
Aufgaben  l.,  VI.,  Vii.  eine  Mpecialis^irung  einer  der  beiden  anderen 
sei,"  da  man  alsdann  sich  mit  den  Antworten  zu  deinenigeo  bei# 
den  Aofcabee  begnügen  konnte ,  welche  die  dritte  als  spcciellen 
Fatt  in  -sich  enthielten.  Und  wirklich  würde  man  oberflächlich 
meinen,  es  sei  die  Aufgabe  VII.  ein  specleller  Fall  der  1.,  denn 
es  werde  der  Aufgabe  1.  in  den  beiden  taiiun  der  Vll.  «jenügt» 
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weil  die  Antn^orto^leichung  (9)  der  Aufgabe  I.  sowohl  dutch  die 
Bewilligungen  (14)  als  auch  durc  h  flo)  r.w  0=0  reducirt  wird.  Em 
ist  aber  zu  beachten»  dass  der  Gleichung  (9)>  8oU  eie  die  vott- 

1  1 

•tiodige  Min,  noch  ein  Factor  ^  oder  ^    snkommen  rnnga, 

.sii>  vor  ihrer  KatioDaimachong  das  EinandergleldiBeln  der 
beiden  Warthe  (lO)  des  bedevtele.  Es  winl  nun  der  eietere 
dieser  beideo  Wertbe 

durch  die  Annahme  a  —  0,  ß  =  0,  y  — 0  zur  Form  ^ reducirt,  und 

Ut  —  im  Fall  man  die  Gerade  nur  aU  Gerade  betrachtet,  d.h.  im 
Fall  man  die Coefficienten  a,  ß,  y  nicht  näher  bestimmt,  als  dass  sie 
=0  sein  sollen  —  i;änxlifb  unbestimmt;  wenn  man  dagegen  die 
Gerade  als  uneixlHrh  'j^rossen  Keprfsrhnitt  f)etrachtet,  80  druckt 
unsere  Formel  die  beiden  Asyniptotcn-Hicbtungen  aus,  welche  dem 
,  Kescischnitt  vor  seiner  \  ergrüsserung  zukamen  und  auch  noch 
nach  vollfiihrter  VergrSsseruns  zukommen.  (Nicht  zu  Tenvech- 
«eln  mit  der  Richtunq:  der  Geraden  selbst,  welche,  da  jede 
Gerade  als  ihre  fi'_!e?ie  Asymptote  betrachtet  werden  kann,  in 
gewisäer  Hinsicht  eine  dritte  Asymptote  der  Figur  ist).  Jeden* 
mils  aber  ist  kein  Grand  vorbanden,  «resbalb  dvrch  4ie  Bedln* 
gungen  (14),  der  erstere  dieser  beiden  Wertiie  (10)  des  fi  dem 
anderen,  nur  von  a',  ß',  /  abhängenden  nnd  daher  von  den  Be- 
dingungen (14)  keinen  Einfluss  empfindenden  ^^erth  desselben 
gleich  werden  sollte;  woraas  sieb  ergibt,  dass  die  Aafgabe  VII. 
keine  Specialisirung  der  I.  ist.  Andererseits  aber  sollte  man  mei- 
nen, es  sei  die  Aufnähe  l.,  d.  h.  dass  zwei  Kej;elschi)itfe  ein- 
ander in  unendlicher  Entfernung  vom  Cuordinateo-Ürsprung  berüh- 
ren «dien,  ^in  specieller  Fall  der  Aufi;abe  VII.,  ire  die  Kegel- 
edutitte  einander  zweimal  in  unendlicher  Entfernung  durchschneiden 
sollen,  ebenso  \r\v  überhaupt  das  Sicfi  HrTiihren  zweier  Kegel- 
schnitte ein  speciellcr  Fall  ist  des  alicemcineren,  wo  sie  sich 
durchschneiden.  Denken  wir  uns  jedoch,  dass  in  der  Aufgabe 
VIII..  z.  B.  in  der  Auf;?abe  IX.,  schon  einer  der  vier  Durch- 
schnitspunkte,  z  IJ.  der  Pnnkt  p,  nnendlich  weit  gerückt  wäre, 
und  zwar  nach  der  Spitze  der  Asymptote  kn,  sodass  nur  noch 
der  Punkt  q  unendlich  weit  rücken  sollte:  es  bat  alsdann  dieser 
Punkt  um  in'sJDnendliche  su  gelangen,  die  Wahl  swiscfaen 
zwei  Wegen ,  dennenigen  der  Asymptote  kn  und  demjenigen  der 
Im:  im  ersteren  Fall  wird  der  Aufgabe  I.  eenö^t,  im  letzteren 
Fall  der  Aufgabe  VI.:  es  bat  nun  eben  so  viele  Wahrscheinlichkeit 
Ar  sich,  dass  der  Punkt  q  die  erstere,  als  dass  er  die  zweite 
Bahn  wählen  wird;  und  es  ist  keines%vegs  die  eine  Wahl,  d.  h. 
die  eine  Aufj^abe,  ein  speciollcr  Fall  der  anderen.  Weit  enffernt 
also,  dass  die  Aufgabe  i.  ein  specieiler  Fall  der  VI.  wäre,  wird 
im  €egentheil,  solMud  der  Aufgabe  I.  genügt  wird,  der  VI.  im 
Allgemeinen  nicht  genügt:  denn  es  sei  s.  B.  die  Bedingung  I.  auf 
diese  Weise  erfüllt,  dass  dro  A.s\niptoten  K-n  und  fto  einander 
decken ,  so  ist  die  relative  Eaj^e  der  Im  und  nr  zu  einander 
unbestimmt  gelassen,   und  es  sind  daher  die  Im  und  ut  einander 
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hn  AllgeneiDeii  nicht  parallel;  wilireiid  dagegen  die  Frage  VL 
forderte,  das«  aieht  mir  die  km  der  Uo,  aeadeni  äocli  die  «n  der 
iie  parallel  wSre. 

Da  also  die  primitive  Aufgabe  VIII.  aus  den  drei  Aufgaben 
f.,  VI.,  Vif.  sueamroengesetzt  ist,  so  ist  die  Antwort  zur  Auf« 
gäbe  VIII.  auf  zweierlei  Weise  zu  bekommen:  entweder  unraittel" 
bar,  ohne  das«  wir  die  VIII.  in  die  drei  |iartiellen  Aufgaben  tren- 
nen; oder  aber  so,  dass  wir  die  zu  den  drei  partiellen  Aufgaben 
1.,  VL,  VII.  erhaltenen  vier  Antworten  (11).  (Ii),  (14).  (15) 
aaaaniiDeii<ajp:en.  Die  letstere  Weiae  wSre  aebr  leicht,  wenn  jede 
dieser  vier  Antworten  nur  aus  einer  einzigen  Gleichung  bestände, 
da  man  alsdann  die  vier  Gleichungen  nur  mit  einander  zu  multi- 
pliciren  brauchte,  um  die  verlangte  Aiitwortsgleicbung  zur  primiti> 
▼en  Aafgabe  an  bel^emineii.  Die  gegeoaeitige  Multiplication  jedoeh 
der  zwei  Glekhoogeo  der  Antwort  (Ii)  mit  den  beiden  der  Ant- 
wort (l'l)  wurde  uns  Mohreres  als  die  Summe  der  Antworten  (11) 
and  (13)  liefern;  wozu  noch  komokt,  <  dau  jede  der  Antworten 
(14)  und  (15)  aua  aineni  Syatem  dreier  Gletdion^en  beateht,  ae- 
das,<  es*  durob  unmittelbare  Multiplication  unmuslich  ist,  ein  den 
Compiex  der  vier  (ileichungs  -  Systeme  (11),  (13),  (14),  (15)  aus- 
drucKendes  Gleicbung.s- System  zu  linden.  Wir  wollen  une»  daher 
lieber  der  anderen  AuflOsungsweise  der  Aulg^be  VIII.  bedieoen 
mi  aof  felgende  Weiae  argvmentiren: 

Wir  wollen  diejenige  Coellficienten'Wahl  nehmen,  wo  C=l, 
0=  I ,  und  daher  anfangen  mit  der  Auflösung  einer  apecielleo 
Aafgabe,  die  zur  VlU.  steht,  wie  die  IV.  zur' III.  Daaa  Don 
awel  der  vier  UurcbachaiCtapiinitte  der  Kegelacbnitte 

^  +  i'y»  +     + +     +  F=0 , 

unendlich  vom  Coordinaten-Ursprung  entfernt  seien,  erheischt  im 
Allgemeinen,  daaa  awel  der  vier  Ordinalen  der  iDurchscbnitte- 
punkte  uneodficb  groaae  Wartha  beaitzen,  d.  b.  dass  die  dnrefc 
r^limination  von  x  aus  den  gegebenen  beiden  Gleichnneen  «ich 
ergehende  Gleichung  vierten  Grades  f^(y)=zO  zwei  unendlich  grosse 
Wurzeln  besitze  und  sich  daher  auf  eine  Gleichung  zweiten  Grades 
F«(y)=0  redndra.  Em  iai  non  die  genannte  Gwiefanng  /4(y)=0 
foljgande: 

d.  h.  das  =  0  Sein  eines  Prodnetea  Ten  vier  Functienen,  deren 
drei  letzteren  von  der  eraten  ' 
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niir  durch  die  Zeicbeo  der  beiden  Radleale  ferachieden  aind. 

Entwickeln  wir,  bekooiineD  wir  nach  gebSriger  Rcdoettaiiy 
dM4  die  KoDctioD 

lA'—A—2(A'B^Air)]y^^-  

..^IDiAi^-Aiyh-iAiAF—Af)} 
ins  Quadrat  erhoben,  gleich  sei  dem  Pr«Hlui'te 

l(A'-A)^yH^(A'-A)(A'D^AD')i^^(A'D—Aiy)*]X.^ 
...  X  [{l^AB)ifH  {:2D'-4AE)ifHjD^AF)] , 

£b  bat  also  unsere  Gleichung  /^(^)=0,  wenn  whr  aar  Abkffr- 

zun^^  r^ie  mit      .  mit       ui\<\  ruit       niultiplicirt«'Ti  Türmen  resppr 
tivf  durch  die  bucbstäbea  a,  b,  c,  d,  e,  f,  g,  h,  A  andeutea, 
die  Form 

(fl +6+e>«=(rf + e +/)  *) 

und  wird  daher  durch  Eutwiclteiung  die  Form  annehmen 

o^-f  2a6  -f^« + 2ae-|-26e  4«* 

Ea  drfickt  nun  die  Gleichung  i^^dy  Jie  Bedingung  aus,  dasa  die 

CoedQcienten  der  mit  y*  multiplicirten  Termen  einander  aufhebeq» 

d.  b.  daaa  die  Gleichung  /4(y)=0  sich  zu  einer  F(^)s=0  reducire, 

s 

d.  b.  dass  eine  der  vier  üurchschnittDunkts- Ordinaten  unendlich 
gross  sei.  In  ibnlicber  Webe  dröcn  das  System  der  beiden 
Gleichungen 

die  Bedingung  aus,  dass  unsere  Gleichung  /*4(y)  =  0  eine  F(^)=0 

werde,  d.  h.  da!*s  zwei  der  vier  Durchfichnitts-Ordinaten  unend- 
lich gross  seieu,  d.  h.  den  gesuchten  bei  unserer  jetzigen  Auf- 
gabe erfoTderllcben  CoelBcienten-Zu^amnienbang.  Es  Ist  oim  die 
Gteicbung  ifizsidg  die  folgende: 

\A—A^'iA{A'B-Ait^)Y=^{A'^A)^X{\'^Am. 
li.  h.  nach  Entnlckelnng ; 

{A'^  A)  {B—B)  +  (A'B  -  AB')*=:0, 
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Die  Gleichung 

dagegvii  liefert  uns  nach  Entwickeluns  da«  =OSeui  eine  Summe 
von  34  Temen,  deran  sie  jedeeli  13  verliert,  weil  «loreli  die 
lifcttutHAt 

^d'-A)  Pil'X>-. ]( f  />*)] 
=  liA'  --A)^X'2D\  +  l2iA*-A)iA'D'-'AD)] 

eeeiie  Temen  des  eretee  Gliedes  durch  sieben  dee  anderen  Glie* 

des  aufgehoben  werden.  Die  einundzwanzig  flhvigeii,  Temen  lie> 
fern  naen  gehStiger  Reduction  die  Gleiciiung 

^'2{A'B^Aß'){A'E^AE')s=:0, 

Vm  nun  von  diesen  bei  unserer  jrtzi^en  r^oeflficienten  -  Wahl 
stattündenden  Utuichuni^en  zur  Antwort  der  allgemeineren  Auf- 
gabe VIIL  jm  gelangen ,  wo  Ten  keiuer  beetimmten  Ceeffieienten- 
Wahl  die  Rede  ist,  niGssen  wir  statt  AA*BB'  ete.  itspective 

'  £    ^'  .  ' 

—  #  »      ,  «tc.  ..... 

suhnttfiiiren,  ^vod^rch  ^vir  als  die  !i:esuchte  Antwort  auf  die  Auf« 
l^lie  VJU.  da«  System  der  zwei  Gleicbuu^eu 

(9>  («'r-V)(^'y-/»/)+(«'/5-^)*=o, 

» 

bekommen,  deren  erstert^  wir  «ichon  f?tiher  als  eine  der  Antfrorts- 
gleicbttDgen  der  Anfgabe  I*  beliomi^eii  haben« 

Es  ist  aber  das  System  dieser  beiden  Oleichuogen  noch  bei* 
neswegs  die  vulUtandi^e  LOsnng  der  Aufgabe  VIII  ,  Moudern  nur 
eine  partifiilKre ,  d.  h.  ein  nur  flciijenigen  Kegelsclinitts  -  Paaren 
nikonimender  Coeflicienten- Zusaniincnhang,  weiche,  ausser  der 
g4  Tratten  Eigenschaft,  da.H8  ztret  ihr«r  vier  Durcbschnittspuokte 
Mch  unendlich  entfemteu  sotten  ,  noch  gewiütse  andere  Eigenscba&- 
ten  besitzen.  F.s  \^ar  nätnüch  die  erhaltene  Antwort  eigeDtHell 
diejenige  der  folgenden  von  der  Vlil.  verschiedenen  Aufgabe: 

XI.  Weicher  Coefficienten-Zusnromenbang  wird  erfnrdert,  da- 
mit zwei  li  r  vier  Dnrehsi  hnittpunktS'Ordinatsn 'zweier 
Kegelschnitte  unendlich  grs8j»  seien? 

• 

Von  den  der  Aufgabe  I.  genfifrendeo  KeselKchnitts-Paaren  ge- 
nflgen  nun  «ler  Aufgabe  Xf.  k^*ifH's^^  cl"?  <!iej«-nigen,  \^clehe  die 
Axe  yr=^0  oder  eine  ihr  parallele  und  endlich  von  ihr  eutlerote 
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CSende  jr==6  zur  genflinselialtHcben  Asymptote  ,  

nur  diejenigen,  deren  ^emetn.^chaftliche  Asymptote  entweder  der 
Axe  ^=0  niclit  parallel  ist,  oder,  wie  die  Farabei  v^—px,  ihr 
paraliel  ist,  sondern  unendlich  von  ihr  entfernt.  60  auch  sind 
unter  den  der  Aufj^abe  VI.  genflgeodeo  Kegelschiiitt9-Paai«n  einige, 

welche  der  Aufgabe  Xl.  nicht  fi;enfi2:en.  Will  man  daher  alte  die 
der  Autgabe  VIII.  irenüc;enden  keecischnitts-Paarc  hekommen,  so 
rouss  man  der  Fraj,'c  XI.  noch  folgende  Supplement- 1  rage  hiuzu- 

XIL  Bei  welchem  Coeftirientcn  /n-^ammenhang  werden  zwei 
der  vier  Durchschnitt« -Ab.^cit»8eii  unendlich  gross? 

Zur  Beantwortung  der  Aufenhe  XTI.  brauchen  \y\T  bloss  in  der 
xur  Beantwortung  der  XI.  stattgeiundenen  Argumentation  die 
GoefBcieoten  B,  D,  E,  A\  B\  I>,  E'  fiherall  leepectire 
dorcb  B,  Ay  E,  Dy  B\  Ä,  D'  zu  ersetzen,  welcher  Um- 
tausch die  Gleichung  (9)  iiDTerfodert  llMt,  die  (Id)  ib«!  ia 
felgeode 

abändert.  Und  es  wird  nun  die  Antwort  der  Aufgabe  VIII.  durch 
die  ZusammenfÜgune  der  Antworten  der  XL  und  der  XiL  ausge> 
dHlekf;  d.  b.  dorcb  mo  System  zweier  Gleicbongen,  dereo  «ntow 
die  (9)»  die  mite  aber  das  Prodact  der  (16)  niid  (17)  ist* 

Bei  dieser  Methode ,  wp  wir  die  primitive  Aufgabe  VIII.  nicht 
io  die  drei  iiarfieUeo  I.,  VI.,  VII.  getrennt  haben  »  bat  dennoch 
eine  neue  Trennung  der  \  III.  in  die  XI,  und  XII.  stattgefunden. 
Hätten  wir  gar  keine  Trennung  der  VIll.  vornehmen  wollen,  so 
hätten  wir  auf  folgende  V^eise  argumentiren  müssen:  Es  war  in 
der  AuTgaire  Till,  gelragt,  das»  iwel  der  vier  Darebecbnittepuikte 
der  Ke^bcbaitte 

+ d'«+«> +r=o 

die  Eigenschaft  hesässen ,  da»s  ihre  Entfernung  r=:V"ar*4-y*  Tom 
Ceerdioaten -  Ursprung  den  Werth  od  hätte,   d.  h.  dass  sie  sich 

irgendwo  auf  dem  unendlichen  grossen  Kreise  jr**-}  ?/^— 30  befan- 
den. Wir  können  uns  also  BoaerjB  Frage  in  folgender  Form  vor* 
legen. 

XIIL  Welcher  Coefficienten-ZiManmenbaDg  wird  gefordert, 
damit  die  drei  Cunren  , 
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eiDander  ia  zwei  Punkton  gemeinschaftttch  dufeh* 
•chneideBt 

Zur  BeantwoituDg  dieser  Frage  bringen  wir  die  drei  Carvea 
aaf  die  Form 

t^aeo»*^-^ß9uAp  -|-)«io^Oi9)  -|-r  (dcMy-|-isiii^-f  £ssO, 
r*(«'coa*9-|-/?'sin^g>-f /'sin9C0S9)  +r(i'c9»^Mnqt)'^i^ssO, 

cHminiren  aus  den  b^den  etsterao  die  Coordinato  q>,  und  socheii 

aladann  die  Bedinfrunr!; ,  dasa  die  resultirende  Gleichung  f^(r)—0 
eine  /'2(r)  =  0  werde;  d.  h.  sich  vom  vierten  Grad  aul  deti  zwei- 
ten Grad  reducire.  Bei  der  vorigen  Methode  hatten  vvit-  uns  das 
Uoendlicbe  als  ein  uosndlich  grossem  Qoadnt  ▼orgesteUt,  welches, 
da  es  swei  Paare  gegenüberstehende  Seiten  hatte,  eine  Trennung 
der  primitiven  Aufgabe  in  zwei  andere  verursachte,  wShrend  bei 
gegenwärtiger  Methode»  wo  das  Unendliche  als  ein  unendlich  gros- 
«er»  keine  gesenflberstebendeo  Seiten  bebender  Kreis,  gededbt 
wird*  keine  seldie  Tteommg  nlilhig  ist. 


Anm  erk  uag. 

Weas  anch  obige  Abhaadlun^  im  Aaadruek  aoeb  einige  aadeetodis 

Wendanci'pn  pnthäJt,  die  man  cuiLTn  Aiiiiliinder  g-cwiss  pern  TeriPthrn 
wird,  to  i«t  die  Sprache  doch  im  Uanzen  so  deutlich  nnd  leicht  Tertländ- 
lieb,  daM  ieb  mir,  ebne  den  SiSdrock  der  gansen  Dareteilaag  sa  ver- 
•wischen.  •weBentlichc  Arndornnpen  torxunehmen  nicht  erliiulH  n  zu  jhüh- 
•en  glaubte  und  auch  oicbt  erlauben  durfte.  Ich  danke  vielmehr  dem 
Ijiiidtaf tsa  HetiB  T£,  dam  er  die  Abliandlang  ia  deultdier  Sprache  ^er- 
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Veber  elBlge  seMietrisehe  Sfttase  wmI 

die  Reclinung^  mit  eleu  ima^inüreu 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Zech 


1. 

Aufgabe.  Durch  swei  gegebene  Punkte  einen  Kreis 

zu  ziehen,  der  einen  anderen  gegebenen  Kreis  in  den 
Endpunkton    (!f>HseibeiD  Durcbmeesers  des  l.eUtereo 

Kceiiies  sciiueidet 

Audusim-i.  Die  beiden  ijcgchenen  Punkte  seien  A  und  R 
(Taf.  VIII,  Fig.  ().).  der  Mittelpunkt  des  ^eeohonen  Kreises  k(>\  C; 
man  ziehe  die  Gerade  AC  und  senkrecht  duraul  den  Haibme^ser 
CD,  beschreibe  sofort  aus  dem  fliittelpunkte  C  mit  dem  Halb- 
messer CA  einen  Kreis  und  schneide  in  diesem  die  Sehne 
AE=AD  ab ;  endlich  fälle  man  von  £  eine  Senkrechte  auf^^C,  welche 

gehörig  verlän^rt  die  auf  AB  im  Halbirungspunkte  errichtete 
ienkrechte  imlPunkte  F  schneide:  dann  ist  der  aus  F  mit  den 
Halbmesser  FA  beschriebene  Kreis  der  gesuchte. 

Beweis.  Der  gefundene  Kreis  geht  durch  A  und.  Heil  sein 
Mittelpunkt  auf  der  mi(  AB  im  Halhirungspunkte  errichteten  Senk* 
rechten  liept,  auch  durch  B.  E?*  ist  also  nnr  noch  zu  beweisen, 
dass  derselbe  den  fr»^'T«d)enen  Kreis  aut  die  verlangte  WriNn  s(  Iinr'i- 
det  Letzteres  ist,  wie  man  leicht  sieht,  dann  und  dik  dann  der 
Fsil,  irsim  der  Haibmasser  des  gsfundenen  Kreises  gleich  ist  der 
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* 

HypotennM  eiues  rMMwiokligen  Draieelt«,  dessen  eine  Kathete 
der  Halbmesser  des  -gegebenen  Kreises  fund  dessen  andere  Ka- 
tbete die  £ntferopog  der  Mittelpunkt«  beider  Kreiee  iet;  d.  b. 
wenn 

r5=CD+  FC* 

Nun  ist  aber,  wenn  man  den  Durcbschnitt^punkt  der  Geraden  EF 
und  AC  durch  Cr  bezeichnet,  oacb  der  Constructiou 


— 1 


ideo 

äCx(^äG''AQz::'W 

oder  IV  eil 

AC^AG-^GCi 

^G-'AC=^  AG—(AC-AG) = AG-GCi 

ÄG~  UC=  €ü\   ÄG=z  Cii^  GC\ 
Ferner  iet  in  dem  bei  G  r«Gbtwinkligen  Dreieck  FGÄ 

FA-AG  +  GF, 
nleo  nacb  der  letzten  Crleicbong 

FA:=::CD-^GCi'GF, 
«der»  weil  FGC  ein  bei  G  recblwiokligee  Dreieck  iet, 

f^lsCii+Fc\  e.  d. 

Die  Auflösung  ist  imn)er  mörrlich,  solange  dio  von  E  auf 
AC  gefällte  ^Senkrechte  und  die  aui  J/^  im  Ualbirungspunkte 
errichtete  Senkrechte  ei nandernfcht  parallel  cdnd,  d.  b.  so  lange  die 
drei  Pnnkto  Ay  B,  (-  nicht  m  derselben  Geraden  liegen.  Die 
Gerade  ET  ist  der  .rf^onjetrisclie  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise 
welche  durch  den  i^unkt  A  geben  und  den  gegebeoeo  Kreiö  avf 
die  verbni^e  Welse  Hch'oetdeii. 

Man  kommt  auf  die  f?egehetic  fonstruction  sogleicb,  'wem 
m%u  das  Dreieck  FAC  betrachtet,  in  weichem 
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iit;  ir«il  nlmUcli 

TS=nFA'~cä 

•ete  will,  so  folgt 

2ACxFAxcMFACs^d-^  cS 

d.  b. 


II. 

Lehrsatz.  Wenn  in  einem  Dreieck  zwei  Winkel 
im  gleichen  Verhältniss  getheilt  werden  und  die  bis 

an  die  ge  5  en  u  herliegen  den  Seiten  verlänger  teii  Thei- 
lurigN  I  i  n  i  en  einander  gleich  sind*  so  sind  die  getbeil* 
ten  Winkel  einander  gleich. 

Beu  els.  Das  Dreieck  .sei  ABC  (Taf.  VII.  Fig.  5).  die 
gleichen  J  heilung.sstrecken ,  welche  die  winke!  BAC  uui\  ABC 
im  gleichen  Vcrhältuii>8  tbeiien,  seien  AD  und  JiJL,  no  d^nn  uIjm» 

W.  BAD  .  W.  JiAC  =  Vi.  ABE  ;  W.  EBC 

'    ist  Wire  ooD 

W.  ABC  <  W.  BAC, 

an  lege  man  das  Dreieck  so  umgekehrt  auf  eich  aelbat,  daas  dar 

Punkt  B  auf  den  Punkt  A  und  die  beiden  Theilungslinien  auf 
einander  fallen;  dann  f^llt,  Wöhren  BE  =  AD,  auch  der  Punkt  £ 
anf  D,  und  weil  bei  der  Theiiung  beider  Winkel  in  demselben 
VerbSitoias  die  Annahme 

W.  ABC  <  Vf.  BAC 

die  beiden  Ungleicbvngen 

W.  ABE  <  W.  BAD  und  W.  EBC  <  W.  DAC 

nach  sich  zieht,  wird  BA  io  eine  Lage  AF  z w iscben  AB  und  AD, 
BC  in  eine  Lage  AG  zwischen  AD  und  kommen.  Dabei 
mfi&aen  die  drei  Punkte  F»  />»  6'  «tete  in  gerader  Linie  liegen 
und  Drrieck  FAG      Or.  ABC  «ein. 

Es  .sind  nun  drei  Fälle  denkbar;  entweder  fallt  der  Punkt  P 
ausserhalb  des  Dreiecks  ABC»  oder  auf  BC,  oder  iooerbaib  des 
Drriecka  ABC 
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1)  Der  Punkt  F  lalle  uim«crhall)  ABC  (Taf.  VII.  Fig.  f>. 
^r.  (l.))f  clanu  lullt  G  nothwendig  innerhalb  ABC;  dana  aber 
ist  nach  einem  bekabDteo  Satze 

W.  FGA  >  W.  ACB, 

also 

Dr.  fOA  uiclit  ^  Dr.  ACB. 

2)  Der  Punkt  F  falle  aul  BC  (Taf.  VII.  Fig.  5.  Nr.  (2.)); 
uod  zwar  oach  dem  obea  Bemerkten  notbwendig  zwischen  B  und 
D ;  dann  f&llt  auch  G  auf  HC  und  zwar  zwischen  D  und  C;  dann 
aber  ist 


oder 


d.  b.,  weil 


W.  FGA  >  W.  ACB, 


W.  FAG  <  W.  ^MP, 


W.  <  VV.  /li^C; 

also  In  beiden  Fällen 

Dr.  FAG  nicht  ^  Dr.  ABC. 

3)  Der  Pnnlct  F  falle  inneiliarb  ABC  (Tat  VII.  Fig.  6. 
Nr.  (3.));  dann  föllt  G  aus.serhalb  ABC%  zieht  man  nun  die  Ge* 
rade  BV ,  so  lioirt  diese  nach  der  Vorraussetzung  zwischen  BC 
nnd  BA^  und  rouss  daher  verlängert  die  Gerade  AG  schneiden ; 
es  ist  also 

W.  FAG  <  W.  AFB, 
aber,  weil  AF=iAB: 

\V.  AFB  =  W.  ABF^ 

also  anch 

W.  FilG  <  W.  ABF, 

und  um  so  mehr 

\\\  FAG  X  /IßC; 

also  wiederum 

Dr.  FAG  nicht  ^  Dr.  ABC, 

* 

TLisU  X  VI.  M 
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Die  Annahme  W.  ABC  <  VV.  ßAC  führt  aiso  ia  jedem 
deiikbaraii  Falle  anf  eineii  Widenproch,  und  kann  daher  nicht 

richtiu  sein  Caii/:  rhonso  wird  bewiesen,  das»  eben  90  wenig 
V/,  BAC  <^       ABC  sein  i^ann;  ea  moaa  also 

Vt,  ABC  s  W.  BAC 

tiein.  »V.  z.  b.  w. 


Ui. 

Blan  rechnet  allgemein  mit  imasinSren  Zahlen  gans  nach  den- 
selben Formeln,  die  für  reelle  Zahlen  aufgesteHt  worden  sind, 
nhnc  (lass  man  bis  jetzt  die  Giltigkeit  der  letztern  Formeln  auch 
lur  iiuaginüre  Zahlen  nachgewiesen  hat.  Die  Ohm  «che  Behaup- 
tang,  Ibas  s.  B.  die  Geaeäe  des  Addirens»  .oachdem  sie  f&r  po» 
sitiye  ganze  Zahlen  bewiesen  worden  sind,  jian  auch  fiir  alle 
anderen  Zahlformen  <?eftf»n,  lefztfrc  *^rst  später  entfliehen,  «  ei! 
man  ali»o  durch  Anv\;endung  jener  Gesetze  auf  dieselben  jeden talU 
nichts  Dorichtiges,  d.  h  mit  Früherem  in  ^Widersprach  Stehen* 
des  erhalte,  ist  offenbar  nidif  stiehhaltig.  Man  nat  daher  die 
Gesetze  des  Addirens  der  Reihe  nach  auch  liir  negative  ganze 
Zahlen,  gebrochene  und  irrationale  Zahlen  bewiesen,  uud  ebenso 
hat  man  es  bei  deu  andern  Operationen  gemacht.  Ein  Beweis 
filr  imaginäre  Zahlen  fehlt  bis  jetzt.  Im  Folgenden  soll  ein  Ver- 
such gemacht  werden,  diese  Lüclce  ausaufüllen. 

Die  imaginllren  Zahlen  verdanken  ihren  Ursprung  der  Anflu- 
sang  der  quadratischen  Gleichangen;  wir  mflsseo  also  von  diesen 
ausgehen ,  wenn  wir  über  jene  etwas  aussagen  wollen.  Seien  su 

dem  Ende 

■ 

(1.)  juDd 

^  — Six  +  pi  =0 

zwei  quadratische  Gleichangen,  deren  Wnneln  besiehun^pweise 
x',  x"  and  x'i,  x'\  seien,  so  dass  also 

(2.)  |nnd 

*  si=:^\-^x\,  p^=zx\x\ 

ist.  Dann  ist 

(3.)  (*'+:i:i)  +  (*"  +  a:l)=#+Jl, 

(4.)   («'+«'i).(ar"+«"i)=p+|ii+*'j!"ii^4:'V,. 
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N«D  bt  Iber 

also 

ferner 

(6,)  .  .  .  .  ifi=s«'j?'t+Ä'«*i+af^ar',+«V4. 

.  Zieht  ouui  die  zweite  der  Gteichangen  (5.)  von  der  GlelcÜaDg 
(6.)  ab  md  dividirt  dann  aof  beiden  Selten  mit  2,  se  felgt 

IKeeer  Werth  in  die  Gleicbaog  (4.)  eubetitairt  gibt 

(7.)  (*'+aj'i)(**+Jr''i)=ji+ft+       ^  ^V^ («»i-4ft). 

den  Gleicbongen  (3.)  und  (7.)  lat  enthalten  folgender 

I.  )  Leknaiz»   Die  quadratische  Gleichung 

hat  zu  WuTzelu  die  beiden  Summen  von  je  einer  Wnr* 
sei  der  ersten  und  einer  Wurzel  der  aweiten  der  Glel- 
chilngen 

Ferner  folgt,  weuu  man  die  zweite  der  CHeichnngen  (5.)  und 
(6.)  addirt  und  dann  auf  beiden  Selten  mit  2  dividirt: 

«'afi + ar-«"|  i:  |  V'd^-^pX^Hft); 

aneeerdem  iet  {afa^i)*{s^s^\)^fPi' 

In  den  beiden  letzten  Gleichungen  ist  enthalten  fönender 

II.  )  Lehrsat».  Die  Wurzeln  der  quadratischen 
Glelehnng 
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•ind  die  beiden  Producte  von  Je  einer  Wamel  der 
ereteo  und  einer  Wurzel  der  sw eiten  der  Gleiebon* 
gen  (1.) 

Um  nun  den  Uebergang  zu  den  imaginlren  Zahlen  na 
mncben,  sei 

1=2«,   p  =  a«  +  Ä* 

dann  sind  die  Wurzeln  der  ersten  der  Gleicbnngen  (I.)  a±.bV^ 
die  der  zweiten  «i  Jr^tV — 1.  Femer  folgt  aus  den  Gleichungen  (8.) 

also 

biemit  wird 

I»  +  Pl  +  ^  «i  T  ^  ^ (**-4/,)  4/;r) 

=(a  +  a,)«+(6T6i)«. 

Sonach  lässt  sich  der  Lehrsatz  (L)  so  ausdrücken:  Die  qua* 
dratiscbe  Gleichung 

hat  zu  Wnrsebi  die  beiden  Summen,  welche  entstehen»  wenn 
man  je  einen  der  beiden  AusdrOcke  « ±6 V  — ^1  und  einen  der 
bcideo  Aasdrflcke  Og  j:6iV^ — 1  zu  einander  addirt.  1)a  aber  die 
Wurzeln  jener  quadratischen  Gleichung 

wo  die  obero  und  untem  Zeichen  sich  nicht  nothwendig  entspre- 
eben,  sind,  so  bat  man 

(ai:6V  -l)+  (0|  J:6,V^~l>=:(a+a.)i:(6TA,)\^-l  .  ,  .  (A) 

wo  in  Beziehung  auf  die  Zeichen  auf  jeder  Seile  für  sich  die  eben 
gemachte  Bemerkung  cleicfafaUs  gilt.  In  dieser  Gleicfaune  (A) 
sind  alle  m«>glichen  Fäue  enthalten ,  wie  auch  die  Zeichen  linKer 
Hand  combinirt  werden  mOgen. 

« 

Ferner  bat  man 
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Der  Lehntate  (II.)  lässt  sich  also  jetzt  folgendennaasaen  aiis- 
aprechen:  Die  quadrafisclie  Gleiehung 

hat  10  Wuraeln  die  beiden  Productc,  welche  eptstehen,  wenn 

man  je  einen  der  beiden  Ausdriickc  a±_f/V^  —  1    und  einen  der 

beiden  Ausdrucke  a^  l/'/^X'^f  mit  einaoder  iDultipUctrt*  Muo  aiod 
aber  die  Wurzein  jener  Gleichung 

(«Hl  ±bb^)  dbV  (aa,+66,)»— aV,— a««»,— a*iA«— 6Wi 

wo  die  olwm  und  onteni  Zddien  in  den  KlanmierD  einander  est* 
apreclien,  diesen  aber  nicht  ootbwendig  die  ausser  den  Klammem. 
Also 

(a4:6V^).(a, +61  V^l)=(rtOii66,)i(a6iTa,6)V^...  (H) 

wo  fun  fllo  Zeichen  nuf  der  rechten  Seite  flio  oben  gep»nrhte  Be- 
merkung gilt,  auf  der  linken  8eitc  dagegen  die  Zeichen  beliebig 
gewählt  werden  dfirfen. 

Auch  diese  Gleichung  (B)  umfasst  alle  niu^lichen  1  uiic,  wie 
auch  die  Zeichen  auf  der  linicen  Seite  combinirt  werden  mögen. 

Die  Formeln  fOr  die  Differena  und  lür  den  Quotienten 
zweier  imaginSren  Ausdrucke  künnen  auf  dieselbe  Wcitie  abc;c- 
leitet  oder  aus  den  Formeln  f&r  die  Summe  und  für  das  Product 
hergeholt  werden. 
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Uebungsauti^alieii  für  i§€liiUer. 

r  , 

Von  Ilerru  H.  S<  heffler,  Baa-C«»ndliic(eur  bei  den  Henoglicli  BrAiin* 
«diweigisch«n  EiMiiliabseo  su  Brtuntcliw«!^* 

Aufgabe. 

Es  sind  (Taf.  Vli  Fig.  G.)  die  beideo  Punkte  A,  B 
und  der  Ulli  C  beschriebene  Kreis  gegeben;  man  sneht 
einen  Kreis,  v?elcber  durch  A  und^  geht,  und  den  i^e« 
~ebeneo  lircis  in  den  Endpunkten  Em  und  desselben 
urcbmessers  schneidet 


Auflusung.  Man  beschreibe  einen  beliebigen  Kreis,  wel- 
cher durch  A  ihhI  B  geht  und  den  gegebenen  Kreis  in  zu  ei 
Punkten  />,  E  schneidet,  ziehe  die  Geriuien  ABt  DJbl  bis  zu 
ihrem  DwebsdiDittepunkte  F  und  lege  durch  F  und  des  Cratrom 
C  des  g^ebenen  Kreises  die  Linie  Gff;  so  stellt  dieselbe  den 
gesuchten  Durchmesser  dar,  und  A,  B,  B,  G  sind  vier  Punkte 
des  verlangten  Kreise. 

Beweis.  Angenommen  ein  durch  die  drei  Punkte  A,  B,  H 
geleckter  Kreis  scboeide  die  Gerade  GF  in  einem  Punkte  G't  als- 
dann hat  man 

fan  Kreise  BEBG  FG^B^FDSE, 

im  Kreise  ABUG'  FG'.FB^FA.FB, 

im  Kreise  ABED  FDS£=FA.FB, 
folglich  FG'.FB^FG.FB, 

FG*=:FG, 

d.  b.  die  beiden  Punkte  G  ond  G'  fallen  zusanimen,  eder  der 
dnich      Bf  B  gelegte  Kreis  gebt  auch  durch  G* 
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Miscellen. 

liilfTi  isrhe  Bemerkung  von  (\cm  Herrn  Dr.  Gr c Tin  r.ti  CnssrI. 

I  ni  der  im  Archiv  für  M.  n.  PI..  Theil  XV.  Hoft  5  vS.  ^7. 
entbattoneri  Aiiflforderiinir  zu  entsprechen,  theile  lolu'endes 
mit  Das  dort  erwähnte  Werk  von  ßramer  führt  den  Titel: 
^BENJAMIN  BRAMERI  Beschreibung  Eines  sehr  leichten  Per- 
„spccti%'-  und  grundreisseiiden  Instruments  auff  einem  Stande: 
„Auff  Herrn  Johnn  Fanihabers .  bestellten  Inijenieurs  des  Heyl: 
„Reichs  Stadt  Vlra,  weitere  continuation  seines  Mathemati- 
schen Knnstspiegels,  geordnet  Gedrückt  sn  Cassel,  dorcb  Johaa 
„Wessel,  vnd  zu  Franckfurt  bey  Eberhard  Kiesem  Knpfferste- 
„chem  zu  finden.  Im  Jahr  IftlK)  "  Der  Besehreihun?  selbst  geht 
eine  Zueignung  an  den  Ebrnvesten  Hochachtbarn  vnd  Kuustrei- 
chen  Herrn  Joban  Faaihabern  etc.  voran ,  welche  folgeadenaas- 
een  anftngt:  „DAss  io  den  Mathenatiachen  kfinsten  viel  wnn* 
«yderbare  vnd  verlmrgene  Geheimniiss.  auch  offtroahls  Dintje,  so 
„fast  vnmiiiiiich  »cbeinen,  sieichtvohl  aber  durch  geringe  mittel 
„zu  wege  gebracht  werden  JcOnnen,  ist  auss  vielen  dingen  z« 
„ben.  Als  zum  Exempel,  durch  soeamnien:  oder  {iberelnandw 
„Schreibung  einer  Arithmetischen  vnd  Geometrischen  pro« 
„eress,  kan  man  viel  wunderbare  Din^^e  verrichten,  wann  nur  die 
„Arithmetische  mit  einem  0,  die  Genome  irische  aber  mit  1 
„anfangt,  Nemblich,  das  Multip liclra  durch  Addlrn,  das  Di- 
„virlirn  durch  S u  l)  t  r  ;i h  i  r n  ,  Kadicem  quadratam  cxtr  ahirn 
„durch  halbirn  ,  ruhlcani  durch  3,  Z  e  ns  i  c  e  ns  i  ca  tu  diärch  4, 
„iSur  öolidam  5,  vnud  «»o  tortban  mit  andern  <|ua  utile  ton  di- 
„vidirn.  Welches  dem  Herrn  ala  etnen  jetziger  zeit  in  Teutscb- 
„land  berühmten  Arithmeticü,  genngsamb  bekant,  vnnd  also 
„ohne  noht  wäre,  dessen  Exempel  zu  setzen.  Damit  aber  die 
„vngeübten  meine  Meynurig  sehen  mögen,  stehen  die  Zahlen  bei* 
„der  progresitionen  also: 

„Arithm:  0.    1.     2.     3.     4.     5.     6.      7.      S.  0. 
„Geomet:  t.  2.    4.    a  16.  32.    64.   12».    2S6.  512. 

MArithm:    la      11.      13.  13. 

„Geomet:  1024.   204S.  4096.  8192." 
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Einen  Dnickfebler  des  Bncbs  im  drittletzten  €liede  der  geo- 
metrischen Progression  habe  ich  verbessert.    Es  werden  nun  an 

dirsrn  !)iMflfMj  Reihen  dio  t»r!iTif!reu;eln  des  Hnrlnifiis  mit  Lopa- 
ritluneii  erläutert,  und  dann  heisst  es  Seite  5.  uoiter:  „Auss  die- 
„sem  Fundament  hat  mein  lieber  8chu■a^er  und  Praecej)tor  Jubät 
„Burgi .  vor  zwaiit/ig  vnd  mehr  Jahren,  eine  schöne  nrogress 
„tabiil  mit  ihren  diflerentzen  von  10  /,n  !0  in  9  Ziffern  Cal- 
den lirt,  auch  7A1  Prag  ohne  beriebt  in  Anno  KiiO  drucken  bissen.  Vnd 
„tst  also  die  luvention  der  Lo^^uritii:  nicht  des«»  Neueri, 
„sondern  von  gedachtem  Bargi  (Wie  solches  vielen  wissena,  vod 
„ihm  auch  Herr  Kepler  US  seugnnss  gibt)  lange  savor  erfanden.'* 

Um  diese  Stelle  vollständig  zu  ver>«tehen,  niuss  man  wissen» 
dass  Bramer,  /n  Felsberg  in  Hessen  1588  geboren,  schon  in  sei- 
ner  früheisten  Kindheit  in  dns  Haus  seines  Sehwaijers  Hursi ,  der 
als  Hofuhrmacher  in  den  Diensten  des  Lanflirr:ilen  Wilhelm  IV. 
zu  Cassel  stand«  gekommen  und  mit  diesem  iüU3  nach  i'rag  ge- 
sogen war.  Wahrscheinlicb  war  der  Umstand,  dass  Burgi  nach 
dem  Tode  von  Bramers  Schwester  sich  1611  anderweitig  verhei- 
rathete,  die  Veranlassung,  dass  liramer  in  sriti  Vaterland  zunlck- 
kehrte,  wo  er  1612  eine  Anstellung  als  Baumeister  zu  Marburg 
erhielt.  Statt  su  sagen  „  vor  zwantsig  und  mehr  Jahren"  hätte 
Bramer  sich  ausdrücken  können :  als  ich  noch  in  dem  Hause  mei- 
nes Schwagers  HurLri  /n  Pm-j:  lebte.  Die  erste  Schrift  von  Bra- 
mer, die  unter  dem  Titel;  Prubiema,  wie  aus  bekanntgegebenem 
Sinn  eines  Grades  Minuten  oder  Seeooden  alle  folgenden  Sinns 
anfe  leichteste  zu  tinden  und  der  eanonsinnnm  su  absolviren  seye, 
Zn  MarbiTrij  ird  i  rrsf-hicn  ,  liisst  vermntlien  ,  dass  JlrnnuT  flie 
Neigung  zum  liercchnen  von  Tabellen  isich  bei  seinem  Schwager 
angeeignet  habe,  und  diesem  bei  der  Berechnung  von  dessen 
liOgaritbmentafei  hüUreich  ssr  Hand  vrerde  gewesen  sein.  Dass 
Burgi  seine  Tafel  so  Inntre  /Tinirkhiolt  und  sie  auch  dann  ohne 
Bericht  heraustral»,  sclieitit  b(;i  ihm,  der  keine  Sprachstudien  f^e- 
macht  hatte,  aus  unbesiegbarer  Scheu  vor  schriltlicher  üaistel- 
Inng  SU  erklSren  zu  sein. 


Anmerkung. 

Kacli  dem  elngesniNlteii  Manntcript  d««  Herrn  \f:  »ciieint  das,  wa« 

ich  im  Obigrn  halte  pfsjurrt  «hnclicn  lassen,  in  Hniiners  RucIir  mit 
iateinlachen ,  da«  Ueiirtge  luit  deuUchen  Lcttcra  gedruckt  atr  «eiu.  G. 
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Sur  les  foncttons  elliptiqaes. 

Für 

Monsieur  Xlbbo  IL  Meyer, 

4e  Groainsne. 


Les  fouctioos  elliptiques  avant  tire  leur  origine  du  probl^me 
de  rint^xratioii  de«  fonctions  irratloiiiMlIes,  on  a  toujonrs  en  Tue 
l'applicattoa»  qa*oti  poarra  en  faire  pour  les  quadratures.  Mals 

par  cette  raison  on  a  trop  nenlige,  h  ce  qiii  me  sembte,  les  pro- 
prietes  de  ces  fonctions,  qui  iie  so  pretent  pas  iininediatement 
aux  quadratures.  Si  donc  il  y  a  quelque  succes  duns  Tanalyse 
saivante,  c'est,  ptfrcequ'en  suivant  nne  marche  rafionnclle»  je  ne 

nie  sniq  pas  souci  Hii  parti,  qiron  saura  cn  firer  pour  l'int^gration 
fif's  fonction>^  irrationnelles ,  porsunde,  conime  je  suis»  qae  tollte 
uiiulyse  exacte  trouvera  eiiäuite  süu  applicatioD. 


s.  I. 

Theorie  dee  fonctions  eltiptiqoee  de  Ift  premiAre 

espiee. 


La  feectiea  eNiptique  de  la  premi^re  eap^ce,  ddnotde  par 
ou        est  d^lermiiide  par  r^qaatioii 

9 

dans  isqaelle  on  a 

e  ^tant  nti  modale  suppos^  positif  et  ui£6riear  a  i'unit^. 
Badl  XVI.  9& 
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En  considiSfaDt  an  eontraire  la  vanabl«  9  comaie  fooctioft  da 
Ff,  et  poaant 

oa  aora  la  foBction  iaTeraa 

oa  bieo 

«So^asaiBainpii, 

Cette  maniere  d'emi^n^^rr  la  fonrtinn  elliptique  et  son  io- 
▼erse  a  ses  diiricuU^s.  Lu  eüet,  la  tonction  f'^  011  p  c^ttnt  detor- 
ininöe  par  Toquatiun  (1),  it  ne  sera  pernäs  de  cont»iderer  p  cuiiuaa 
variable  Independante ,  ä  nioins  qu'elle  ne  re^oire  toute  Talenr 
pns.siible  reelle  et  iniaginaire  cn  laissant  varier  gi  par  degres  insen- 
siblem. Or  ce  n'est  pas  difficile  de  montrer«  que  cetie  cooditioo 
ne  sera  pas  remplie. 

On  pourra,  ä  la  verittf,  considerer  <p  eil  alii^  cemme  fonction 
d*tme  variable  iodöpendante     et  poser 

01119  SS  siDamp«; 

■Mia  en  aum  tort  d'aOfarmer,  qu*ll  a*eo  auim 

Tout  ce  qo'on  pourra  ötablir,  c*ea^  que  la  fonctiea  F^s^^p,  aab- 
atttade  ä     aatiafeia  4  i'dqiialio« 

ain9s:8iiiamp.r, 

es»  qie  p  mm  ihm  raeine  de  cette  ^qnatien  rdaolne  par  rapport 
h     aaroir  cette  raeine»  qui  s'^vanouit  avec  9. 

ün  jiarril  rns  sr  presrntr.  lorsqu'nn  VOfldra  ddduire  Ift  tbdOfia 
dea  iooctions  circulaires  de  l'equatioo 

daos  laqvelle  la  fonctioo  Q«  est  dötermiade  piv  lea  dqnaHoM 

Or,  comme  on  a  la  coutuine  de  tralter  d'abord  les  fonefloiis  rin^ 

et  cn8<p,  et  de  passer  ensuite  a  la  fonction  1/;  enprim^e  par  l'int^ 
gralc  precedentc,  il  scra  de  memo  plus  m^thodique  de  convertir, 

äuant  aux  fonetions  elliptiaues,  1  ordre  suivi:  et,  au  Heu  de  partir 
e  rdqiiation(J>,  nona  conaiddrona  directemrat  la  fonetien  regardde 
b  rordiuaire  eemme  fonclion  invene  de  la  fooctioa  elliptique. 
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Dösignons  par  u  eetto  fonclion,  ou,  plutdt,  reprtoentoofl  p»r  u, 
9,  w  Uam  fanctions  de  s,  c;  en  «orte  qu'on  ait 

(2)  tl=5p,=rPx.e.    f»=^,=:Q,,e,  «=Ä*5=»*,e. 

A!ors  les  fonctions     v,  to  seroot  completemeut  determiii^ea  par 

1«  äy^teiue  de»  equations 


C'pst  de  ces ^quatioDS,  qu'il  laut  deüuirc  les  proprietes  des  fonctioiia 

Od  en  Ure  Ii  rinstant  les  rdattons  par  lesquelles  cas  fonetioa» 
flODt        eotre  ellos:  car,  pniaqa'on  a 

il  vTondra,  en  intec:rant,  et  en  observant,  qne  «  ae  changa  an  0, 
V  et  10  en  1,  lorsque  x  s  evaoouit. 


d'oii 


ayant  pose  ponr  abreger 

D^igndD*  aosuite  par  x  od«  tadne  de  l'^quatloB 
rtffolve  par  rappoft  ä      en  aara 

tt  z  aera  nne  foactian  de  ti,  qu'oii  ponrra  reprteemer  par 

Mau  ti  Ötant  une  fonctton  <!e  ar,  il  s'enauit  qua  x 
fouGtion  de  j;.    Donc  on  auri« 
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d*oji 


et  comme,  en  ayant  4gard  ani  dqualioii«  (A),  od  a 

^?x2=:l  — Pxa=l  — — 

il  se  pr^eente  deuz  cae,  seien  qn'on  a 

Q*  Rx^vw ,  ou  Qx/2x=— noy 
aiixqaeUi  eaa  correspondeot  par  auite 

^gXssi,       9«i=s— 1; 
d  oü,  eo  iDtägrant,  ' 

V  et  ötant  constaotes  par  rappoit  ä  a:.  Ed  substituaiit  ces  va- 
lenie  de  x  daoa  les  äquations  correspondantes,  on  obtieodra 

puia.  en  preoant  x=0: 

^qoatioDS  anzqnellea  lea  constantes  v  et     doivent  satisfairc 
D'ailleurs  l'equatiou 

diffetentitfe  par  rapport  k  u  doitnera 
d'eo 

1 


QxJix' 


Ajoutous  qua,  comme  oo  a  Pq^O,  on  pourra  cboisir  la  racine  x 
de  noani^re«  qu*elle  a'evanouiaae  avec     ea  «orte  qu'en  alt 

et,  ea  cooaiddraiit  Qk  et  i2s  tommä  fonctioBa  de     ei  i'eii  peae 
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donc  la  racioe  z  Mra  eompl^temeiit  «Utermio^  en  fanetton  [de  m, 
et  U  Sttivra 


Ott,  «i  Ton  ▼mt« 


du 


pourvu  que  les  radicaux  V  1 — u*,  1  —  c*tt*  soient  pris  de  ma- 
oi^re  ä  devenir  ägaux  ä  Tunit^,  lorttque  «  s'eranonit. 

La  raciiie  x  determin^e  par  requation  präc^4pDte  peut  rem* 
plaoci  avee  sncoto  b  fonetion  dliptique.  Ponr  recomiaitra  U  liaifon 
entre  ees  denz  fonctioiw»  posons 

OD  aiiraj,  Don  ««uiement 


piifai»  «D  oouaiddnnt  iSm  et  x  comme  fionctioo«  de  %  »i  Ton  fait 
00  am 

•t,  k  cause  de 
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0 

Remar^uons  qoe,  ^  etant  iotroduite  conime  tooction  de  u,  il  ne 
•era  permis  d'attribuer  &  ^'  que  des  ▼aleurs,  qa'elle  acqoiert  par 
mite  de  la  vafia4ioo  da  tt;  d  oä  il  anit  qua  la  ?aleiir  r^la  de  ^ 

featera  tovf  onra  comprise  enira  ^^'^  em- 

ß^che  pas  de  trouv^r  la  valeur  de  Ff»,  lorsque  v  depassc  les 
mitea  da  ^.  En  effat»  ai«  paar  une  Taleiir  quelconque  de  9» 
an  fiUt  ^ 


an  aufa 

d'aü,  n  dtant  un  nombre  entier, 

pida«  an  rartn  da  Ff  =— /L^ ,  on  aura  ancora 

et,  en  preoant 

Fn—Fn'^Fjft 

i  a 

d'aii 

Fn^^Fn  ; 

9  Tiendra  par  conadquent 

9 
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r^ouB  ATOBS  fait  cette  dtfmarcbe,  pour  niontrer  ia  coimeziuo 
eotre  Ia  racine  z  et  entre  la  fonelioD  elliptique  F^.  Toatefola 

OD  poorra  se  diapenser  de  cette  fonction  en  introduimot  ta  racine 
X,  comme  cela  a  ote  fait:  et  Ic  resultat  priacipal^de ce  paiagiaplM 

•eia  compris  dana  ies  teriDes  äuivaot«. 

-  Soiaot 

troU  foDctioiis  de  x»  c  determiu^e«  par  ita  öquatioiia 
aoit  X  uae  foactioo  de  u  dätermiaöe  par  l^quatioa 
dana  laqaaila 


•D  anra 


•t 


jraB«f4>x»  an  a;»«^— x» 

t'on  a 


a  et«'  ^taot  deax  cooatanteaaasnjettiea  i  laeendillai 
4e  vdrlfier  lea  dqaatiooa 

QpRv = 1 «      Qif'Rp'  1. 

Ajoutons  que,  ponr  dee  valeara  fides  de  Px»  Ies  fonc  ooa 
Pm»  R*  se  changeront  en  ain«,  coaar,  l,  loraqu'on  aappoea 
e=0;  de  sorte  qu'on  aura 

On  pourra  de  mtoie  canald^rer  jPx,  Qt^  Rx  commc  des  fonctiona 
particuli^res  d'une  aiitre  classe  de  fonctions,  dont  il  sota  aise  d'e- 
tahlir  Ies  ^quatinns  diffc Tpntirlles.  En  coritiniiant  de  cette  iiianiere, 
il  &era  utile  d'enibra^fter  luuteä»  ces  fouctiouä  pur  uoe  denoniioa- 
tfea  et  m  aoMioo  göndrale»  On  pourra  p.  a.  appilgg  eaa  fiMe- 
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UmtB  fönet io BS  «ircnlalres,  en  le»  dawifant  en  diveis  «rdrca 
•t  nuigs,  et  60  les  d^ignaot  par  le  signe 

njm,  ' 

m  iadiquant  le  rang  «t  n  l'ordre  de  la  fooction  cifcubire.  Pauft 

cet  ^tat  fle  choses  üw.t  scrn  la  pr^miAre  et  cosar  la  seconde 
fonct  i  rj  Ti  circulaire  d  u  prenii  er  ordre,  et  Px  sera  la  pre- 
mUre,  la  seconde  et  Ux  la  trolsldme  fonctioo  cir- 
culaire  dn  aeeood  ordre;  ee  qn'oa  eiprimera  par  b  votaliott 

•100*=  1)1,,  cosj;  =  Ißg, 
P«=r2jl^,  a*=?!2„  Rm^4, 
et  aiosi  de  suite* 

§.  U. 

Sur  lee  valeurs  particulidres  des  fooctiooe 
eirculairea  du  secoad  ordre. 

Puisque  la  valeur  de  la  fooction  IS«,  dötetmlo^e  par  les 

öquations 

est  positive  pour  u=0,  eile  restera  positive  et  coniprise  entfe 
les  bmites  0  et  1,  eo  faisaot  varier  u  par  degres  inseosibles  eotre 
loa  lunites  ^1  et  -^U 

Si  done  la  yaleur  de  c  reatera  coroprise  eotre  lea  limites  0 
et  1,  et  qu*on  poae  ^ 

(1)  A=Öc, 

la  valenr  b  sera  positive  et  inft^rieor  oo,  toat  au  plus«  ögale 
&  1.  Vais,  comme  od  a 

il  a'en  aoit 

et  OD  aura,  dod  sealement 
xnaif  eocore 

«=«5»; 

d'oü  1  on  cooclut,  que  6  se  chaogcra  en      lorsque  c  sc  reduit  a  h. 


,  * 
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Mais  Ja  valeur  de  cSn  sera  eocore  positive «  lorsqu'en  partaot 
de  la  valear  nulle  dt  u,  od  attribae  k  ifl  des  ▼alears  negatlvee, 
oa  ä  K  dea  Taleurs  iniag'iDaires,  et  eile  restera  positive  en  faisant 
varier  m  jusqu'a    l'infini.    Dooc  en    dösignant   par  qo  i'iDfiüi 

Eositif,  et  par  t  une  den  racines  quarrees  de  —1*  maia  toi^oora 
i  m4me  racioe,  on  aura 


Cela  pos^j  00  seni  assun^,  qae  la  fooctbn  eoua  le  eigne  In- 
tegral dans  r^nation 


du 


restera  poeitlfe  en  fidannt  ii=sl  et  «=00 1;  ce  qui  condnft  k  con* 
sid^rer  les  valeain  partlcali^rei«  X|  et  XodI»  qne  oons  dtfeignone, 
ponr  abräger»  par  t  on  t«  et  9  00  9«;  en  sorte  qn*on  alt 

>Iaiiitenant  dous  avons  vu  dane  le  paragraphe  prMdent,  qn'en 
dätenninant  les  fonctions  drculairea  du  second  ordre 

par  le  eyst^me  den  äquatioma 

8xtt=9w»  8xr= — wu,  8x»=— c*iie 

on  aal» 

donCf  i  eanee  de 

c3o  =  l»  öc=6,  0^=0,  üoet— 00.  Xi=T,  Xxt=i7> 
M  r^ultera 

i  Pr=i,       Qr=0,  ßr=6. 


Quant  auz  rapporta 


P,  Pf 

Q,'  Iii 


on  pourra  »^surer,  qu  il8  »erout  egaux  au  prodttit  d'uoe  quaatite 
poaiüve  par  i;  et  comme  on  a  » 
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oa  obtiendra,  noo  Mulemtnt 
mal«  «Qcow 

AjoutoiK,  qo'entre  les  fonetioDs  «  et  9,  ezprimte  par  Im 

^quatioo« 

(4,        -/'s^-.  »»rirS- 

11  cubto  VB«  niailoB  aaaea  almple.  En  äffet,  ai  Ton  poaa 


OB  tronvera 


-       1     -      Sfttt'    ^      .  du' 

®»*ö^'  ®«=ö;7'  ^''^^öi^' 


iftf  du' 


Or,  en  falsant  varier  u'  de{>uia  0  jus^u  ä  1,  Tariera  depoU  0 
joaqu'li  QO ;  doac  oa  aura 


du        /*t   rf«*  ^ 


d*oü  encora,  d'apria  ce  qui  a  dt^  dit  €i*dMaafl, 


l 


Neos  ne  noaa  arröteront  paa  aux  divert»  proc^djiäs  propres  a 
'dvaluation  des  fpnetiona  t  et  9.  Cehii,  qui  «e  prdaeate  d'aboid» 
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coiui«teda]i«l«d«r«lopptmeDtfleiafoDCt]onJ-  en  t^rie  «nlTmnt  Iw 

puissanees  entiöres  et  positive«  de  »;  ee  qni  conduU  per  des 
qiwdratiires  coonae«  k  la  e^rie 

4'oü,  k  cause  de  i'äqaatloo  0S>« 

§.  HI. 

Sur  lee  formules  foodamentalcs  des  fonetioae 
cirealaire«  da  secoiid  ordre. 

Lea  foucUoos  circulaires  du  second  ordre 

fiout  compieteiueiit  deteruiinees  par  le  Systeme  des  ^quations 

i   i>o=0,     Va=l»  «9=1; 
d*eft  Ten  a  dddoit*  $.  I.  (4),  lee  relaCiei» 

ii 
0 

ayaut  pos^«  pour  abreger« 
(4)  ^=]*-<^. 

Ajoiitofis  toutefois,  pour  completer  la  «iptcrmination  de  h,  qu'elle 
•era  toujours  prlse  daiis  le  sensde  devenir  1,  lor^que  c  s'evaoouit, 
eorame  eile  est  intrednite  par  r^quatfon  (1),  §.  II. 

Cela  posd,  on  tire  dee  ^nations  (2)  et  (3): 
(dr  T/)«—  1  -  (1  4-  r2)ii*+c*  M*  , 
(a,e)a=  ^6»+(d»--i^eH-e»e« , 

do&»  eo  dtfferentiaüt  par  rapport  a 
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* 

Sdent  maintenaiit  v',  tr'  trois  fonctions,  qui  se  d^daisentde 
Vy  w  par  lf>  ihangement  de  «  eo  A  etant  iadepMidaAto 

de  X,  en  «Ufte  quou  ait 

00  aura  de  m^me 

(üx  m')2  =  1  -  (1  +  C«)  tt'»  ^-  c««'*, 

et 

De  ees  ^natioDs;  joiDtee  anz  prMdentoe,  on  dudelt: 

(«o'a^)»=:|6»-(fiwO»HiP* 

et 

t>  8,»  d' -  t' Px*  p  =  —  2  c»   (o« — c '*) , 

d'oü 

e3<V— e^ji^  aA»' 
(«8,«')»— (e'ö^)«  ~fi»+ c*(wO*' 

ir  c'x*  ?r '  —  ?r  'a*T  *o  2tüio' 

(ica*tc';*— (w'a,  tc)«  —  6*— («wo')* ' 

Maw  on  a 
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et 

(r8x»o*— (f'a*p;«  =(»?axo'— t>'axt?)(ca,D'+r'axr), 
(locijr  w')* — (to'  0x10)^= (toa*  fc' — to'a«v)  (toa«10'  -ffC'ax  W)  » 

OH 

(«^x  u'}^—  («  öx  Ii;  -  —  («6x     —  m'  t'x  m)  ßx  (««'), 

(ra,  p')* — (p'axc)* — fraxr' — p'Sxp)  ax  (rro » 
(^wö»  w')*— («>'a«io)'* = (loa*  w' — a«  w)  a«  (1010") ; 

donc  OD  obtiendn 

M«axw^i£axii)_  2c'im^ax(iittO 

axCraxP'—p^axP)  _2cWax(rrO 
Bx  (wdxto' — to^ax  w)         %imt^dx(tcw')  . 

QU,  en  ayant  ^ard  aux  ^quattons  (2)  et  (6), 

dl  {ur'w' — u'vw)  ax  ( 1  —  c^*tt^ 

uo' w' u' üw  1 — c-u~u'^  ' 

Puis,  eomme,  en  gtfntfral,  d*ane  dqnatioa  diffäreofiene  de  la 
fome 


on  tire 


^xP_dxq 


P  9 
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„    UC'w'  M'PM) 


tt 

oa  bien,  cd  vertu  des  ^quations  (1)  et  (5), 

^'  T^iW^^S  

Ell  intef^ant,  et  eo  d^terminant  constantes  d*inWgratIon  par  la 
suppnsition  de  x^i^,  (|ui  cbaogera  Pjr^  Q^r^  Hm  e«  0,  J,  1,  od 
«era  coiiduU  a 

Qx/^V^fe^x^-A-C^  rt/.  i?xPx  I\ 

R±Pf±hQ'J^f'-'Rs±kFmQf_  PäQk  , 

et,  ea  faiaant  «-|-A=3f,  ou  A=jf— 4r,  et  eo  obaervant,  qu'en 
▼ertn  dea  ^nationa  (1)  et  (3)  od  aora 

il  a'en  auivra 


»  Qy  Ry —  Rp  Q*  Rs 

QxRyPy-QyRxPM 

Qcf-  .R'RyQy-RyP'Q' 
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hm  viiiftbles  x  et  y  md^pendaates  l'nae  de  Tutre«  «m 
obtiendra,  «o  prenanC  ^=0, 

d'oii 

(7)  =  g,=:Q_,.  Rs=^'R-M. 

Eombttitvantdoiic — dr&jr,  lesdqaationsprdc^entes  donneront 

QsRyPy^QyRjPM 


On  pnurra  deduire  de  ces  equations  une  foule  de  formules. 
II  De  flulfira  paa  mime  de  Jea  ^tablir  toutes  trois,  puisque  'deox 
se  dtfdoisent  de  la  troiatöme  k  Tatde  des  relations  (3). 

Profltons  d'abord  des  valeurs  parttcaltöre^da  paragraphe  prä- 
c^dent.    Ed  detcrtninant  t  et  o  pnr  lea  dqiiatioiis  (4)  ou  (6)  et 

(7) ,  §.  II.,  on  a  trouvö,  (2),  (3),  J.  IL, 

P^«l,  Q,=0, 

(9) 

5^=1.  ^J-, 

Au  moyen  de  eea  Taleora  parttcnliirea  od  fire  dea  dquatioDa 

(8)  Jei&tea  anx  relatiooa  (3)  . 

k5t"-6^'*  g;^r='"6Ä' 


d  ou 


(10) 


^»+*-cP,  •  JEi^-  e<^«  *  Ä.  • 
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De  ph«,  si  l'on  fait,  pour  aMger» 

ou,  suivajDt  l^(^uation  (5).  §.  II. 
il  vieudra 

ou 

(12)      P,+tf=^^,     Öx+a=Agj,  R^^^bi^^, 
et,  eo  preoaDt  jf— 0, 

Si  maiDtenant  ao  substitue  successivenieat  if  -{-x,  y  -i  ö,  y^g 
k  y  (laus  Ics  formiilea  (S^i  ea  obaerraat,  qae  dea  relatiaiie  (Wi 
OD  d^uit 

on  tl^oofera,  a  iaide  des  tbrniules  (10)  et  (12)^ 

"  '  ^  "**f         j  ^.2 y>  '2  jp  a  » 

Q'^y  ^  ,a  ~     Px  Q*  . 

(16)  J   ^  =  QxRy  Py-Q,  RrPs  ^ 

j,  _RxR^^C^PsQzPyQ9, 
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(17) 


1 

PzQyRy-  PyQzRx 

1  1  • 
m-  ■ — 

^^QsQy  i  PxRxPyRy 

_1  KxB9±^P^QrPsQs 


En  combiiiant  ces  fonuule*»  on  eii  tircra  d'aiitrcij ,  que  iioii« 
n*4etironB  pas.  Toutefois  il  sera  bon  d  en  etablir  eucore  quel- 
quM-onea,  doDt  nous  profiterons  dans  la  auite. 

En  vertu  de«  equations  (7)  oo  deduit  des  lormules  (17) 


Px-^—^' 


1  b^-Rs^Ry'» 


Eo  y  joiguant  les  formule«  (H),  (15)^  (Iti),  od  frouvera 

Px^Px^  =s  |_^/i^a » 
(18)  jQ,+,a,-,=-3Ti:iip^^. 

fonmilea  qol»  i  l'aid«  de«  ^quationa  (10),  (12),  (14),  ae  reduiaent  ä 


1—-^ 
1-  ''-^ 


Theil  XVI. 
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Enfin,  si.ron  falt  or-f-ys^v  d'oä  ^=t— d;,  x  ötant  iMdöpen- 
dante  de      on  aura 

donc  00  tireiE  dw  fomnles  (17),  (16): 

1  P^xPy-^Py^rPM 

lC^~P?^Py^' 


dai 


P^x-Py^^-PMPsPyh 


Or»  sniTBiit  Iw  relationa  (3)»  on  a 

« 

(2t)  P,^Pj,«=-(Q.«-Qi,«)=-^(Ä,=^-Ä,*): 

% 

donc  il  wmvn 

pui.s,  on  tntögrant  et  cn  Observanz  qu^  pönr  :e=sO,  y  serddait  4 
s,  on  obtiendra 

PsPi,=-^{QxQsr-Qz)=^{RsR^Ru)i  . 

d'ofii,  en  remettant         ä  2  ei  ayant  ^ard  am  relations  (3),* 

/  Q.xQ>j—PzPyRx  [  y  =  ^3-4  y  , 
(22)         RrRy-C^P.PyQ.  4  ,  =  , 
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{.  IV. 

Relatioo  entre  les  variabUs  et  les  modules  <le  deux 
foiictioiia  circulaires  du  second  ordre  dont  le  rapport 

est  cotistant 

En  posaot 

'^».»c, = «4  Qx,c,  Q»„C4  ÄjJ»  P«,e,  Äy^,o,  =  y4Ä4P,  c, 

\\  s'agit  de  d^temdoer  en  fonction  de  et  A»,  n,  et  eu 
lonctioD  de  e, 

Comme  ou  a 

r 

dsPr^^Qs^R,^,  BsQm^^—Rs^Pm^,  d,R,,p^^<^Pg^Q^^ 
il  s'en  8uit 

a(,  ea  GilnaBt»  poor  abr^ger, 

OD  en  deduira,  au  moyeu  des  equatiooa  (1),  (2),  (3) : 

(5) 

Ar»  Ay«  ye«»  co*«»^ 

d'oü  Ton  voit,  que      e^i  iiidependante  de  x,  de  aorte  qu*öti  aura 

26* 
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ik  ^tant  cofistaiite  par  rapport  a  d?.   En  prenant  donc  respecli 

ment  .r  — 0,  .r"T,  .rr-a  dans  les  equations  (1),  (2),  et 
observaut,  qa'oa  a  trouvö,  C^),  (9),  (Vi),  $.  lU. 

Po^O,  Qo-\. 


U  Tiendra 


dqaations,  anxqiielles  oa  aatisiait  en  faisant 
ce  qui  domiera 


(8) 


^ft=l.  Aisrl.  ß^^^^ 

lyi=l'.         y3=i,  y»=^, 


Les  constantes  /S4 ,  y*  ^tant  aiaai  d^ternitoecs,  les  equations 
(5)  se  röduiront  ä  ^ 

-  1  III 

.  1  ^    1  1  1 


6  t 

d'oü  i'on  tire 
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c*  1 
Ä|»=l,  a»«  =  c»,  a4«=l.  o«4=l.  oa^^p. 


*^  ^  «  ^ 

_A  A  *  * 

|ii=:ff|M  fi^— fHss— Äe^4,  -Tcrj,  |%=— ^t^. 

Ces  equations  d^erminanl  le»  eonstantes  at  et  et  an  «igne  pres« 
on  pourr»  eti  cboisir  ä  voloot^.  Noos  posons  panuite 

^«1=1,  c»=c„  a3=~  ^  ,  «4=— 1,  aj=J,  «6=^^» 

(9)  l  6  r/  1 

c.  Ca-- »  <^3  =  ^"  ^4=^  •      — 6'  = 

=       ^»«^ft   m=«.  *»4=*.  («»=sW.   fi«  =  *» 

En  eliminnnt  yk^  «k»  ßk*  yit.  a  I  ai<le  des  ^DAtion«  (0),  (7), 
(^)*  (^)*       equation«  (I),  (2),  (3)  »e  reiluiruiit  a 

(10)  Px,~~c— ^^r,ct      Qx,~r=^Qs,e,  Kx,—c~Rsf99 

,11)       P„i='P'^.   «0x1  =  *'^'  Ä«.!»««^' 

V»»/  e  e  • 


(12) 


''w{*-*)^=t'^».*.  ^Mr*-«).y=^^'»»'  ^•K*-«)^^*^''«» 

/'iv-tfi^^y'^*»*  Q«»-^,»=yQ*.«»  A(M).»=cP,,*. 


Les  foimulefi  (10)  foot  voir,  que  les  fooctions  P,  Q,  R  ne 
cluuifferont  pas  en  renplacMlt  le  modale  c  par  — c.  Au  moyen 
de«  lonDnles(ll)  on  passe  d*QO  nodiile  c  üif(6rieiir  i  Tuoitö  ao 

module  reciproque  -  supörieor  A  riiiiit4$.  II  saflba  donc  de  cod- 

Server  de»  fomiole«  (12)  et  (13)  les  trois  premi^s  ou  les  trols 
dernieres,  piiisqe'on  en  d^duit  leg  aotres  ä  t'alde  des  formales 
(11).   En  conser?aot  les  trois  demiires  on  en  tire 
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QU,  «uivant  les  ^u&tioos  (lü)  et  (12),  §.  III. 

(16)  p^^=f^^'  c^*4=fe;'  ^«T=]sie' 

(10)    Pix,b  =  i^r^ >    Qto,*  =  s-  * 

Vjf^c  V»,«  ^*,e, 

Les  (oriniiles  (15)  »crviront  ä  la  reduction  des  fonctions  cir- 
cula'ires  du  second  or<!r^'  niodule  inia<;inaire,  ot  Ics  formules  (16) 
^  la  r^uction  des  menie»  roDclion«  a  variable  imagioaire. 

AjoutofUi,  qne,  pat  suito  des  relations 

/?»,  =  l-c«/>,*, 

jointis  aus  formoles  (10)  et  (12),  $.  III.  on  tronvera  aie^meot 

•t 

dune  on  aura 

'-s=*-(-SiO-«--(fö)' 


ou 


et 
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(18)    r^;-,  c^v»",  ^'±i' 

» 

Ot  des  formiile«  (11),  (12),  (13)  od  d^duit 
^ir  ÖÄfr  Z'^,! 


Pü' 


. » 


donc  ü  vleudr^  eu  egard  aus  farooles  (18), 


§,  V. 

KelatioB  entr«  les  foncttoas  eircalaires  du  aecoad 

ordre  par  rapport  aunc  variable  x  et  entre  !es  ineme» 
fooctions  pri»es  par  rapport  a  un  multiple  de 

.  En  rertn  des  rormales  (8),  (15),  (16)  ^.  Iii.  on  a 


(1) 


En  ^  joignant  les  eqoalioDs  (7) 
(2)  p,=z^p_^^  Q*—Q-^,  «x  =  Ä-jr. 

il  vicndra,'  eo  sabaCitiiaiit  — y  i  jr« 


d'ra 


Ii  Ii 


En  prenant  J:=yf  et  en  observant»  qv*on  a 
(5)  Po=0.  <Ä,=  I,  ff«=l. 

on  irouvera 
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4 

puis,  en  ayant  egard  ans  nMmm 

(7)  <»«*=1-P,*,  Ä,^=l-c^/»„ 

M  «'eil  siiivra 

l*^« — r=rw' 

En  substitnant  ensuite  2s  k  a  et  oi\  ftirera  dea  rormn- 

les  (4) 


Ä3,  +  Äx=2 


d'oü,  eliiDiDant  P^,  Qm>  /■^»t  P^i*  formules  (8), 
ov,  en  ayant  dgard  ans  ratationa  (7)» 
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föl  Jo   -  a  1— 4Px*  ^-  e#r*P^*~4e^/^H  c*Px<» 
Kenipia90D«  eocorex  |Mir  3ärdaiw  Im  fomales  <0);  il 

^*»=^i-Sp„*~^' 

il*aA«  k  Taide  des  formnles  (8) . 

m 

n  ^  .-,(l~2PT«^^c«P>*)«(t-c«Pxy  , 

B  _n(l-2c«PxHc«/^x^>  (1  ~CW)«  , 

^~''l!=^p,4)<:n5?iV(^,^AV 

I  ^ 

Sans  qn*an  alt  besoio  de  d^velopper  les  topresaions  conteauM 
«bns  les  aecooda  membres  de  ces  equationa,  on  reconnaitra,  qne 

/'^^jj»  0*41»  '?*4J  pem'cnt  Hre  roprt'spnttW's  par  des  fonctions  ra- 
tionelle?»  et  fracfinrinairps  par  rcipjiort  a  P^^.  On  serri  donc  con- 
duit  a  i»uppo6er  par  iuiiuctiuu,      ou  &aura  «atUfaire  aux  equaUou« 

(11)  P»*^^^  ^=K' 

en  d^ignanf  par  A*„y  B*n,  C^n,        des  fonctions  eattifea  par 
lapport  k  Ps\  et  pat  ii  ua  nombre  aatiar  et  poaltir. 


Ea  «emparaiit  les  e<|uati<Ni8  (6),  (8),  (10)  aoz  equatiena  pr^ 

cedentes,  on  conclura,  que  3  =  2*  —  1  sera  U  degr^  de  A^, 
4^2*  celui  de  /r-^,  celui  de  ^3«,  — 1    relui  de 

/>3«,  15  =  4«— 1  celui  de  A^^y  16  =  4*  celui  de  /V;  et  on  snp- 
poscra  nar*  indaetion .  cpio  «•—I  et  «•  seront  \e»  degres  de  Au* 
et  Dn\  lorsaue  n  desii^ne  un  nombre  pair,  et  qae  »*  et  n*—l  seroot 
lea  degr^  de       et  x^*«,  loraque  11  döaigne  qo  aombra  impair. 
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AHons  coiiffiakar  ces  suppositinns,  en  'dänootfitit,  l|a*4BUas 

seront  veriti(>cs'  poiTr  te  nonibre  m-|-3,  UmUfatm  les  soppöte  CJX- 
acfes  pour  les  uombres  m  et  ni-i-l. 

Od  a  tioixr6,  (1^  {.  ül^ 

fen  stolNttltaaat  (m-f  1)^;  &  dr.  et  ar  ä  «,  il  vieodia 

«Toü»  en  vertu  des  equations  (Ii)» 

De  plus,  en  concevant,  f\ne  Am,  Am^i,  Dm>  lJm\i  soientdes 
ibMliotMi  d^terainto  d'aprds  lea  aanno^ltioiie  falte«  ei^deamw,  öo 
iKapaafliE  da        «t  ^»ft  ^  manim  quMn  ait 


Dana  le  caa,  oü  m  d^aigne  an  nombre  pair,  m-f  1  »era 

impair:  donc  A'^m\x  et  D^m^i  reprt'senteroiit  des  foiictions  ciitierea 
par  rapport  a  du  degre  (wt-J-1)*  et  («i+l)'^— I ;  «I  ot»  il  suU, 
en  vertu  de:»  euuatious  precedentes,  que  Am-^  Am  el  Dm^^l^m 
aeront  dea  fonenona  entieres  par  rapport  h  P^x  du  degrä  (m-|-I)S 
et(m+l)*+l*  ou  ^m-h8-4*i«  et  tfims^jy^m  du  degre  2(m  +  l)« 
et  2(m+l)«+2.  Or,  dans  ce  cas  A^,n  et  D\x  ^tant  du  degr^ 
Hl« — I  et  rt^t  il  «'eu  suit  que  il^mf«  ^^i*^  du  degre 

3(111+ I)«-(m*-.l)=:(m 

et  du  degr^ 

2  (m + i)»  -f  ^m« = (w  +  2)» 

Dana  l'autre  cas,  oft  W  designe  an  nombre  impair,  m  -f  1  aera 
pair,  et  par  suite  A'^m{\  et  l^Mfi  seront  du  de^re  1  et 

{m\\)^y    puis    Am^'i^n    '"f    fym^^Om    flu    dci;rr   (m^- 1)^  j  1 
(«i-H)*.  ou  A^mhi  A-m  et  J)\,\2D'^n,  du  (legre  2(1/1+1)*  J-2  et 
2(»i+l)^.    Or,  dau8  te  ca«i  J"^«  et  D^m  etant  du  detf^  et 
m^—l,  H  acn  suit  qoe  i<*i»fa        du  degr^  (ai+2)*  et  JD^Mf t  da 
degr«  (m+8)>^l. 

On  voit  que  daii8  Tun  et  Tautre  cas  A^m^-i  et  iy~mi%  seront 
dea  fonctiona  entitees  par  r^pi^ort  ä  i^s,  et  quo  leiar  ae 
d^ait  de  -eelai  de  A^m  et  SJ^m  en  changeant  m  en  in +2.  firapria 
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qu'on  vient  de  ilire  les  suppnsitions  faites  sübsistorailt  pw 
coDsi^queot  |iour  tout  oombr«  eutier  et  positif  n. 

On  »atisfera  dooe  ä  l'äqaaüon 

Ar, 


Ii  — 


en  (lö.si«i;riant  par  A\  et  fP^n  dos  f'onctions  entieres  par  rapport  a 
P^^s  du  tlegr^  — 1  et  n-,  iorsque  w  est  pair,  et  du  degre  et 
1^—1,  lorsqae  n  est  im  pair. 

Pliui  generalemeot,  Texpretisioo 


1- 


1- 


eo  6upposaot  et  z  iodäpet.dantes  de  x,  pouna  etre  repr4U>eotöe 
Ijir  le  rapport  de  deux  foncUoiu»  eatMrea  d«        du  -degre 


le  roanite  qae,  ai  poor  abrtfger  on  fait 

a2)  V  /).  =/oA/, . . .  /„-I , 


on  aara 

I  1  -fil 

donc  il  restera  ä  trouver  les  racinea  Mp.q  et  Nf,q,  poar  quo  Im 
relatioD  entre  Pur  et  Px  aoit  enti^rement  aetormin^e. 

KappeloDS  dous  pour  cela  les  forniuic«  (lü)  t:t  (12)  du  §.  IIL, 
»avoir; 

''x+c^cP,'  ^*+^=dK'  «H^=TSr' 

(14)    ^P.+«=-^,  Ä*+cr=i«g;* 
d*oft  ron  dMoit 
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« 

La  fonction  restera  donr  la  memp,  lorsfpio  a:  se  chani»o 
en  a:-f  2^,  ou  en  j:  +  2<y,  ou  en  ^  ^2r,  et,  pur  suite,  il  en  sera 
de  meme,  lorsque  x  se  chaoge  en  a:4-2/>^-f  2jtf-f*irT,  />,  r 
^tant  des  nombres  eotiers. 

Maintenant  !e  preniier  membre  de  l'eqiiation  (13)  s'evanoiüra 
pour  J^i^i  d'oü  il  »kuit  que  Py^  sera  ane  raciue  du  second  Mwn- 
Dre.  Mai«  le  premier  roembra  restera  le  mAme»  lorsque  iiy.se 
ehange  en  % 

ou  y  en 

^ jt       n  T  it 

donc  les  autres  racines  da* second  membre  seront  conprises 
dans  rezpression 

ottf  sfanpleineDty 

putsqu  OD  a 

Ajoutnus  que,  pour  avoir  \cs  racines  distinctes,  il  suffira  d'attri- 

buer  a  et  ^  successivemeot  les  vaieurs  0,  1,  2,....»  — 1,  puU- 
que  tont  autre  nombro  doonera,  en  verto  des  formnles  (15),  des 
racioes  Egales  am  prMdentes.  Od  ponrra  dooc  poser 

On  trouvera  pareillement  Np^  en  permutaot  y  et  en  sorte 
quoD  ait 

L'dqnatioD  (13^  se  rdduiia  par  consdqoent  i 
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Reniarquons  encore  que,  lornque  la  fonctioii  fp,^  jouit  de  la 
proprieW  de  resler  la  mdme  ai  ^  so  change  en  9+ n,  on  aora 

(18)  Hg  fp,q:=  ITq  fp,q^r 

pour  toot  nombre  eotier  r,  et  par  »uite  ausüi  81  r=|?.  Doiic  00 
aura 

(19)  «p  n,fp,,  =  npn,fp,p^q; 

ce  qui  pemiet  de  .siib^tituer  k  <la  fomule  (17)»  eo  «yant  4gatd 
aax  <^|uatioii8  (15)  et  (16), 

,  p». 

(20)  — i7,i7,  — ips^;^  = n,  II,  ^jiw^  • 

I 

1  I 

En  faisant  2=-  a.  et  obaervant  q^e  -k-bQ,  od  deduit  de  la 
fi  ^ 

formale  (17) 

1      *    njf        rr    TT  •  II 

f%  ~  '  7^  


Na>  en  faiaant  ancoeaaivenMit 


en  obeenmit  qne 


et  posant 
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(22)    <_      n   «  ,      pa,  1 


il  viendra 


oa  bim 


(23)         A.=^.  e„=£. 

•n  cupposant  qu«       Ai»  €■»  üm  M  ftfdiuMiit        t,  1»  Ipoor 


}.  VI.  TranflfoiiBatloo  4ii  modaU. 
Oo  « trovftf  daiM  le  {.  pr^cödent  quo  TeipieMioD 


en  supposaot     et  z  iod^peodantes  de  :r,  poiirra  etre  reprösentec 

6ar  le  rapport  de  deiix  fooctioas  entleres  de  P^x  du  degre  n^. 
\n  obtieof  uii  autre  4ia9a«6  de  ce  tMartaie,  en  posAnt,  qve  cette 

•xpression  pdurra  Ätre  repr^sentee  par  le  rapport  de  denz  fbn- 
ctions  eotieres  de  <px^  du  degre  n ,  rp.r^  etant  eUe-m^iiie  I«  rapport 
de  deun  fonctioos  eotieres  de  Ps^  du  degre  it. 

En  approfondissant  ro  rösiiltat  on  S€ra  COodllil  COOSiddrer 
la  fonction  9«  d^terminte  par  1  equatioo 


(i) 


4 
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n  p=n 

(2)  npfr=£^f,  =  /i/i/k- ../»-i . 

Od  aara  par  suUe 

^4r+-rf        litt    r4-*r     *+"f  *4^_f 
•       ^  I»    ,      '  •  •  • 

maiü  on  a,  (15),  {.  V. 

(3)  P^u^i-pMi 
donc  il  fiuivra 

(4)  9^*r=^9>»' 

Pais,  comme  de  l'^nation  (2)  od  ttre 


p=n  p—n 


OD  dMoit  de  i'öquatioD  (1),  noo  seulement 
nwis  encore 

00,  euivaat  la  formule  (3), 
II  Yieodm  pM  snito 


m 

ou,  en  vertu  de  la  forniule  (19),  §.  III. 


PS, 

(5)  -j-^ 


La  fonctiou  932^  representera  dooc  une  fonctioo  Iractionnaire 
par  npport  kP^s,  dont  le  numeiateiir  sen  du  degr^  n  et  Ic 
«Mmninalev  da  dfngrtf  ii-<L  On  pourra  dir»  antuitde  reipi«MioD 


dont  le  dtoonihiatear  8era  Ic  meme  <]ue  celui  de  ^^cj  et«  coffinne 
cette  expression  s'^^anoiiit  ^vfdeniineDt  poor  x=y,  il  en  sera  de 

meme  pour  j;=^+--r,   eo  vertu  de  la  reUtion  (4);   de  «orte 


II 

qu  00  aura 


1. 


d'eii 


puis 


p2 

(6)  1—^5=   


1 — ^      1-  ^» 


«Thtiil  XVI.  S7 


« 
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oUf  »ttivaot  la  foimule  (20),  {.  V. 

(7)  — ^-*=^^f  

8 

Voici  U  formule  par  laqueile  Texpression  dans  le  premier 
meiDbre  sera  r^duite  k  une  fonetion  fractionnaire      qßg  da  d«|^ 
tfCaDt  elle-m^tne  UM  fonetion  fractinnnaire  deP'jr  du  degre  n. 
II  sera  parsoite  iotöreasant  d'enlrer  en  detail  am  la  oatare  I» 
foacttoo  9«. 


Eo  diffdreotiant  par  lappart  ,k  x  laa  denz  mtmhnm  da  V 

tioD  (5)  on  prouvera,  qae  j-^^j  reprdaenteraunefoBctionfhictioii- 

naire  par  rapport  a  P^*,  dont  OQ  dötennioera  les  racines  a  l'aide 
de  L'dquation  (6) ,  en  di?iaaat  lea  deoz  membres  par  y^—x,  et  en 
poaant  y=x.  Totitefoia  il  aera  k  preferer  de  parvenir  ä  Texprea* 
sioD  cherchee  de  dx<px  par  une  m^thode  directe,  äiirtnut,  puU- 
qu^elle  exige  la  connaissaace  de  quelqaea  t'oroiulea  remarquablea» 
que  uoui»  allons  etahlir. 

D*abeid  od  a 

et,  comme  des  iormules  (1),  (3)  du  §.  V.  on  deduit 

^*hf  +  ^'-S—  (i.^/»./i^a  ' 

et  dea  formules  (18)  du  {.  III. 

II  f  iendra 

pui&,  ayant  <$gard  a  ('equation 
tt  a*ett  aniira^ 
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d'oik,  en  vitrtu  des  formales  (6)  et  (U),  ^.  V. 

Ensiiite  OD  dddtdt  dee  foriniiles  (1)  et  (3)  du  §.  V. 

d'oü 

et  par  i^ite 

I 

Mais  de  r^eatioD 


Oli  tire 


P^,P^_,-  j—^^^^-^ 


■ 
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put«  » 

-  ^» 

ce  qui  changera  l'equatioo  pr^cddeote  eo 

Au  rooyen  de  la  fonBole  (8)  on  en  dMiiit 

(■.-Ä)(-P&-)(-7ar) 

=  Ä^ir  • 

ou,  suWant  Ics  formu^es  (19)  du  {.  HI., 


(9) 


((-^&)-(-ife)(-»er). 

(=(-S)('-Ä)(-*^50(-Ä)- 


Cette  formule  condnit  ä  uoe  semblable  pour  la  fonoiion  g>j, 
En  effet»  comaie  ob  a  F*x=f^-s,  et  parauite»  eo  vertu  de 
rdqnatian  (5)^  9«««=^-«,  on  d^ait  de  rdquation  (6), 
tement 

1- 


mala  eaeoie 
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Si  donc,  poar  abröger,  on  pose 

-  ?-O-Ä)0-^fe)O-Ä)' 

il  viendra 

,  0-R+a.)X'"^wa:.)('" 

Ott  auiTant  ia  fonniile  (1^), 

^*    \/.  \A  \/i  (ül 


n 


*=^'  =-  >.  y-  

Pub»  ayant  egard>  l  öi^iiafloD  (11),  {.  III.,  aavoir 

on  am 

ce  (pM  cbange  la  prMdopte  en 

•  *  II 

I 

on  9,  es  g^^rai. 
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donc  on  ponrra  «abstitaer  i  U  pr^cedaate 

•=   =   p,^ — —-   •  •  . 

Ott  enfin,  saivaDt  les  äquations  (6)  et  (18), 

Cctte  formule  ^tant  etabiie,  il  ue  sera  pas  diilici 
TeipKssion  olierchto  de  d«qp«.    Poiir  y  parvenir  it 


(11) 


diiUcile  de  trouver 
suffira  de  le 


mettre  sous  la  forme 


-(t)XS)<*---'<-^;^0-aj('-?;^. 

et  de  poeer  yssfl=0.  En  efat,  comaie  on  a 

 2J  ~  ^ox^-** — ^9*^x9*» 


00  touvera 


puis,  eil  posaot 

(12) 
d*ou  auMi 
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et  oiiaervaut  i^u  ii  suit  de  l'öquatioii  (1)  ^ 
i  eante  de 

* 

^  r 

Mainteoant  soieot 

(IS)  ''•=»-^'  '•''=^-Sn' 


et  fixous  la  dätermlDatioo  de  U',  ttf'  ea  ijoutant,  que  «t  ip^  «e 
iMniseDt  i  1  pour  d?=0,  cc  aui  donne  9«asO;  alofs,  ea  obserr 
vaD^  qa'oBr  tira  da  l'quatioo  (12) 


OD  aura,  noa  seulemeat 

maüa  eacore  ' 

(14)  a«9»s=ii»'«'. 
Sotent  de  ptos 


(15)  ITa^hr, 


II 


"  9.' 


Im  «pnÜMM  (1$  M  iMniNBt  i 


» 
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et  «I  &iMDt 

• 


(16)  «'-«2 


(17)  ü'»=:l-»'*,    W'^SI  —  ÄV** 

tandU  iine  l'^quafioii  (14)  «e  ebangMa  en 

r 

Si  eosuite  oo  d^igoe  par  o^noe  fonctioii  de  x  detamio^  par 

»  =  * 

ou  par 

,  (IS)  «s0jr. 


ayant  fait 

(19) 
OD  obtiaiidra 


■1 


.1 .  . 


Ed  conbinant  celle-ci  an  ^qoations  (17)  oa  aiira  pai  conif^iieiit 

0oiti'~c'«>',  8(0«'=— toV,  Stoto'= — khi'v\ 

taüdis  qiic  7t' ,  ;     tt)'  8ont  Hees  a  1a  condifion  de  devenir  0,  I,  1 

5 Our  Ä  —  0,  ou,  ce  qul  roviont  ati  iiu-me  ,  pnnr  q>=0.  D'apros  !a 
äfimtiou  posee  pour  lu»  luuctiuu:»  ciiculaires  du  second  urdre  nu 

anra  donc 

uf^P»,%,  l>'=Q»,*,  V)*=^Rmjk, 

00,  auifaiit  rdquation  (18): 

vf^P&x,k»   v'^Qdt,kf  io'=Äe,,4. 

I  ■ 

En-  ▼ertu  de  T^quation  (10)  ov  a  par  eaite 

(20)  9>s=£P9xit)>  ■= 
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•t  Ml  voH  qv*l»  looction  CruttiDimaive  parvapport  äP^x»  dimgaie  par 
iotroduUe  daos  le  Gonunencenient  ae  ce  paTi^ni|ihe,  sera 
«Ue-BidiiM  propoctlonelk  k  nne  fonctioii  circolaira  du  Mcond  oidre^ 

En  elimbaot  tps  des  öquations  (1),  (8),  (7)*  (IIQ  et  (IS),  % 
r«ide  de  Ja  pTdcddante»  oa.tronvera  ' 

(21)  ^»»^i^^^y,. 


(34) 


Pili«,  comise  oo  a 


il  viendra 


) 

— '  , 
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■iniito  avoir  J^lamniwS  K  ei  U  ^at  les  et^atMona  (34)  et  (26)» 
Ott  itovtmm  k  el  0,  «a^^gnd  AH'<^oatioii  (19)»  p^r-lwi  mifutes 

(Mi)  ^ss  2* 

II  est  bon  d  observer  que,  la  valeur  de  fVfi  ^tant  comprbe  «• 

tre  0  et  1,  K  sera  iiiföripTir  a  1.  On  aura  par  auite  ifc<c*;  et 
OQ  ?oit  que  plua  n  sera  grand  plas  k  aera  au  deaaoua  de  c 

Remaniaoii«  qo'on  Ük  de  la  foniinle  (21) 

'  II 

olb  mIimi  US  ^qiialioM  (94)  el  (26), 

(27)         /',^^=l»  'V(efii,»==!* 
Si  doDC  on  fait  auccesaivemeut 

\ 

dan«  Ia  foimale  (291)»  et  qe'oe  pesa^  ponr  «Indger, 


(28) 


on  trouFera,  eii  ubaervant  que 
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"'»*=pf,»  *^».»=|^» 

oa  bien 

w    1%^=^:  Q».*-t'  *"^=£- 

eil  cuppomot  «jae  2tii,  2%,  l&it  «e  redoitsent  i  1,  1,  1 
l>oiir  f  s«sOL 

Par  ces  formules  on  passe  du  module  c  ä,uo  moduie  U  infe- 
riear  k  e.  II  reslei»  Kdoire  les  secoods  membres  de»  ^ita> 
tioim  (2tQ  k  des  ferme«  qowrrt^es ;  niais  pour  cela  il  fant  diatinciier 
Ics  cns  ou  71  sera  pait  et  fanpair.  C'eat  ce  qoe  nous  ferons  aaiis 
uo  autre  memoire. 

Remarqaons  encore,  qa'en  attribuant  &  $x  des  valeurs  positi« 
ves ,  et  en  faisant  Tarier  dx  depuit»  /errt  par  degr^s  insensibies, 
la  valeur  de  Qt>r  k  restora  positive,  en  vertu  de«  principe^  fjtablis 
dana  le  IL,  et  die  ue  s  evanouira  que  lorsque  6j:  =  tk'  De 
Taatre  coM,  II  aait  des  formntes  (HS)  et  (29),  qve  la  valeur  de 
Qex,t  restera  posIHve  en  faisant  Tarier  a  depuis  0  jasqn'4 

-  >  Taienr  de  m  pour  laqaelle  Qex,k  s'evanoait  de  m^me.  Les 
'deuz  llaites  fi  el  ^—  seront  denc  les  mtoies,  et  on  anta 


on 

(30)  eu^fhk. 

PareUlement»  eo  attribuant  a  Ox  des  valeur«  iiuaginaires ,  et  en 
faisant  varier  depois  0  par  degres  insensibles,  la  valeur  de 
Q9i,k  restrra  positive  et  ne  deviendra  ^gale  ä  oo  que  lorsque 
Bjr  =  Qti.  De  I'autre  cot^,  il  suit  des  formules  (28)  et  quen 
faisant  passer  x  par  rinmginaire  depuis  0  ;|u8qu*ä  q,  la  valeur  de 
Q(*x,k  reatera  positive  et  n'atteindru  l'infini  que  pour  ia  valeur  q 
de  X.  Les  denx  liniles  Qk  et  seront  done  les  mAmes»  et  on 
ama 

ou 

(31) 
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Pais»  en  obMrvaot  que  asst-^-g,  ön  tir^  des  ^oalloos  (30) 
et  (3t) 

et  enoore,  per  rölimioation  de  B, 

(33)  -^T* 
£oiD,  comme  on  a,  eoivaat  röqnat&ou  (5),  $.  11.. 

eo  determinaDt  6  par  les  ^quatiooa 

(34)  S^i^sl, 
ou  aura  pareiilement 

eo  determioaut  h  par  l'eqaation 

(35)  AaS»: 
doQC  U  sera  permih  de  subatituer  aux  equation«  (^1)  et  (33) 

(36)  ^«sTA,  —  ,   —  =»  — . 
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AaflSsiiDgder  veometrisclieii  Aufgabe: 
Diir^  zwei  se9elN»e  Punkte  einen 

ICieLs  zu  Ibesclireiben,  der  einen  ge^ 
^ebenen  Kreis  so  schneidet,  dass  die 
beiden    s^meinschaftlichen  üetinen 
einer  se^ebenen  Cleraden  sleleii 

werden. 


Herm  Dr.  J.  R.  Boyman, 


Es  aeien  (Taf.  IX.  Flg.  1.)  A  und  B  die  beiden  gegebeoen 
Punkte,  DEFG  der  gegeurMu;  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  C,  und 
m  die  gegebene  gerade  Lioie«  welcher  die  gemeinechaftUche  iSeboe 
gleich  werden  soll. 
« 

Beschreibt  man  durch  die  gegebenen  Punkte  A  und  B  einen 
beliehiffen  Krots .  woirber  *1(*n  «;e»ebenen  Kreis  (C)  in  srwei  Punk- 
ten Ü  und  L  schneide,  verUiudet  ^^  mit  B  ond  I)  mit  £,  und 
Terläneert  AB  und  DJS  bis  m  ihrem  Durchsehnittspunkt  P,  se 
ist  nadi  einem  bekaonten  Satse: 

PAxPB^PDxPE  .   .   .  (l) 

Zieht  man  nun  von  P  eine  beliebige  Sekante  PN  durch  den  ge* 
gebenen  Kreis,  so  ist  ebenso 

PNxPM:=PBxPE.  ...  (2) 

Ans  (1)  und  (2)  ergibt  sich: 

PAxPBssPnxPM.  ...  (3) 
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Die  Punkte  M  und  in  welchen  die  Sekante  den  eegebeoen 
Kittia  flchiiel4eC,  liegen  fokltch^  mit  den  gegebenen  PamiteD  A 
und  B  jedesmal  auf  einer  &eielinie. 

Legt  man  nun  eine  Sehne  FO=m  in  den  gegebenen  Kreis, 
beschreibf  ferner  mU  dem  Abstände  CH  derselben  rem  filittet- 
punkt  einen  Hülfsfcieis  nnd  zloht  endlich  an  diesen  Hülfskreie  vom 
Funkte  P  aus  die  Tangenten  F*K  und  PK',  welche  (Jen  ^eeeHenen 
Kreis  in  den  Punkten  M  und  iV,  resp.  in  den  Punkten  M'  und 
iV''  Ächneidco,  «o  sind  ABMN  und  A/ilU'N'  zwei  K^ei^e  (und 
zwar  die  einzigen)  von  der  verlangten  Eigenschaft .  und  die  Dorch- 
scfanittsi)unkte  O  und  O'  der  in  (1er  Mitte  von  AB  und  MN,  resp. 
?on        und  üf'iV',  errichteten  Senkrechten  ihre  Mittelpunkte. 

Denn  nach  (3)  liegen  die  Punkte  ß,  M,  IS\  so  wie  die 
punkte  A,  M',  N',  je  auf  der  Peripherie  eines  Kreise«;  auch 
ist  die  diesen  Kreisen  mit  dem  gegehenen  Kreise  Gemeinschaft- 
liehe  Sehne  ilfiV,  resp.  M'N',  wegen  gleichen  Abstaudes  vom  Mit- 
telpunkt«« der  Sehfne  FG»  U^tth  der  gegebnen  l^enrieg  m  g|eic|i. 


Ist  die  Gerade,  welcher  die  gemeinschaftliche  Sehne  gleieb 
sein  soll,  dem  Durchmesser  des  gegebenen  Kreises  selbst  gleich» 
so  ist  ihr  !Miftelpunktsabstand  CI!  O.  und  statt  de^Hülfiskreise» 
und  der  beiden  Tangenten  an  denselbeu  hat  man  alsdann  die 
Line  iSekante  PS  durch  den  31ittelpunkt  C,  und  a).<su  auch  nur 
den  Einen  Kreis  AB  RS,  welcher  den  gegebenen  Kreis  (C)  in 
R  und  S  so  schneidet,  dass  diese  üarcnschnittspuokte  in  dem- 
selben sich  diametral  gegenüberstehen.  —  Hiermit  ist  eine  ein- 
fache  Auflösung  einer  in  dem  AuCsatze  Nr.  VUl.  Theil  XV.  be- 
handelten  Aufgabe  gegeben,  nSmfich  der  von  dem  Heim  Hemw- 
geber  des  Arcnivs  gestellten  Aufgabe: 

4 

,,Durch  zivei  gegebene  Punkte  einen  Kreis  zu  zie- 
„ben,  der  einen  andere^  gegebenen  Krsis  In  den  End* 
,,punkten  desselben  Durclimessers  dieses  gegebenen 
^Kreises  schneidet" 


mit  di  iii  ize^ebenen  Kreise  (C)  zusammen,  an  welchen  riian  nun 
die  Taiigcuteu  PT  und  PT*  zu  ziehen  hat,  um  als  verlutigteu 
Kreis  einen  der  Kreise  ABT  t^»  ABf*  t/a  erbeten.  —  Dies  Ist 
aber  die  bekannte  Aofgahe: 

„Einen  Kreis  su  beschreiben,  welcher  einen  ge* 
Mgehenen  Kreis  von  Anssen  berührt  und  dnrcb  swel 
Mansserhalb  desselben  gegebene  Punkte  geht.'* 
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Seile  Formelii  zur  independenten  Be* 
Stimmung  der  Sekanten-  und  Vangen- 

tenkoefflzienten. 


Von  dem 


Herrn  Professor  Dr.  O.  S  c hl  ö  milch 

SQ  Drotd«a. 


Für  jedeö /.v\i sehen und  liegende  x  gelten  be- 

kaoDÜich  die  Gleicbuogen 

 IX-**  +     1.2.3.4  * 

+  1.2,3.4.5.0 

worin  ^i®  sogenannten  SekantenkoefBzIeo- 

ten,  ^5  etc.  die  HcrnouHisrKen  Zahle«  bedenfteib.  Se^en 

wir  zu  grösserer  Gleicht'ürmigkeit  der  Bezeicbuung 

l)     B^^T^,    "  '^J^-^^r^Hn 

und  nennen   entsprechend  T, ,   Tj,    TV    etc.   die  Taaeenfen* 

11 

kocffisienteii ,  so  ist  jeUt  für  j  «  >  «  >  ^ 
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2)      «ecar=     +  + 

Die  independente  BestiimiiunjB;  der  Koeffizieoten  Tq^  Ti, 
etc.  verursacht  bekaontlich  einige  Sebivierii^elteii»  dkl  m^fk 

nur  durch  Emfiihrung  imaginhrcr  Grussen  umtrofion  zu  kTinnen 
glaubte,  wobei  das  Problem  zuletzt  auf  die  Entivickelung  der  hu* 
bereu  DifferentialqaotienteD  von 


hittM«kam  (m.  s.  o*  A.  den  Artikel  Bernoullis che  Zahlen  in 
rinn  Siip]>lonienten  zum  mathematischen  Worterbuche.).  Es  lässt 
sieb  aber  die  Sache  viel  einfacher  ohne  imaginäre  Grossen  ab- 
machen und  man  gewinnt  dabei  Formeln,  welche  sieb  vor  den 
▼OD  li&place,  Scherk  uod  mir  selbst  (in  meiner  Diferemtialrech- 
nmi^  rnttgetiieiltea  darch  grossere  Eimaehheit  ausseicbDeii. 


1.    Nach  bekannten  Lehren  ist  der  Koeffizient  T.,n  nichts  An- 
als 

sdcbniing 


deres  als  der  spezielle  Werth,  welchen  der  (^'O^e  Drfferenzial- 
qnotienl^  Ton  seed;  Ittr  «sO  erUtt»  also  naeli  Caachy's  Be* 


4)  ira«=(i>2«seca;)(o) . 

Um  diesen  zu  eotwickelo  bemerken  wir,  dass  filr  3 
die  GleicbuDgeD 

 1  1 

«^-cossr-yi^ria^ 

ai  1+ 1  sio«x+ 9]Q4af  ^  L^siniap  ^ 

statt  finden«  wobei  wir  die  Reilie  in  swsl  Thette  aeilegen, 
nlmUch: 

1.3.5...  (2w-H)  , 

Denkt  man  sich  im  /ueiten  Theile  fiir  sin^  die  bekannte  Reibe 
^g-or*  -f  etc.  gesetzt  und  die  PoteoziruDgeQ  ausgeführt,  so 
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wflrde  eine  Reibe  zum  Vorscheio  kommen,  ivelche  mit  der 
(9n-f2)teo  Potoitt  von  x  anfinge  and  llberliaupt  von  der  Faim 
wira 

ÄT^xa-f«  +  ä,t2«+*  +  K^x^^^  +  , 

wobei  es  auf  (He  Wcrthc  vnn  /To,  K^f  etc.  oichC  weiter  ankommt. 
Weoo  die  nunmebrige  Gleichung 

(fti)roal  diflerenairt  uad  nach  gesdiebeaer  INfeeoBiatUHi  «ssO 
geaetat  wird,  so  vergebwindet  der  zweite  Tjkfäh  Vtä  da  Unka 
warn  Voracbeio  kommt»  ao  iat  jetat 

.  1.3.5...  (2ii — ,  I 

Zur  AusRibrung  der  hier  angedenteten  Differenziationeo  diaot 
die  bekaooto  füt  jedea  ganze  poaitive  It  geltende  Formel 

in  welcher  dio  belcaoBte  Bezeicbmiogaweiae  der  BioomialkoeAi- 


 m(m—  l)(m — 2) . ...  (m—i— 1) 

angeivtaadel  wofdao  iat  Mao  liat  nim  iiekaootUch 

folgÜcb 

mitbin  dorcb  (2ii)maiige  Differeoziation  der  Gleicbuog  d)  fiir  drssO 

(lMlo*^r)vo) 

Wendet  man  dieas  auf  die  Gküchung  5)  für  k  =  2,  ^,....h 
an,  ao  iat  dnreb  naehherige  Moltiplicatlon  mit  (— 
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+  

Für  ti=0  darf  man  diese  Formr!  ni«  lit  honntzen,  weil  ihre  Her- 
leituDg  voraussetzt,  dass  wenigsten»  eine  Differeuziatioa  gemacht 
worden  ist.   Aus  Nr.  2)  folgt  aber  fiir  d?=0  nomittelbar  7\)=1, 
und  nun  hat  man  weiter  T^,  T^,  T«  ^         ^  oMgen 
nel;  s.  B.  flir  it=s3 

=  16-180  +  225=61. 
11.  £ioe  gans  ibnliche  RecliDimg  4icnt  sur  BaitiBmang  wmm 

8)        T^n^i = (I)*^»taii«)(«) . 

Mao  bat  nSial^Gh  BiuiScIiat  filr  ^«>df> — ^9 

aiox 


VI  — ain%r 


wobei  wiederum  die  ileihe  in  zwei  Theile  zerl^t  werden  mSge» 
Dämlich 


^  .1  .  ,   .  1-3  .  ^    .     .  1.3...  (2n— 3)  . 

laitfssdntf'l-^  •in*4r-f  ^8in«x  + ...  +  2.4.7^^^  »• 


1.3i?....(2i»-l)  .  , 

Denkt  man  sich  im  zweiten  Theile  für  ainx  seinen  Wc^rfh  ^c^f^tzt» 
aa  afhllt  ma»  ahia  Raiha,  welche  mit  der  (2ni-l)t&ü  P  otea2  von 
X  anftagt^  and  daher,  iat  ancli 
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tiMs«illir+  2  slo  V+     «  m^,... .+  2.4...(2n— 2) 

wobei  es  auf  die  Wertbe  der  mit  K  bezeichneteo  KoeffiileBleB 
nicht  weiter  ankommt.  Durch  (2w— l)malige  Differenziation  und 
liuiiifizin^og  von  a  wird  jetzt,  da  der  zweite  Theii  verschwindet» 

1.3.5...  (2n — ^3)  .       ,  ,       ,  ^ 

•     .  .  .    +--+aAeL.(aiir-»  Cö*-w«-'*J(»,. 

Andererseits  i«t  nach  einer  bekannten  Formel  . 

alli***^x  =2at-a[(^— ^  )*_iSma: — — i)4_38in3d7-|-  •••]» 
wovaa«  man,  nnter  Bflekaicht  auf  die  Gleicfaangeft 

I>*^»8inf*a; = (— 1)«+ V*"~  *coa|U?* 

(JD^»alD,Uf)(o)  = 
leicht  die  folgende  ableitet: 


Demzufolge  gebt  die  Formei  U)  io  die  nachstehende  über: 
10)     (-1)-+*  T^-i  =  M*-* 

+  

+  2^J^«  [(2*-l)»-a.I«-»-(3ii-l).-,.3»^i 

+ ....  i:  (2»— ivca» 

welche  der  unter  ISro.  7}  verzeichneten  Tullig  analog  gebildet  ist^ 
man  erhält  aus  ihr  fBr  ii=l ,  2,  3,  4  etc. 

JiäI,  r,=2,  J5=3l6,  rr=»72,.^. 

ffierana  laascii  akh  aacb  ifickwiits  die  BemeiilliacheDZaUea  all 
ieltea,  weoa  mas  der  aweitflii  Gleiehwig  ia  Nra.  1)  41a  Fem 
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4 

giebt;  •«  findvt  aicb  obae  JUObe: 

■^—4.3 '^-a'  10.15  —30' 

6  1  8  ] 

III.  Um  endlich  eine  Formel  zu  erhalten»  welche  T's«  mui 
TW-!  zugleich  aogiebt«  bemerken  wir,  dass  die  Glelchttog 

«MUT -f  tan«' tao(  «) 

«titt  findet«  und  demoacb  lür  eio  gaozes  positivaa  m 

11)  r»=i  Z>»  tao  ( j- «+  f  «)  1(0) 

*  1 

Mia  miiM.  Mao  Int  ntin  wettw  filr  jr< 

=co&r  +  sin.rcosx-f  sin^orcosx  + ....  +sin'»arcosar 
+  sin'^+^xccMUP-l-sui^^cosd;  + 

oder,  wenn  man  in  dem  zweiten  Theile  der  Reibe  Atr  efaw  ead 
cosdp  die  gleichgeltendeo  PoteoicDieibeo  setit: 

taB(i«+j«) 

8s  C08X  +  sinoxosa:  +  sin*rcoar + •••  +  sin^orcos^r 

wobei  OS  nicht  auf  die  Werthe  der  mit  U  bezeichneten  Koeffi* 
zientcn  ankommt.  Hiorans  ergiebt  sich  durch  mmaiigt  Diffeiee- 
aiation  und  nachher  lür  :r=:0  wegen  Nro.  11) 

Tm  =  (X>"ee««)io) +(l>"«lM»osa:)  (o )  +  (/>"eiB»j:coMr)(0) + 

 +  (Ü'^sin"  j:co8ar)(o) . 

Maa  bat  aber 
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^  Z)8io*+*x=(Är+l)sio*«coMf, 
folgMch  dofch  «oialigo  DUSmoiiAtif» 


und  fluthiii  doich  Aoireiidiiiig  anf  das  Frfiiim 

* 

IS)     r«^-(/IH'l«iiur)(o)-f  i(i>»fifliiAr)(«l  ^^.^ 

and  hier  lassea  sich  sämintliche  Differenzialquotieoten  der  äinus- 
potenzen  auf  dieselbe  Weite  wie  Miet  entirickelii.  Gebt  aeo 
auf  die  üoteraclieidaog  gerader  und  ungerader  m  eb«  ao  fadet 
oiaa  filr  «1=9«: 

+   .  . 

+  ^i-^[(2ii+lVl«-+M2«+l)-^i.3*H* 

uod  eotaprecheod  (lir  m=2ii— 1: 

+  

-.J:(2ii^.(aii>>-J. 
Naeh  der  aweltea  vea  diesen  Femeb  iat  a.  B.  flr  iis3: 


■ 
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=16— 120<i-12Qs:l<l. 

Die  letsCeo  beldeD  Formeln  fiSr      und  T^n-i  scheinen  die  ein- 

facbsten  zu  sein,  welche  zm  independontfn  ncstimmuni»  über- 
haupt dienen  könnon.  Die  wirkliche  Berechnunz  dvr  Sekanten- 
und  Tangcuteukuelii/ienten  nird  man  übri<;eiiä  unter  Anwenduoe 
reknnirender  Formeln  jcdenrit  leiekter  haben  alii  nach  ir|^no 
einer  iudepeodentcn  Formel;  unter  den  zahlreichen  rekarsiven 
Beziebnnsen,  welche  man  zu  diesem  Zwecke  angeben  kann, 
scbeiflt  die  folgende 

.  mn 
=«in-^* 

«reiche  gleicbfurmij;  für  gerade  und  ungerade  m  gilt,  die  eiofacb- 
ete  und  wohl  aiiei  nicht  belnnnt  m  sein.  Fermell  iet  noch  die 
folgende  too  Intereeee: 

16j  2  Ttni-i = mo    iPii,  +     Ti  Tm  -|  +  /n»    1  \n-%  -|- .« > 

* 

in  welcher  einige  Aebntichkeit  mit  dein  Binomialtheoreme  11^. 
Von  beiden  Rekursionsformeln  ist  fibrigene  der  Beweis  eo  leicBt» 
dees  ich  ihn  (ilglich  ubergehen  kaop. 
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Veber  die  «Ich  mendlteli  TerffrSweni* 
den  und  die  sich  unendlicb  verUei- 

nernden  Cnrven. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  G.  U.  Sweilea^rebel 

so  UCrccIlt. 


Ist  ans  der  Grad  ri  iin<!  die  Fnrm  einer  gewissen  algebrai- 
schen Corve  /*(ar,j{f)=:U  völlig  unbekannt»  so  ist  uns  auch  unbe- 
kaoiit>  welche  Ae  Ferm  sei  "^der  aus  der  PrimitiYeii  durch  pmali^e 
VetgröMeraog  oder  VerkleiDerun^  entstehenden  €orve.  Nur  wis- 
sen wir,  das8  — ^  wenn  wir  den  C^oordinaten-Ürspruni*  als  ini  Ver- 

grusserungs- Centrum  liegend  uns  denken,  d.  h.  in  demjenigen 
unkte,  wovon  die  VergrOssening  ausgeht,  und  der  daher  beider 
VergrOnerung  seinen  Ort  nicht  wechselt  —  die  lesoltlteiideii  Car- 
veo  respeetif  e  dncch  die  Gleichiuigcik 

* 

angedeutet  werden.  Ander»  dagegen  verhalt  sich  die  k>ache  im 
Ünltfall  jp=ae,  du  alsdann  nur  ein  gewisser  Theil  der  Prinitf- 
ven  auf  «Tie  Form  der  ResuHlrcnflpn  Elnflnss  hat,  diese  aLcr  vom 

StDEen  übrigen  Theil  der  Priiaitiven  unabhängig  ist,  sodass  man, 
e  Piimitive  f(acM)=::0  müge  uns  übrigens  völUg  unbekannt  sein, 
doch  scboD  die  Form  der  resvltirenden  Carren 

/(O*,  %)=0  und  /(«ar,  «y)=0 

* 

voihefffegeB  kemi. 


Betrachten  vrir  ersteos  die  «Deodliche  VeiUcioefmig:  Es  re- 

dacirt  sich  alsdann  der  i^artzr.  vom  Coordinatennr^pruriG:  endlich 
entfernte  Theil  der  Primitiven  beim  Ueber^aiig  zur  analogen 
Curve  aui  diei>eu  Uräprungpuiikt  selbst,  süda»:»  nur  noch  die  unend- 
lich eatleniteD,  d.  n.  die  asymjptotlMben  Zweige  der  Primitiven 
zu  betrachten  libri»  bleiben.  WSre  nun  die  Primitive  f(x,y)  =  0 
eine  gewisse  Gerade  nT  \  öi/ -^-1=0,  so  würde  sich  für  die  Curve 
f{<xx,  (Xiif)=0  die  Gerade  aa;*f  %=0»  d.  b.  eine  durch  den 
Coordioaten- Ursprung  gebende,  der  PrimitiYeB  parallele  Gerade 
ergeben.  Es  wird  daher  auch  allgemein,  bei  der  unendlichen 
Verkleinerung  einer  beliebigen  Primitive  f{x,y)^^y  jede  ihrer 
Asymptuten  in  eine  den  Coordinaten-Ursprung  in  nämlicher  Rieh- 
toRfc  darchgeheode  Gerade  sich  ablodera.  I>a  nun  jede  algebra!« 
eche  Cnrve  eines  gewissen  Grades  ii  im  Allgemeinen  n  reelle 
oder  imaginäre  asymptotische  Zweii^e  hat,  welche  sich  unendlich 
zu  ihren  Asymptoten  annähern  und  bei  der  unendlichen  Verklei- 
aeniiig  necfc  inniger  mit  diesen  Terschmelzen  and  daher  mit  di^ 
sen  verwechselt  werden  dürfen,  so  ergielit  sich,  dass  die  aus  der 
Primitiven  /'n(:r,  7/)  — 0  entstehende  Curve  ^(xa:,  qo»/)=0  im  All- 

Semeinen  eine  neue  Curve  nten  Grades  ist,  weicfie  jedoch  die 
peciatitSt  besitzt,  dass  sie  aus  einem  durclr  den  Coordinatea- 
Ursprung  gehenden  Strahlenbüschel  von  den  Asymptoten  der 
PrimitireD  parallelen ,  Geraden  besteht 

Das  nSmIiche  ergiebt  rieh  ans  der  Betrachtnne,  dass  Jede 
Curve  nten  Grades  (siehe  Plücker  io  seiner  Tbeorie  der 
algebraischen  Cnrven)  betrachtet  werden  kann  als 

wo 

aij;-i-6|y4-l=:0.  a^-\-b^-{-\.^0  etc. 

die  n  reellen  e^jer  imaginären  Asyropteten  der  /a(a:,«)=0  beden* 
ten.  Dnich  pmalige  Terfcleinening  erhalten  wir  die  Cnrve 

n—t 

P  P  «-» 

d.  h*  die  Cnnre 

+   (onx         +  i)J  +  4  ^(x.y)=0. 

welche  steh  durch  die  Annahme  |>=:od  auf  die  Curve 

{a^x\:hxy) {a%x\b^) .... (««u  ^  6n^)  =  0 , 
d.  h.  auf  den  oben  erwihnteo  Strahteobösfhet  reducirt 
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Wenden  wir  dieses  an  auf  den  apecielleo  Fall,  dass  die  Pri- 
«llife  «in  KegctochaW  Mi:  in  Ammb  Fall  kBonen  wir,  da  aU« 
AflyHfUtteii  einander  In  einem  geroeinacbaftlichen  Punkte  durch- 
«chneiden,  t!ie  iinendUcbe  Verkleinertin«?  auch,  wenn  %vir  das 
Verkleinerungs- Centrum  in  diesen  Durcb«»cbnitt«punkt  der  Asym- 
ptoten verlegen ,  als  eiB  luiendlicbct  Annftbem  der  Cnrve  ni  Üven 
Aaynptoton  beteebten»  4.  Ii.  vir  kSnnen  nne  di«  Ptrlnltifn 

(«+<»)(«+<^y)+«=0 

mit  der  Analogen 

dnreii  eeleli  dne  Verwandtacbaft  verbanden  denken,  welche  aus 
.  dnr  die  Aeymptoten  so  jbren  Sitontions-Axen  babenden  Aflinitit 


im  LiroitlaU  jf=CK>,  jj=^oo  hervorgebt  Man  pflegt  in  den  Lehr*, 
bflebem  geneiniglich  'aar  einfacb  anzugeben»  oass  die  al^melne 
Crleicbnng  iweiten  Grades 

bei  ein«»m  j^pwispfin  Zusammenhang  zwischen  den  ( 'oclTtf  ienton 
ABCOEF  sich  aul  ein  System  Zweier  Geraden  reducirt,  ohne 
dass  man  nllier  die  MSgiicnkeit  solch  einer  Parmverlederong  den 
Kegelschnitts  anzeigte.  Eine  bessere  Einsicht  des  Vorganges 
erhält  map,  dünkt  mich,  wenn  man  zugleich  anQ;iht,  was  denn 
eigentlich  der  Kegelschnitt  in  diesem  Limitfall  erleide .  und  wenn 
man  ibn  entireder  als  sieb  nneodlieb  naeb  seinem  Centrom  zq  . 
verklelnemd  oder  aber  mnendlich  seinen  beiden  Asymptoten  als 
Situatioos-Axen  einer  nfiinen  Tiansfinnaalion  sieb  aonibemd  sieb 
denkt« 

Betrachten  u  ir  jetxt  die  unendliche  VergrüiiäeruQu  einer  be- 
liebigen algcbtniselMn  Cnrve  /n(a:,i/)=sO.  Bei  dieser  Verindening 
lint  nur  der  unendlich  kleine,  in  der  unmittelbaren  Nähe  des  Ver- 
grösserungS'Centrum»  liejjende  Theü  der  Primitiven  auf  die  Natur 
der  analogen  Figar  Eintluss,  da  der  ganze  übrige  i  beil  d^  Pri- 
mitiven beim  Uebergang  snr  Analogen  sieb  ln*s  ünendttebe  ver» 
Kflfft  nnd  daher,  weil  nur  von  algeoraischen  Curven  die  Rede 
war,  niebt  weiter  lierOelunebtigt  werden  bmncirt»  dn  sonst  die 
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«nftloge  Figur  «loh  in  uoendlicber  EntfemoDg  von  Goordloat€ii* 
Ursprung  um  dir.^en  uinden  und  daher  zu  den  transcendenten 
Cufvaii  gercchoct  werden  müMte.  £•  wird  mm  bei  4et  PtiwitirMD 

Mai4f)s[Az^i^Ba:"^  +  ....  +  t^»]  +  [/):r— >  + ...]  +  

im  AllgemrineD  H^O  sein,  d.  h.  ee  wird  im  Allgemeinen  der 

Coerdinaten -Ursprung  und  daher  auch  das  Vei^^roeeemngS'Cea* 
trum  sich  nicht  auf  aer  Cnrve,  sondern  irgendwo  ausserhalb  ihr 
beünden,  sodaa«  bei  der  unendlichen  Vergrösscrung  im  Atigemei- 
nen die  ganze  Primitive  f{x,y)sssO  eicli  unendtich  vom  Coordina- 
ten> Ursprung  entfernt»  und  daher  die  Analoge  f{Ojt,  M=.0  im 
Allgemeinen  eine  Curvt»  Oten  Grades  nird,  d.  h.  zur  Uleiehunff 
Üz=z0  sich  reducirt.  In  speckllcn  Fällen  jedoch  kann  es  sich 
ereignen,  dass  in  der  Gleichung  /nia:,y)  —  0  der  Coeflficient  If  dun 
Werth  0  hätte,  so  dass  die  Primitive  das  VergrGsserungs  Cen- 
Jtsum  darchstrieb,  und  zwar  in  einer  Ricbinng,  *4torea  Winkel  mit 

F 

der  Richtung  der  Coerdmaten-Asn  jrsO  durch  u€.tg.(— ns- 

Sedeutet  würde.  Es  wird  alsdann  der  in  der  unnittelliaren  NShe 
es  Vergrusserunj^s  -  Centrums  liegende  Theil  der  Primitiven,  bei 
der  unendlichen  \  erf?rö88erunir  sich,  mit  Beibehaltung  ihrer  Rich- 
tung, zu  einer  Geraden  ausdebnea,  sodass  die  analoge  ^(0x,0y) 
=0  —  wenn  wir  wiederum  ihre  unendlich  entfernten  Windungen 
ausser  Betrachtung  lassen  —  sich  zu  der  Geraden  Fx  |  Gy^Q 
oder  allgemeiner  zu  der  ihr  parallelen  Geraden  Fx+Cr^+A'^nO  redu- 
cirt In  noch  speciclleren  Fällen  kann  es  sich  ereignen,  dass  die 
Primilive  iiu  Conrdinaten*Urs|>rung  einen  Doppelpunkt  oder  über- 
haupt einen  ofachen  Pnnkt  hatte.  Es  wird  alsoann  die  Analoge 
/"«(Olt , Oy)  =  0  eine  Curvc  ^ten  (Jrades  sein,  und  zwar  eine  ans 
q  Geraden  bestehende,  uelche  den  o,  der  Primitiven  im  Coordi- 
nateo  Ursprung  zu  ziehenden  Tangenten  respective  par&liellauten. 

.Es  Ist  aber  webl  su  beachten,  dass  Msber  immer  ottr  ?on 
algebraischen  Gurren  die  Rede  war,  sodass  unsere  Bebanp- 
tung,  dass  die  unendliche  Verldeinernng  oder  Vergrusserun!?  einer 
beliebigen  (vurve  fn{x,v)=0  im  Allgemeinen  immer  ein  System 
von  n  oder  q  Geraden  nervoriiringt,  nicht  geradesu  avf  transcan- 
dcnte  Ciirven  fibertragen  werden  darf,  sondern  bei  diesen»  statt 
eines  Systeme»  von  Gpraden,  bisweilen  neue  Curveo  hervortre- 
ten.  Nehmen  wir  z.  b.  die  logaritbni ische  Spirale  9=:lg.r, 
und  v  erkleinern  oder  vergrüssem  irir  sie  anendlichmal,  so  erjpbt 
sieb  in  beiden  Fällen  —  nur  soll  im  letzten  Fall  das  Vergitae- 
runfrs  -  rentrnTTi  im  Centrum  der  Spirale  angenommen  werden  — 
eine  neue  (  urve,  welche,  SO  wie  die  Primitive,  einerseits  sich 
mit  unendlich  vielen  Windungen  ins  Unendliche  erstreckt, 
aodererseitM  unendliche  filale  um  das  VergrSssenoMn* Gentram 
sich  hcruniilrpht  und  sich  ihm  immer  mehr  nhhert.  Da  nämlich, 
bei  unserer  Lage  des  Vergrusserungs-Centruma ,   die  unendliche 
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VflrkMnerang  oder  Verf^rUMeraog  eiiMr  Pilmlilv«ii  f(r^)xO 

res|»0ctiTe  durch  das  Gleicbungeo-Paar     ^,  ^    oder  durch  das 

Paar  "^1^^  aangadrOcIct  wird,  so  ftadert  alch  die  PiimUive 
•9=lg.r  in  die  Cnrren 

f's9S=lg.r8|g.(ae>O0=  + 

=:^=:lg.r =Ig .  (Oxr')  =  —  00 -I- Ig.r' . 

la  beiden  Fällen  ist  daher  die  re^ultirende  Curve  eine  neue  loga/* 
rillinilsebe  Spirale,  welche  aus  der  PrimitiTen  als  auf  diese  Weise 

entstanden  gedacht  werden  kann,  dass  die  ganze  Primitive  sich 
unendliche  Male  um  den  Coordinaten  rrsprung  gedreht  hnfte,  nnd 
welche  mit  der  Primitiven  nicht  nur  durch  die  Verwandtjüchaft 
der  Aeh  oll  keif,  eoDdero  aach  —  w^ea  der  Bedingung 
9^=9  —  durch  diejenige  der  Aebnlicbkeit  mit  ähnli- 
cher Lage  Terbunden  ist.  Ob  sie  aber  mit  der  Prnnitiven  coin- 
eidire,  hängt  davon  ab,  ob  jede  ihrer  Winduneea  nach  Beendi- 
gung der  unendlich  vielen  sur  Vergrosserung  oder  Verlcleinerung 
erforderlichen  Umdrehungen  auf  eine  der  Wiiidnagen  der  Primitiven 
pernth  oder  aber  sich  zwisrfien  zwei  Wiiidurii^en  der  Primitiven 
beüudet;  was,  da  die  Anzahl  oo  dieser  Uiudrehuogeu  unbestimiQti 
ist,  uobestinunt  bleiben  muss. 
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AntBSisamg  des  IHalfMti'Mdieaf 

Problems. 

Von 

Herrn  H.  Seheffler, 

B«n*GMactMr  bei  den  Hf^rro^ürh  RmrinKchweigiaekfla  EitMl 

^  zu  liraun«cb wcig. 


Da  ich  die  nachstehende  Auflösung  des  Malfattischen  Pro- 
blems zu  einer  Zeit  gclundeo  habe,  wo  mir  von  einer  bereits 
verOfentliebten  LGson^  desselben  noch  Nichts  bekannt  war;  sa 
▼ermuthe  ich,  dass  dieses  Verfahren  wesentlich  von  den  schon 
vorhandenen  Auflösungen  verschieden  und  demnach  die  Pnblikn* 
tion  desselben  gerecbUertigt  sein  wird. 

Nach  diesem  Problem  solleo  in  ein  Draincfc  ABC  (Taü  IX. 

Fig.  2.)  *lroi  Kreise  beschrieben  werden ,  von  denen  jeder  svrni 
Seiten  des  Dreiecks  und  die  anderen  beiden  Kreise  berührt 

Dass  die  Mittelpunkte  Et  F,  G  der  besuchten  Kreise  auf 
den  Halhirungslinien  AD,  BD,  CD  der  Winke!  des  Dreiecks 
liegen  müssen,  leuchtet  ein.  Zieht  man  EF  und  fallt  von  £  und 
F  die  Perpendikel  £J,  FK  auf  AB;  so  muss  EJ  der  Radius  des 
um  £  beschriebenm,  FK  dnr  Radius  des  am  F  beschriebenan 
Krniaea  und  £F  mnaa  die  Snmme  diener  beiden  Radien  nein. 

Nun  seien  zur  Abkürzung 

fl,  6,  c  die  den  Fflrn  A,  B,  C  gegenäberÜegenden  Seitm  BC$ 

CAt  AB  des  Dreiecks; 

2«,  V,  2y  die  Winkel  bei      B,  Ci 
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p,  q,  r  die  Linien  AD,  BD,  CD; 

Jk  die  LSoge  der  von  D  auf  die  Seiten  des  Drcleoks  geflUlteo 
Peroeodikel  DL,  DMt  DN,  welche  sämmtlich  dem 
Ramiifl  des  io  dae  Dreieck  beschriebenea  Kreises  gleich 
flind; 

^*  A  g  die  liäo^e  toa  den  Fusspiinkteii  dieser  Perpendikst  nach 
den  Spitseo  A,  S,  Cdes  Dreiecks»  also  die  LSngen 

AM=^AN,  BN^BL»  CL^CMi 

JC»  iß»  z  die  gesuchten  Halbmesser  der  nm  £,  t\  G  zu  beechrei- 

beoden  Kreise. 

Zieht  man  EH  praUel  sa  AB;  so  bat  man  in  dem  recht- 
wioJdigen  Dreiecke  Jt^FH 

d«  L  da  man 

EB=  JK^AB^AJ-BK^ize 

bat, 

(1)  c— !ZCoCa'-ycot^=:2V^» 
imd  symmetrisch  bat  man 


tanga  taogjS 


(2) 
(9 


a<-|feot/l-Tseotys=8V^ 


Dtviditt  man  jede  der  drei  Gleichungen  (1^,  (2),  (3)  durch  s,  ISst 


eh»  jede  denelbsii»  faidem  man  -  >  ^  >  —  wie  drei  Unbekanate 

•  i    %  1 

behandelt,  für  j  aof»  was  sehr  leicht  ist*  da  jede  Gleicbuag  in 

BesieboDg  zu  dieser  Cobekanaten  Yom  erstea  Grade  ist»  und 
schreibt  aar  Abkaranng 


(4) 


'=v1.  ^=VI.  ^=v7' 


so  kommt  resp.  ans  (2)»  (3),  (1) 


(9 


Digrtized  by  Google 


426 

(6)  -  ( JTMMte  -|-3i:r 4  f^MtA . 

c 

S«li«  »Ml  ^  Werthe  von  2*«m  CHMdimig  ([Qiiiid  (IQ  einan- 

PI  TT  ö 

der  gleich,  multiplicift  die  linke  Seite  vor  der  Klammer  mit 

nnd  In  der  Klemmer  mit       >       fechte  Seite  Ter  der  Kltm- 

6inp 

mer  mit         uod  in  der  Klammer 

dies  wegen  a:6ss8in2a;8in2/}=:ein«tcosa:iÄn^s^ 

«jp/g   eine 

6ööett~'cicoe^ 

ist,  streicht  also  links  and  rechts  die  vor  der  Kiamraer  stehen- 
den gleichen  Grossen ,  multiplicirt  hierauf  iMideraeite  mit  Bmaaiüß, 
mddirt  dann  Ünlcs  sin^a — sin*«  nnd  reclit*  eio^— ein*/},  beaehtet» 
daee  linke  die  beiden  Glieder 

•  • 

,  -     ßiua  sinosin^ 
cefy.ooMmlne— eln«a=  ^  coe(«+y)=— 

deneelben  Werth  beben«  mie  recht»  die  beiden  Glieder 

eofycos/Jsin/l   nin^ß , 

dass  dieselben  also  auf  beidrn  Soitrn  jrcstrichen  wertfcn  können; 
so  steilen  sich  beide  Seiten  der  (iloicliung  als  vollständige  Qon-. 
drate  dar,  uod  die  Aosziehuog  der  Quadratwurzel  ergibt 

(8)  JCeeMK-fBio«^  Teosß  +  sinß 

oder  '  ] 

Xenw—  Fcoe/Iselnf — idna  • 

» 

«od  wenn  man  flir  X  und  F  ihre  Werth«  im  (4>  wieder  emfiObtt 
nnd  mit  V^TmnltipUairt, 
•  _ 

(9)  coe«V^-  coe/?V^B(8in/l~ema)VT. 

^Symraetriech  mues  man  haben 

(10)     coaß^Tj — cosySTz =(8ioy — ein/?)  V ar , 
«  (II)  eoefV»^€08iiV'i^ibM'-«lnr)V'9. 
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Dmcb  Addison  je  zweier  dieser  drei  Gleichnngen  versdMjie- 
det  Eiee  Unbekannte  und  manerliält  fttr  da*  VerlilUMe  der  ende- 
ten beiden  folgende  Wertbe: 

^  '        y  ~~  ysiny — sin/S  +  co&a/* ' 
• 

^  '       jt  Vein/J— einy+coeaf/  * 

4 

Diese  Ausdiiiekeiamo  sieb  unter  Beruckaiditigimg  der  Beziehung 

leiclit  in  folgende  Formen  bringen,  von  denen  bald  diese«  bald 
jene  einen  bequemeven  GeiuMqE  verotaUet: 

^^^^  •f=C-T-Tb)=(rr74) 

*      coejcoe^^y-'  l+tang^ 

(1-f  co8«\  ^-f  sin/r\ 

^eoe^-coa^-^^  ^-l-fang-^ 
*~  Vl+ein^/  vlfcoey/  * 

"^eeel^eeetp  ^l+tang|'^ 

/l-H08/?\  /l-fsiny\ 
V  l+sin^/  Vl+cosy/  * 

Hiemadi  etelwii  diegeenehten  drei  Sediei^  In  fejgepdes  PteporCien: 


428 

coa--^'^      co«-j^  co«-y^ 
«        «  /3        «  y  « 

■ 

oder 

•1  I  1 


(HtaDg|y<  (l+taiig|)*  (l+tong^' 
tider 

r^h  i-fc<wg,l-fcogß.l->-co8y 

Konstrulren  laasen  sieb  drei  Linien,  welche  den  ge«ucb* 

ten  Radien  proportional  sind,  ara  leichtesten  nach  der  Formel (i20); 
bereclinen  dagegen  lassen  sie  sich  am  leichtestoo  nach  der 
Formel  (18). 

Um  die  Formel  (20)  zu  einer  geometrischen  Konstruktion 
geschickt  zu  machen,  sqbreilien  wir  dieselbe,  indem  p,  g,  r  die 
obigen  Bedeutangeo  baben, 

/oi\  _  p-l^;^cosor  ^  y-j-ycosjg  ^  r+rcosy 

•der,  wenn  i  iigeod  eioe  beliebige  Llnge  beseicbnek. 

Solche  drei  Linien,  wie       -  '  \ 

öS)'  (m^- 

welche  den  gesuchten  Radien  x,y,  z  proportional  sind,  lassen  sich 
ungemein  ieicht  darstellen.  Man  braucht  nur  uui  dem  £ineD 
Scheokel  eines  beUebigeo  Winkels  (Taf.  IX.  Fig.  3.) 
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Ol\  UQ,  OB  resp.  =  p^h,  q^h,  r+A, 

«nf  dem  andereo  Schenliel 

OE,  OF,  OG  resp.  s  p-f    qi-f,  riif 

zu  machen,  PE,  QF ,  RG  zu  zithon  nnd  durch  einen  heliehifsen 
Puokt  L  des  ersten  Schenkel»  (wuiür  OL=.\  wird)  die  Linien 
XJt,  LF,  resp.  parallel  PE,  QF,  RG  zu  sieben.  Alsdann 
besitzen  die  Linien  OX,  OF,  OZ  die  verlangte  Eigenscheft, 
indem  man  bat 

Beechr^bl  man  nnn  mit  den  Radien  OX,  OY,  OZ  dreisicii 
gegenseitig  berfihreode  Kreise,  was  sebr  leicht  ist,  lest  nm  die* 
selben  nach  Taf.  IX.  Fii^  4.  die  gemeinschaftlichen  Tan?enfen; 
80  bUden  die  letzteren  ein  Dreieck  AB'O,  welches  dem  gegebe- 
nen ABC  Sbnlicb  ist.  Zieht  man  dann,  vrenn  E\  F\  Cr  die 
Mittelpunkte  der  verzeichneten  Kreise  sind,  dürch  A  und  F  die 
Linie  AF  und  rhircb  A  und  O'  die  Linip  AG\  so  füfircn  diesel- 
ben zu  den  Mittelpunkten  F  und  G  zweier  gesuchten  Kreise.  Den 
Mittelpunkt  E  d^s  dritten  Kreises  liefert  eine  .durcb  G  mit  G'E* 
parallel  gesogene  Linie.  GE', 

Anadr&cke  flSr  die  absolute  Lünge  eines  jeden  der  geeucbten 
Radien  erhllt  man,  indem  man  die  Wertbe  von  Xss—  nnd 

Fss|  ans  Gieicbung  (Id)  und  (17)  io  Gleichung  (7)  eubstitnirt. 

Da  bierin  Z=^^  ist;  «o  ergibt  sich  nach  einigen  Traosforma* 
tlonen  mittelst  bekannter  trigonometriscben  Formeln : 

mn-s-sw  g-eos-k-cos  —k-'  cos-**' 

(ö)  t=^r.—^ — i — ^^j. — 2- 

oosycos  -g- 

nnd  symmetrisch 

(t       y        ß       a+Ö  ß+y 
_  sin -g-sin  ^  CO«    CO»  — 5- cos 

(24)    ,=26V2--^5  , 


1M1  3LTI.  i9 


1 
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sin-k-  in  4-cos  o- co8-^co«-B^ 
(25)    «=2aVä.  =  ^  


ccMideoB 


Diese  letsteren  Ausdrücke  eignen  sich  _ 
mellselieii  BetecbDong  te  gesachten  GrOseee. 


IJebeF  die  Kntotehmii^  der  nSehen 
des  zweiten  Oradeeu 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

MO  der  pol/techaiMheii  Schale  xa  Carltrah«, 


IMau  pflegt  gewöhnlich  tVte»  allgeineioe  €lleichuDg  des  sw^^pi 
Gradea  zwischen  drei  VeräitUerlichen: 

V+ c*H  + + ' — 0 

der  Betrachtung  der  Flächeo  zweiten  Grades  zu  Grunde  zu  legen 
uod  dann  von  da  ans  die  Arten  dieser  Fliehen  absulelteD  ved  sie 
zu  betrachten.  Es  ist  jedoch  zwedcinässiger ,  zunächst  die  ver- 
schiedenen Arfe?«  derselben  !?osondert  zu  untersuchen  und  erst 
nachher  die  obige  allgemeine  Gleichung  weiter  zu  verfolgen.  Am 
Einfachsten  wird  die  Anscfaannng  dieser  FiSchen  hervorgerufen 
werden,  wenn  man  sie  durch  Bewegung  von  Kurven  zweiter  Ord* 
nung  entstehen  lässt.  Es  ist  mir  nicht  bekannt ,  ob  diese  Entste- 
hungsweise der  FlScheo  zAsciten  (irades  allL;cmein  bekannt  istf 
ich  will  dieselbe  dessbalb  bier  aufführen,  kugel-,  Kegel-  und 
Zyliiideifliclle  fibergehe  Ich  ans  den»  angeMhrlen  Gnmde. 
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Das  Ellliisoid. 

Man  denke  sich  in  <ler  Eheno  ,rr  (ich  nehme  drei  auf  einander 
senkrechte  Koordinatenebeueu  aa)  eiue  Ellipse,  deren MiUelpuukt 
mit  dem  Anfangspunkt  der  KooraioatttD»  deren  eine  Aze»  3a  >  mit 
der  Axe  der  deren  andere,  2c,  mit  der  Axe  der  z  zusamrncn- 
fSlit;  ferner  in  der  Ebene  der  »/r  eine  ähnliche  Ellipse,  deren  Mit- 
toipunkt  abermals  mit  dem  Autaiigspankt,  deren  Axe  26  mit  der 
äkMB  der  defen  andiie  Ai»  £  mit  der  Aze  der  t  soeammen- 
fiyk.  Penllel  der  Eiieoe  der  laaee'  man  nun  eine  veränderiidie 
EUiipee  sich  so  ben'egen,  dass  die  Fnrl|niiikte  ihrer  beiden  Haupt« 
axen  sich  immer  in  den  beiden  vorigen  ii,ili;)«:en  betiuden.  Man 
▼eriaugt  die  Gleichung  der  eiithteheuden  Ffiichc. 

Denken  wir  uns  die  be^vpiiliche  Ellipse,   deren  Hauptaxen 
immer  in  den  Ebenen  der  a-z  und  yz,   parallel  den  Axen  der  .r 
undy,  sich  betinden,  in  der  Entfernung  n  von  der  Ebene  der 
ao  werden  Ihre  flalliazen  aeln: 

a)  parallel  'ler  Ave  der  a: ,   da  die  CUeicbaiig  der  Ellipse 
m  der  Ebene  der  xz  i&t 

gleich  0^1—^35. 

b)  parallel  der  Axe  der      da  die  Gleichung  der  Ellipse  in 
der  Ebene  der  ist 


ff«  2* 


IMa  fileichuegen  dtt  l««eglicben  Eltipee  10  der  aogeAlbHen  Lage 
aied  folgicii 


I 


»J?  =1.  z=A: 


efiminirt  man  k,  ae  erMU  mae  alf  6liiiebwg4er  gefpchten  Pliebe 

Die  Fläche  der  Ellipse  in  dieaer  Lage  iat 
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Daraus  folgt,  dass  der  Inhalt  eines  Schnitts,  dessen 
diMe  Ellipse»  dessen  ROhe  Bh,  flelcii: 


also  (Vis  Sffick  K"irpers,  das  /wischen  der  Fbene  dor  .r?/  Tind 
einem  mit  ihr  [larallelcii  Schnitt,  dessen  Entfernung  von  der  Ebene 
der       2  iHt,  ist  gleich: 


Setet  neu  t^e»  so  eiliftit  man  den  Inhalt  dee  kalben  ElUpaeids 
alse  der  des  ganzen  Ellipsotds 

UebrigeDS  ist  die  Fificbe  eine  In  jeder  Weise  begreoste. 


Das  Hyperboloid  mit  einem  Fache. 

Man  denke  sich  in  der  Ebene  der  xz  eine  (doppeltheilige) 
Hyperbel,  deren  reelle  Axe  2a  mit  der  Aze  der  w,  deieo  imagi- 
nfire  2c  mit  der  Axe  der  z  und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  An* 
fangspunkt  zuf^ammenföllt;  eben  so  denke  man  sich  in  der  Ebene 
der  yz  eine  Hyperbel,  deren  reelle  Axe  26  mit  der  Axe  derjy, 
deren  iraaglnSre  2e  mit  der  Aze  der  x  sneammenOllt,  wenn  diet 
Mittelpunkt  zugleich  im  Anfangspunkt  der  Koordinsten  ist.  Man 
sieht  nun  leicht,  fla«:«  vier  Hvperbellarmc  über,  vier  unter  der 
£bene  der  xy  steh  beiiiuieu.  Nun  lasse  man  eine  Ellipse,  paral- 
lel der  Ebene  der  xy  sich  so  bewegen ,  dass  die  Endpunkte  ihrer 
Hauptaxen  immer -anf  den  Hyperbelarmen  sich  beoilden.'  Man 
fragt  nach  der  Gleichung  der  entstehenden  FUehe. 

Die  Gleiebnng  der  ersten  Hyperbel  ist: 


die  der  zweitens 
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Denken  wir  uns  nun  die  be^ei^liche  Ellipse  in  der  EntTerouiig  k 
von  der  Ebene  der  xjf,      äiod  ihre  Ajl«u: 

a)  parallel  dar  Aza  der  sc  i 

b)  paralM  dar  Axa  dar  y: 
Pfiwech  aiad  die  GlaidrangaD  (dar  EUipsa: 

«voraus  aU  üleicbung  der  erzeugten  Fläche; 

a»  +  *» 


Dieselbe  erstreckt  sich  nach  zwei  Seiten  bin  ins  Uoendlicbe,  be> 
ataht  aber  aiia  einam  saaat^maaliSngendeB  Stflcica. 

Der  Inhalt  des  Raumes,  innerhalb  der  vier  Hvperbclarme» 
und  zu  ibcben  der  Ebene  der  xy  und  einem  in  der  Eotferuang  x 
alt  ihr  paraUdaa  Sehaitta  ist: 

Jede  der  Hyperbeln  hat  Asymptoten,  deren  Gleichuagen: 
fiir  die  erste       «=:t^f,  ^  Jf=:0; 


flr  dka  swalte    «=s  —%»  «sO. 

^  c 

LSsat  man  nun  eine  TerSnderliche  Ellipse,  genau  vrle  so  eben, 
sieb  auf  den  Asyroptotenarmen  bewegen ,  so  findet  maa  ala  Glei* 
cboDg  des  entstahaaden  Asymptotenkegels: 

y*    »•  n 
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D«r  iDhftlt  Stfleks  iwMien  4er  SpitM  und  ein«»  «tt  der 
Ebene  de?  ay,  in  der  Entremttiig  «  pandlel«!  Sclmitttt  lit: 

Äoö  /   ^  8A  =  «06  « 
eo  die«  das  xwiechen  Keg«l  und  HjrptriMiloid  He^deKUrpenlBcfc: 

Das  Hyperboloid  mit  zwei  FScIkerik« 

DenkcD  wir  uoe  in  der  Ebene  der  xx  eine  HypeiM,  deren 

reelle  Axe  2c  mit  der  Axe  der  deren  Ima^näre  Axe  2a  mit 
der  Axe  der  x  und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Anfangj^punkt 
xttSamcoenfäUt;  ferner  eine  ziveite  Hyperbel  in  der  Ebene  der  «s, 
deren  reelle  Axe  2c  \Tieder  mit  der  Axe  der  deren  imasinire 
SA  out  der  Axe  der  ^  und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Anlange* 
punkt  7:usnnimpT)faIl(;.  iM;id  lasse  nnii  eine  !'.I!ipso  («;o\volil  tinter 
als  über  der  Ebene  der  ar^)  sich  parallel  der  Üben«  der  .r//  so 
bewegen 4  dass  die  Endpunkte  der  Hauptaxeii  betitündiir  aut  deo 
vier  Hyperbelarneii  e^n.  Man  mlan^^t  die  Gleichung  ^er  erseng- 
tmiFIllcbe. 

Die  Gleichung  der  Hyperbel  in  der  Ebene  der  m  i«t 


der  in  der  Ebene  der  yz: 

Sei  nnn  die  bewegliche  ElUpse  in  der  Entfernung  k  von  der 
Ebene  der  «y,  so  eind  Ihre  Hanptaxen: 

a)   parallel  der  Axe  der  Jiii 


b)  paraUel  der  Axe  der 


Abo  eind  die  Gleicbnngen  dar  bcwegliliben  EIHpee: 


I 
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wonw  Mm  ab  GMcbung  d«r  enaagtan  Fliehe  bigts 

Diese  Fläche  besteht  ans  ^wet  ganz  getrennten,  Ronst  aber  »lei- 
cben  Stückeo,  deren  Eutlcruung,  Scheitel  von  äcbeitei,  gleidi 
8c  ist  Du  KOrperstack  vom  2$cheitel  bu»  2U  dem  mit  der  Ebene 
der  jsy  in  der  Entfeniv^  s  pnmllelen  Schnitte  int: 


Die  GteicliuDg  des  Asymptoteniiegcls  int,  wie  oben: 

Das  Stflck  dennelben,  Tom  Anfiuignpnnkt  bin  zu  den  obigen 
Schnitte  Int: 

A  /^**ni 

«0  denn  den  nwieehen  Kegel  nnd  Byperboloid  befindlidbe  Stieb: 

«i6(x-|) 


Den  elllptinche  Pnrnboleld 

Denken  wir  uns  to  der  Ebene  der  xz  eine  Parabel,  deren 
flnnplaze  mit  der  Aie  der      deren  Scheitel  mit  dem  Anfiuig»* 

^kt  innnmaienftilt,  nnd  deren  Fnrnmeter       iel;  ferner  eine 

xweite  Parabel,  deren  Scheitel  gleichfalls  kn  Anfangspunkt  li^t, 
di»  In  der  Ebene  der  «s  eich  no  befindet,  dann  ihre  Hauptaze  mit 

der  Aie  der  z  zusanimenlalit  und  ihr  Parameter  —    ist.  Je  nach- 

c 

dem,   ob  c  positiv  oder  negativ  ist,    werden  vier  Parabeiarmc 
über  oder  unter  der  Ebene  der       sich  befinden.   Man  lasse  nun 
ehie  EUipse*  wie  im  Früheren,  sieb  pnmilel  der  Ebene  der 
bewegen,  ne*  dnen  dte  «finden  Ihrer  tfwptnzen  «rf  den  Tier  Pk> 
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labolanDeo  sidi  b«fioden  WelebM  Ist  die  Gleichung  der  entsto* 
benden  FlScbeT 

Die  Gleicbang  der  ersten  Parabel  ist  der  sweiten 

— ».  Daraus  folgt,  dass,  wenu  die  bewegliche  Ellipse  in  der 
Entfernang  k  von  der  Ebene  dm  d^y  ist,  die  Axee  derselbe« 

s  ttod  werden,  se  dus  ihre  Gleichoogen] 

^d,  Wernas  nnn  als  Gleicbang  der  ereeogton  FlScbe  folgt: 

Diese  Mache  Hi  c^t  t?anz  auf  einer  Seite  der  Ebene  der  a>y;  der 
Antanijspunkt  der  Koordinaten  ist  ihr  Scheitel.  Zwischen  dem 
Scheitel  und  einem  mit  der  Ebene  der  io  der  Eutferoung  s 
panilel  gelegten  Schnitte  ist  das  Körperstfick 

mj     c  e 

o 

Diese  Flächenräume  wachsen  also  mit  dem  Quadrat  der  Ordinate 
X.  Der  Inhalt  eines  Kegels,  der  denselben  Scheitel  und  densel- 
ben Schnitt  Sur  GrondflJtebe  bStte,  wäre: 

2s  z  2« 

SO  dass  das  Hyperboloid  um  die  Uilfte  toebr  ist. 


Das  byperboiiscbe  Paraboloid. 

Denken  wir  uns  in  der  ii^Ucue  der  a:z  eine  Parabel  vom  Pa- 
2o* 

ranfeter  —  ,  deren  Uanptaxe  auf  der  Axe  der  x  liegt,  und  deren 

Scheitel  in  den  Änfangspnnkt  ftlU;  sodann  eine  sweite  Pafabel 

26» 

▼om  Parameter  —         deren  Hauptaxe  gleichfalls  auf  der  Ax» 

der  z,  die  Parabel  selbst  in  der  Ebene  der  yz  sich  betimlet,  wäh- 
rend der  Scheitel  wieder  mit  dem  vorigen  xaMammeoiSllt.  Es  ist 
klar,  daas  Jetst  awei  Parabelarnie  nach  eben,  awei  naob  nntaa 
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gehen.  Man  lasse  nun  zwei  Hyperbeln  von  der  Ebene  der  xy  aus. 
parallel  mit  dieser  Ebene,  sich  so  bewegen,  das«  die  Scheitel 
ihrer  reellen  Hauptaxrn  sich  auf  den  Parabetarmen  befinden,  wäh- 
rend die  Hyperbeln  koTijiifiirt  sind,  d.  h.  die  reelle  Axe  dereinen 
gleich  der  imaginären  der  andern,  wenn  die  Hyperbeln  gleich  weit , 
MMteben  ^00  der  Ebene  der  xy.  Welches  Ist  die  ISIekhung  der  * 
entotehenden  Fliehet 

£5  i&t  liiar,  dass  eine  Uyperloei  sich  nach  oben,  die  andere 
nach  nnteo  bewegt  Wir  mOeeen  oitn  Iswei  FSlIe  nnterecheiden. 

1)  Sei  c  positiv.  Alsdann  ist  die  Gleichmur  der  obem  Pa> 
mhel  a^9a-^x,  der  n^tera  —  &  !■  der^Eotfenrnng  h 

irt  die  reelle  Ke»  der  obem  Hyperbel  a^^\  lo  der  Bnifer» 

nnng  ist  die  reelle  Axe  der  niitern  6^^«  Demnach  sind 
die  Glelehnngen  der  obem  Hyperbel: 

 X— -*-Ä=l.  *=A; 

2a«  ■=  26»^ 


der 


äI,  s 


c  c 

In  bdden  Fällen  folgt  als  Gleichung  der  erzengten  Fläche: 

ir  _  ^ 

2)  Sei  c  negafiT»  Alsdann  ist  die  Gleichung  der  obere  Pa- 
2A*  2a* 
rabel  «*= — —  *,        nntem  2.  Die  reelle  Aze  der 

obem  Hyperbel  in  der  Entfemnng  h  ist  der  andern 

hl  der  Entferanag  —  A:  ^ ;  also  die  Gleichongen  der  obem 

Hyperbel; 

e  c  ' 

der  untern: 
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woraus  ivled«r  als  Gleicliviig  dm  Flieh» : 

la  jedem  Falle  sieht  man,  besteht  die  Fläche  aus  ?ie^  Theileo, 
die  sich  in*  ÜBendliche  entreckeD.  Diese  vier  Tbelle«  gfehea 
sich  gewissennasseD  im  Kreuz  entgegen.  Da  für  den  Fall  Ajj6 
die  ooere  Hyperbel  sowohl  als  die  untere  aich  in  die  Linien 

Terwaoilelu »   so  vereinigen  sich  die  vier  Stücke  in  diesen  zne\ 
Lioisn,  die  alebts  Anmres  sindt  als  die  Asymptoten  der  Hy 
perliel 

^'^    vi  —  1 

Weitere  UeCefsnehnngen  dieser  FUche  Hcgeo  ßlr  6m  Angm^ 
bilde  ausser  unserer  Betraebteng.  , 

\  • 
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Heber  Ijanlbert»  Satz  Yon  der  Qua- 
dratur paraboliselier  Sectoren« 

Von 

dem  Herausgeber. 


Das  scbune  Theorem  von  Lambert  oder  Euler  über  die 
Quadratur  parabolischer  Sertoren  ist  in 'der  Astronomie  bekann- 
ter wie  in  der  Geometrie;  aber  sebr  mit  Unrecht,  da  seine  geo> 
metrische  Elmaus  gewiss  eben  so  gross  ist  wie  sein  Mutzen  in 
der  Astronomie  bei  der  Berechnung  der  als  Paimbelo  betrachte* 
ten  Conietenbahnen.  Es  ist  daher  sehr  tu  Tvfinscben,  dass  das- 
selbe bald  völliges  liürgerreclit  in  der  I^chrf  von  den  Ke<;el8€bnit' 
ten  erhalte,  was  bis  jetzt  leider  noch  nicht  Uor  l^ail  it»t. 

Man  findet  diesen  schonen  Natz,  in  Verhindunp:  mit  verschie- 
denen astronomischen  Lehn  ti  und  in  unmlttelhnrcr  Reziehurtg  auf 
diese,  in  der  eleganten  kleinen  Schrift  von  Lambert:  insiguio- 
res  orbitae  cometarum  proprietates.  Aug.  Vindelie. 
1761.  §.  83.  und  aui  h  in  seinen  Hei  trägen  zum  Gebrauche 
der  Mathematik.  Tbl.  IIJ.  t».  '257.  In  ^der  Tbeorin  motus 
corporum  coelestium.  p.  119.  bat  jedoch  Gauss  uachge- 
wiesen,  dass  die  emle  BrMung  dieses  sehSneii  Satses  eigent- 
lich Euler  gebührt.  Schon  vor  einer  langen  Reihe  von  Jal  irea 
bahc  ich  für  denselben  einen  Re\vci<  in  Orelle's  Journal  der 
reinen  und  angewandten  Mathematik.  Tbl.  XVI.  S.  21. 
gegeben,  welcher  bloss  ganz  elementare  Betrachtungen  der  ana- 
lytischen Geometrie  in  Aospruch  nimmt,  und  habe  verschiedene 
andere  Sätze,  namentlich  anch  einen,  wie  ich  glaube,  merkwür- 
digen Ausdruck  für  den  Flächeninhalt  eines  paraboli.<3chen  Seg- 
ments, blDzuja;efSgt  Indem  ich  aus  zuiaUiger  Veranlassung  diesen 
Gegenstand  jetxt  wieder  anfnehme,  will  idi  im  Fel^e&deiii  ^m* 
Beweis  des  in  Rede  stehenden  merkwtrdigen  Theerems  gebent 
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dtr  swa?  auf  «Iner  elnfiuAeD  Betraebtong  mit  Hillfa  4er  lotipral- 

rechnuDg  beruhet,  sonst  aber  sich  bloss  elementarer  analytisch- 
trigonometrischer  Heelmiinjren  und  einiger  keiner  Schwierigkeit 
unterUegenüeo  aritiituetischen  Transformationen  bedient.  Uebri- 
gena  wM«  ea  auch  leteht  aein,  die  An^rendonff  der  Integral- 
rechaung  outtalat  der  itekannten  Quadratur  der  Parabel  ganz  an 
nmKehen  ,  und  dann  würde  der  Aufnahme  des  folgenden  Bew  eises 
in  die  Elemente  der  Kegelschnitte  nach  meiner  Meinung  nichts 
entgegen  atehea.  Die  Substifuirung  einer  ganz  elemeotaieii  Be- 
trachtnog  ffir  die  im  Folgenden  angewandten  wenigen  lategral- 
formelri .  —  die  nhris^eiis  ganz  allgemein  bekannt  sind,  «^kami  ich 
aber  hier  tüglicb  den  Lesern  vollständig  überlassen. 

Dia  allgttDdne  PoIaigMc^wie  der  Barabel  iat  bekanntlich 

WO  der  Winkel     Ton  dem,  von  dem  Brennpunkte  der  Bwabel 

nach  iherm  Scheitel  gezogenen  Radius  vector  an  immer  nach  die- 
selben Seite  hin,  etwa  nach  der  Seite  hin,  auf  welcher  die  po- 
sitiven Ordinaten  genommen  ^verden,  von  ü  bis  360"  gezätiit 
wild;  also  ist 


iAcos^9* 


und  folglich 


Bezeichnen  wir  aber,  indem  wir 

annehmcD,  den  Flächeninhalt  des  zwischen  dem  von  dem  Brenn- 
punkte der  Parabel  nach  ihrem  Scheitel  gezogenen  Radius  vector 

■^p  und  dem  Hadius  vector  r  enthaltenen  Sectors  der  Parabel  durch 

so  ist  nach  einem  bekannteD  Satae  der  Integralrechnmig 

alao  nach  dem  Obigen 
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rinn  fiodtft  man  aber  laicht  aaeh  eiaar  bakanntaa  IntagvalfariBal 

•der 


/>f  l       1      /         1  \ 

^     cos  2  9  cos  2  9 

I         j  l+2co»^9* 
Äjtangj^.  T 


cos  ^  g)* 


Aiso  ist  nach  dem  Obigea 


»«       1      l  +  2coagp9« 
cos  ^9* 


Nim  iat  aber 


«ad  falgUcb»  weil 

iatj  also  linl^  and  008^9  poaitiT  aiacl: 

•'■•19= -3^.  «»j»=5^; 
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folglich 


Ferner  tindet  man  leicht: 


TT  " 

COS  j|  gp'  . 

■ 

Fotglidi  ist  nach  dem  Obigen 

5=^  V/>.(2r+;>)  Sfl^p. 

Besdehnen  wir  nun  Überhaupt  den  xwischen  den  beides 

Vectorcn  r  und  r'  ofitfialttMicn  Scrtor  (Irr  Parabel  durch  urui 
nehmen  in  dem  Falle,  wo  r  \\\n\  r'  aul  einer  und  dorsellicn  Seite 
der  Axe  der  Parabel  liegen,  au,  dass  r*  grösser  als  r  sei,  «>o  ist 

Ö=5j\v>-  iC^ir'+p)  ViF^  T  (2r  +p)V'4r=];j, 

indem  man  in  dieaer  Gleichong  das  obere  oder  untere  ZeidMo 
nimmt,  jenachdera  die  Vectoren  r  und  r'  auf  einer  und  derselben 
Seite»  oder  auf  veraehiedeneii  Seiten  der  Axe  der  Parabel  liegen. 

Die  Ton  den  Vectoren  r  und  r'  mit  der  Axe  der  Parabel  ein- 
geschlossenen  und  a«f  bekannte  Weise  genommeaea  Winkel  ba- 
aeichaen  wir  dnicb  ip  uad  9',  so  daaa  also 


r=  — ,     rss  1- 

deoa^^  dcoa^^'* 

ist,  und  den  von  dpr»  beiden  Vectoren  r  und  r*  mit  einander  ein- 
geschlossene d  ,  uacti  der  Seite  der  Parabel  hin  liegenden  Winkel 
wollen  wir  im  Folgenden  durch  0  bezeichnen. 

Betrachten  wir  nun  zuerst  den  Fall  ,  wenn  die  Vectoren  r,  r* 

auf  einer  und  derselben  Seite  der  Axe  der  Parabel  iieceo,  oad 

nehmen  arüsserer  Bestimmtheit  wesen  an,  dass  diese  Vector^ 

beide  aar  der  pesitiTen  Seite  der  Ize  der  Parabel  liegen  aad 

1  1         .         . . 

r'>r  sei,  so  Hind  offenbar  cos^  9?    und  cosjj-y'  beide  positiv, 

also  nach  dem  Obigen 


2cos^9  2cos^' 
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oder 


foJIgUeh 


Vji= 2co»^  qf ,  Vr,     Vp  =s  2co8 1^*.  Vf'  ; 


1  l 


Nim  ist  aber  in  dtosen  Falle  oiieDbar 


alio 


folgiicb 


CM  j  9'.  Vr*  SS  cos  ^  — ^.  Vr ; 


Vr      ^^^y-''^^^         1,1  1 

 j  =eos^a— sm|6teng«9, 

cos^ip 


tang^9>=— '  1  1 

^Ofi^.Vr' 


I  Vr*— OMa^.Vr 
tw«Jf^=  TT 


am^d.Vr 
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GM29>*»  1 —  »    WS  29  =  i — 

ist,  so  ist»  wie  man  leicht  ündet: 

cosay'^  i  ;ZLr"""' 

cos  rt  9'»=  1  » 


also  nach  dorn  Obigen  % 


P=  1  — : 

Hieiftos  folgt  mittelst  leichter  Rechmiiig: 


4r(Vr-cos^ÖVrO* 

4r-p=  i  — ■ 

r+r*— Scoa^fl.  Vrr* 

MVr'— cos  a  ö .  Vr)» 
41^-^=  1  


r +  1^-2000^6.  V^rf 
und 


r 


r-fr'— 2cos^6.VnP+  SraiD^ds 
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Well  aoter  der  gemaehfen  Voraussetzung  tang  ^  <p  und  tang  ^  <p' 
beide  pofiitiv  siod,  so  sind  nach  dem  Obigen 


1  .  1 

Vr  —  cos 


Vr  -  cosgö.  Vr',    Vr'  — cos^ö.  Vr 


DcgatiT«  positiv; 
also  Dacb  dem  Vorbergebendeo 

1 

  "2  (  Vr  —  cos  ^  ö ,  VrO  Vr 


1 


Nach  gehöriger  Substitution  in  die  aus  dem  Obigen  beicannte 
Formel 

e  Ä  ^  Vj» .  <  (V+p)  V4r^p— (2r  +p)  ^4^^  J 
erglebt  sieb 

vp"" 

v/(r4.r'^2ees^  • . Vw^ f  Ärsm 1 0>)(Vr'-coe  |  $.Vr)Vr' 
(r+r'-^s ^  0 .  VW +  r'-*2coB  ^ VrF 

r(r  +  r'— 2co8  ^  6 .  V  rr^     ir'sin  .j  6*;  ( Vr— cos  1 0 . Vr  )  v  r 

+   j  _      I  .   

(r  +  r -2cos^ö.V^rr'  )y  r +  r'-2cos2Ö.Vrr' 

Der  Zahler  der  Stimme  der  beiden  Brflcbe  auf  der  recbteo  Seite 
des  Gleicbbeitszeicbeos  ist 


Theil 


30 
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l 

+  r  (Vr— cos^  Ö.  VrO  Vr] 
+  aiysini    KVr'— CO«  ^d.VrH^r'  +  (Vr— co«  ^  AV»OVr  | 

Setzt  man  jetzt ' 

und  töst  diese  qnadratieefae  Gleichung  in  ßezag  auf  r-f  r  als 
unlielcannte  Grliese  auf,  no  erbSlt  man 

I2cos' ö.y^?" 
X  _ 

fdflo  lat 

(r+r')»~(r-frOco»  ^e.  V^;y"-  2rr'co«  ^ö« 
und  folgUch  eiliger  Zaiiler 

4 

(r+r'+coe?ö.V'TT^)(r+f'— 2co8|ö  VfP")« . 
Datier  ist  oacli  dem  Oiiigen  ,  ' 
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oder 

e  =^  Vi» .  (r +r'+  CO« ^  0 . VrF )^r  +  r' -2 cos  ^  ö .  • 

Weil  fliege  Formel  in  Be/ug  auf  r  und  r'  völlig  synunetrisch 
ist,  60  ist  es  nun  nicht  mehr  nuthig,  anzanehmen,  dass  r'  der 
grössere  Radius  vector  aei,  indem  man  vielmehr  in  dieselbe  jede 
zwei  beliebige  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Ajce  der  Parabel 
liegende  Vectoren  einführen  kann.  Auch  ist  es  natürlich  nicht 
weiter  nothig  anzunehmen,  dass  r,  r'  aul'  der  positiven  Seite  der 
Axe  der  Pbnibel  Itegeo. 

Wir  wollen  nun  auch  den  Fall  betrachten,  wenn  die  Vectoren 
r,  r'  anf  versrhiedenen  iSeiten  der  Axe  der  Parabel  liegen,  und 
wollen  lür  s  Lrtite  grösserer  Bestimmtheit  wegen  annehmen,  dasa 
r  auf  der  Degati?en»  «of  der  positiven  Seue  der  Axe  der  Pa> 
rabd  Bege. 

Weil  in  diesem  Fülle  unter  der  so  eben  gemachten  Voraus 

1  1 
eetxang  offenbar  coe^^  negativ  and  cos  ^9'  positiv  ist,  so  Ist 

Vr=:-^  ^— j  ,         VT  —  2 — - 

2co8  2  <P  2cos  2  9' 

oder 


folglich 


cee  ^  9.  Vr = cos  1 9' .  Vr* 


Nun  ist  aber  in  diesem  Falle  offenbar 

^'=r9,+d— 360»,  d+380»; 


80» 
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r 


folglich  nach  ^em  Obigeo 


1  1 


worans  ganz  eben  so  wie  vorher 


an 


■o  wie 


tmd 


taDg^9=  1  , 

taDg^V*«  1  4 


P  =   i — 


4i<Vf— CO»  I  VtO* 
4r-pW  j  — . 

T+r'-acos^ö.V^rr' 

4r'(v'r'— cos^ö  .yr)* 
4r'-|iÄ  [  ; 


^^psSr  =  j  =— , 
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5ir '  + 1? = 2r '  —  =  ^  _ 

folgt 

Weil  unter  der  gemacbteo  VorMisseUung  üing^y  negativ  und 
taog^^, positiv  ist,  so  ist  nacb  dem  Obigen 

Vr— cos^ö.Vr,   Vr'  — cos^Ö.yr 

respective 

positiv»  positiv; 
also  nach  dem  Vmliergeboiideii 

1 

2(Vr— COS50.  VrOVr 

V5^=-P=  

  2  ( Vr'  ~  cos  i  ö  .  Vr)  Vr' 

y  r+r'— 2cos2Ö.V^iy 

Mach  gehöriger  Substitution  in  die  aus  dem  Obigen  beliaoote 
•  Formet 

ergiebt  sich 

r'(r-|V— 2eos|0 .  VfF +  arsiü  ^d^CVr'— cos  ^  $.Vr)Vr' 
(r+r^-acos^'V^)  y  r+r'— 2co8^d.VrF 

r(r  +  tZ-Scos  ö  .V^+2r'sin  ^  ö")  (Vr-cos  g  ö  Vr')  Vr 

+  I       —    4  /   1        —  •  ' 

(r+r'--2cos26>.V^rr')  y  r +r'— 'icos^  Ö.V'rr' 
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welches  w tetler  ganz  dieselbe  Formel  wie  oben  ist.   Also  ist 
in  diMem  Falle  gaDS  wie  oben 

und  da  diese  Formel  in  Bezug  auf  r  und  r'  vüIHj^  symmrtrlsf  h 
ist,  80  ist  es  nicht  nöthiir,  dass  r  aut  der  negativen,  r'  aul  <lrr 
positiven  iSeite  der  Axe  der  Parabel  liege ,  sondern  es  kann  auch 
umgekehrt  sein. 

AIh  Resultat  der  canzeu  vorigen  Betrachtung  ergiebt  b'n  h. 
dass,  wenn  r,  r'  zwei  beliebige  Vectoren  der  Paräel  sind,  und 
$  den  Ton  diesen  beiden  Vectoren  eineescfafoesenen,  nai^  der 
Seite  der  Parabel  bin  liegendeo  Winkel,  der  von  0  bis  360® 
wachsen  kann,  bezeichnet,  in  völliger  Allgemeinheit  der  Fiftcben* 
Inhalt  des  parabolischen  äectors  &  durch  die  Formel 

dargestellt  wird. 

.  Bezeichnet  nun  $  die  Sehne  der  Parabel,  welche  die  End- 
punkte der  beiden  Vectoren  r»  mit  einander  Yerbindet,  so  ist» 
jenacbdem 

0<9<180» 

oder 

ist»  nach  den  Lelireo  der  ebenen  Trigonometrie  reepectire 

«a=:r*4.r^~.2rr'co8d 

oder 

*^ = rH    — 2rr'cos(3eO"  -  Ö) ; 

also  allgeaiein 

= r  ^ + r"^  ~  ^rr'cosö, 

# 

und  folglich 


irr' 


also 
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2c«.  j,6»=  1  +  — =  — 5jr- . 

folglich 

uod  hieraus,  hcdu  man  das  obere  oder  untere  2eicbeii  mmiuc, 
jenacbdem 


oder 


ist: 


oder 


C08  ^Ö.  VrF=  £ ^  V^(r  +  r')'*-«*  t 

*icea^0.  Vf?^ =  iVör+r')»— • 
Folgiich  int  oacb  dem  Obigen 

e=  j4  V|i.«2(r+rUV (r+fO*-i»|^ y+r^V^Tn 

irenii  man  immer  die  olieren  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jeDach* 
dem  der  von  den  Vectoren  r,  r'  nncb  der  Seite  der  Paraoel  hin 

eingeschlossen*»  Winkel  ein  concaver  oilrr  eh\  ronvoxer  Winkel 
ist,  was  auch  im  Folgenden  stets  festgehalten  werden  solL 


Nan  setM 

y^r+  r'  T  V (r  +r')*-**=  Vor  ^  • 
so  ist,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt: 


und  folglich  durch  Vergleidniiig  der  rationalen  nod  irratioimleD 
Theile  auf  beiden  Seiten: 
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wonmSy  fadim  jetit  keine  Beziehtioe  der  Zeichen  zu  deu  obiseo 
Statt  finden  solf,  ^  ^ 

r 

folgt»  ■<»  d«M  man  lolglich  die  beiden  Gleiehnngea 
hat,  ann  denen  aieh 

2 — *  — 3  

ergiebt  IIa  oua  im  Obigeo 

positiv  geuommen  ist,  so  mms  man 
aetaen,  weil  von 

das  obere  Zeichen  einen  negativen  Werth  Uefert,  der  hier,  eben 
.weil 

4 

positiv"  geuommen  «ordeii  ist,  nicht  statthaft  ist. 

Dies  Torausgesetzt  kann  mao  oen  leicht  B  aaf  folgende  Art 

ausdrücken: 

also  ist»  wenn  maa  multipUcirt; 


??  , 
Vp 

d.  l 
oder 

od#r  auch 

Die«  ist  der  merkwürdige  AnsdroclL  fttr  den  Fllcheninbalt  * 
eipes  {maboKschen  Sectors,  welcher  gewOhnlicli  nach  Lambert 
benannt  wird,  aber  eigentlich,  wie  »vir  oben  bereits  bemerkt  haben, 
schon  früher  von  Euler  gefunden  worden  ist.  Ausser  dem  Para- 
meter der  Parabel  ist  also  h\o&B  die  Kenntnis^  der  beiden  einen 
parabolischen  Sector  begränzenden  Vectoren  und  der  dem  densel> 
Den  gleichfalls  begrenzenden  Bogen  der  Parabel  angehörenden 
Sehne  nöthig,  um  dessen  I' lächeuinbalt  mittelst  der  Lambert'scbeo 
Formel  ber^boen  zu  können.  > 


JLMa. 

BesUmnuiBS  der  Isiase  der  auf  einra 
Hegel  eiHekelteta  ScliraulieiillBle. 

Von  dem 

Herrn  Profeseor  Dr.  J.  Dienger 

M  der  |K>ljtMlUilie||«n  Sdiale  w  Carlcrnlitt» 


Eine  Gerade  bewege  sieh  uro  eine  andere,  indem  sie  mit  ihr 

beständie  denselben  \Vinlcel  ce  macht  und  sie  beständig;  in'  dem- 
selben I^nlcte  trifft  Auf  ihr  hr"  ogt  sich  ein  Punkt  gegen  letztere 
hin:  weiches  ist  die  von  ihm  beschriebene  Kurve,  wenn  bmde 
Bewegungen  gleichföraili^  sind? 

Die  fragliche  Kurve  ist  eben  die  in  der  Aufschritt  genannte. 
Sei  also  y  die  Wiolcelgescbwindiglceit  der  bewegten  Geraden,  ß 
die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Pnnirtes,  und  nehmen  wir  eia 

rechtwinkliges  Koordinatensystem  so  an,  dass  die  feste  Gerade 
darin  die  Axe  der  r  ist;  die  Ebene  der  xy  sei  so  gewählt,  das« 
der  bewegliche  Punkt  anßinglich  in  ihr  liegt;  femer  sei  die  Aze 
der  a  so  genommen,  dess  die  bewegliche  Gerede  anfönglich  in 
der  Ebene  der  xz,  also  der  bewegliche  Punkt  in  der  (positiven) 
Axe  der  .r,  und  die  (positive)  Axe  der  y  sei  so  p^(;^vahlt,  dase 
die  Be^v c<^niiii;  der  Geraden  von  der  positiven  Axe  der  x  gegen 
die  puäiüve  Axe  der  y  geht 

• 

Am  Endo  der  Zeit  /  Hecrt  die  bewofrliche  Gerade  so,  dass 
ihre  Projektion  mit  der  Axe  der  j:  den  Winkel  yi  macht,  währoiul 
der  bewegliche  Punkt  in  ihr  um  die  Län<;e  ßt  gegen  den  festen 
Paukt  gegangen  ist.  8ei(Taf.IX.  Fig.5.)  Oder  Anfangnpunlct der  Konr 
dinaten,  Oi^  dicPrDjektionderbe^vpqltrhcn  rridr'n  (nm  Fiidc  der  Zeit 
I)  auf  die  £k>cne  der  xjf,  so  macht  die  bewegliche  Gerade  selbst 


mit  der  Ebene  der  sjf  den  Winkel  ^ — a,  ferner  tat  xOB^^ift 

Ist  also  die  Entfernnnf];  rics  Otirchschnittspunktes  der  beweglichen 
Geraden  mit  der  Axe  der  :  von  O  gleich  a,   so  ist  die  Länge 

jener  Geraden  gleich  — die  von  Ofirotga.    Ist  1>  die  Pro* 

jekiioD  des  beweglichen  Punktes  anf  die  Ebene  der  xy  in  der- 
selben Zeit,  si»  Ist  B Drrzßtsina,  al^o  CD=at{*a — ßs'wa.t  Sind 
also  X,  1/ ,  z  di(;  Koordinaten  des  bewegUcheo  Punlctes  am  Ende 
der  Zeit  l ,  ho  hat  man : 


(2) 


(atgtt-^j}|Bin«)cos(yO,\ 
y  »  (otgtt— /}faino)sin(y^  j    (I)  * 

Durch  Elimination  von  t  erhiilt  man  die  (zwei)  Gleichungen  der 
bescbriebeoeu  Kurve  (Schraubenlinie.)  Aus  der  letztem  Gleiciiuug 
ergiebt  sieb: 

■  '-^  ■ 

pcosct 

♦ 

M  4au  dte  GMcbngm  4er  Sehiaiibcaliaie  ibid: 

,=(«-,)tg«.cos(^). 

S,=(«-.)»g..«n(^)., 

ß 

Eben  so  erhält  man  hieraus: 

als  Gleichung  der  von  der  bewegten  Geraden  beschriebenen 
Kegelfläche.' 

Soll  die  Schraubenlinie  auf  einem  Zylinder  vom  HaJbmeeser 
r  sein,  so  ist  <i  =  (x>,  otga=:r,  o==0j  also 

«=rcos(^^^,     ^^rsin^^),>  (4) 

Der  Weg,  den  der  beneeliche  Punkt  zurücklegt,  während  die 
bewegliche  Gerade  eine  l)m<nehnng  voUflodet»  beisst  die  Höhe 
des  Scbraubengangs. 
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Nuo  erfolgt  eioe  vollständige  ümdreiiuiig  in  der  Zeit  — » 

nach  iät  die  liulic  des  Schraubeogangs  Helsst  mao  die- 

selbe     80  ist 

also  sind  die  Gleicbungeii  der  ächraubeaUaie  (2); 


«0 


die  dw  (4): 


<f>) 


2n 

Seilt  iiisii  sur  AbkflrauDg  j^^i^f  so  ergiebt  sich  «os  (9): 

somit  die  Linoe  des  Bogens  der  Knnre,  weim  er  von  x=0  au 
gerecluet  wire: 

o 

Setzt  man  a — z— ^,  z=a--y,  so  ist  dieselbe: 
Integrirt  man»  so  ergioM  sicli  als  fragliche  Länge : 
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äSgflf   «V(a — 2)  Atga  +      +  (a— 2)^Ä*  tgW  *  ' 


Will  man  dieLftnge  derScbfaabMlUiie  bis  nun  ToUendetea  Uten 

Umlaufe  (n  auch  eine  gebrochecie  Zahl),  so  hat  man  2=:—^  cosa 
SU  setzen.  Die  vorkommenden  Logarithmen  sind  natürliche. 

Ffir  den  Fall  des  Zylioders  ist  at§az=r,  «=0»  asoD»  also 
die  Längs: 


wie  bekannt 


.Für  z  =  a  h("rt  rlie  Kurvs  in  der  Spitse  des  Kegels  auf;  also 
ist  ihre  gaiize  Lange: 

g  5;^- Iog<iiAte«+V  l+o*^^).  (9) 

Bfan  findet  leicht,  dass  dieTang^ente  an  die  Kurve  (2)  im  Punkte 
(ggf  y  ,  z)  mit  der  durch  denselben  Punkt  gehenden  Lage  der  he- 
v^pniii  heil  Geraden  einen  Winkel  d  macht,  bestimmt  durch  die 
Gleichung 

imd  im  Falle  der  Kurve  (4) : 

dessgleichen,  dass  die  Nonnale  an  die  Kegelfl&che  (3)  in  diesem 
Punkte  senkrecht  auf  der  Tangente  der  Kurve  in  demselben  Punkte 
steht 

Wenn  man  die  KegelflSche  in  eine  Ebene  abffickelt,  so  legt 
sich  die  Schraubenlinie  ebenfalls  in  die  Ebene.  Ihre  Gleichung 
findet  sich  i'olgendermassen. 

Die  Linie  ^i^(raf.lX.  Fig.6.)  drehe  sich  mit  der  WinkeleeschH-indig- 
keitxsina  am  A,  während  B  gegen  Ä  mit  der  GesehwIncUgkeit  ß  hin* 


schreitet.  Die  cntatandene Kurve  Ut  die  Abwickelung  der  Schraabeo- 
Uoie,  wenn  man  die  einzelnen  Theile  dieser  Kurve,  statt  forüan- 
Tend  an  einaiider  tu  liegen ,  woo  einaiider  treimt  Uknkt  man  skb 
nfitulich  //  als  AafaDgaponkt  und  beaehreibt  mit  AB  einen  Kreis, 
80  wird  die  so  eben  gesuchte  Kurve  ein  oder  niehrere  Utul  infe 
machen,  bis  sie  in  A  ankommt.  Man  wähle  nun  zwei  Linien  AB, 
AD  sü,  dass  der  Bogen  J}D=z2antga  (dem  Umlane  der  Gmod» 
Hiebe  <lea  Kegels) ,  lege  nnn  naeb  einander  aa  A3  v.  «.  f.  na 
A  Winkel  gleich  BAD,  und  lege  die  zwischen  ihnen  liafiiMlIifdvM 
Stücke  der  Kurve  in  derselljcn  Lage  in  den  Winkel  'HAH.  so 
werden  diese  Ütücke  die  Abwick^^lnnfiren  der  ISchraubenlioie  sein, 
während  die  Fläche  ABD  die  Abwickelung  der  Kc^elflache  ist 
Da  der  Poobt  B  den  We^  2ajcta;«  macht  m  deraelben  Zeit,  ii 
der  oben  eine  Umdrehung  der  Linie  AB  statt  batte>  ao  lässt  sich 
leicht  die  Winkelgeschwindigkeit  Ton  AB  beatimmen.  Sei  ni»* 
lieh  T  diese  Zeit,  ao  ist 

Ist  non  /  die  Wfaikeigescbwindigkeit  von  AB  in  dieser  leMiai 

Bewegung,  so  ist,  da  AB^ 


a 


eoa« 

a 


y'—ysina,  (12) 


demnach 

Qffaina 

wie  oben  angegeben  wurde. 

Nehmen  wir  .1  als  Anfangspunkt  von  Polarkoordinateo,  und 
sei  AC  die  Lage  der  erzengenden  Linie  am  Ende  der  Zeit  I,  so 
iat  die  Lage  von  B  (B')  bestimmt  durch 

Winkel  BACitsji^.t, 
alao,  wenn  BACsz-^,  AB^rt 


* 
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a 


9 


coaa  iuuQa 


(13) 


eine  arcbimedUcbe  Spirale. 
Uwe  LSoge  fimlet  sich: 


ak  tga  —  ß)*  +  1 8p 


(14) 


Um  die  eiDem  Umgang  entsprechende  Linge  xn  finden, 
man  voo  f^=:0  bis  ^  =2miDa  integdren. 

Mau  aetze  ^=i(tgcur,  so  erbJttt  mau  aas  (14)^ 

~J^>r i+i«g^(«-«)»a*.  (t5) 


gesetzt  werilcu.  Da  die»»«  genau  mit  Obigem  zusaromenstimmty 
•o^folgt  daraiw,  das  die  Knnre  sieb  onvefbant  abificbeit»  was  in 
erwamn  war. 
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Heber  die  Bestimman^  des  Hfltel- 
punktes  einer  Fläclie  zweiten  firades* 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

■D  der  polytechnicchen  Schale  so  Carlarohe. 


Stellt 

die  tJleichimj»  einer  Fläche  zweiten  Grades  dar,  so  ^verden,  wenn 
diej»e  Fläche  eine»  Mittelpunkt  bat,  die  Koordiuateu  des^elbeo 
^0*  yo>  %  dorcb  folgende  Gleichnngeii  bestimmt: 

ABC-Älß^BE^CFH^DEF^* 

{DF'-BE)  GUEF—AD)  //+  {An—F^)J 
ABC-AiP^-^^SE^CF^^WEF 

Ist  nun  derNenner  dieser  AusdrQcke  nichtNull,  so  bat  die  Fläche 
einen  Mittelpuiikt.  Sie  bat  aber  deren  unendlich  viele,  wenn  «war 
der  Nenner  Null,  zugleich  aber  alle  drei  Zfihler  auch  Null  eiod» 
Nun  ist  aber,  sobald  der  Nenner  Null  und  einer  der  Zähler  Null, 
jeder  der  zwei  audercn  Zahler  Null. 

Meissen  nämlich  die  drei  Zihler  Z|,  Z|,  2^,  der  Nenner  N, 
■o  findet  man  ieichtf  dasa 
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tat  oufi  s.  B.  neM  iir=0  auch  2^=0»  «o  folgt  hienna: 

EZi-{-DZ^=zO; 

wofana  notbwendig  Zi^Z^^O,  was  den  Sats  beirdat 

lo  (Itesem  Falle  liegen  die  Mitt«|piiiikto  xnwaileD  la  goradan 
LioieD  (bei  zylindrischen  FIftcbeo). 

Als  Beispiel  wollen  wir  die  FUcbe 
bettaebtea.  Hier  ist: 

Also  Zi=Zb=^=:J7=:0.  Denkoi  wir  uns  aber  snerst  Cr=ff 
s/,  so  ergiebt  sieb: 

Jf""  DF-BE\EF^A[)-{^AB-F^ 
&  +  AC-FßMlF-AD 

d.  h.  alle  Mittelpunkte  liegen  aof  der  Geraden «  dereo  CHeicbangeii 

* 

sind.    Die  Fläche  selbst  ist  ein  elliptischer  Zylinder. 


Tbeil  XVI. 


81 
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Xlill. 

Eij^enschaften  der  sreraden  Kegel  und 
Kesetatunpfe  mit  dphttriMli  se*» 

ki'iiramteii  Gi  uudfläcben. 

Herrn  Schalrath  J.  H,  T.  Muller 


Wenn  mait  aus  zwei  Gegen  punkten  einer  KegelÜäcbe  mit 
den  sphärischen  Radien  o',  ^  zwei  Kugelkreise  G',  G**  be* 
schreilit,  so  sind  durch  die  Umfange  dieser  Krolse  zwei  gerade 
konische  Flärhen  hcstimmt,  welche  (lie  durch  Jene  Punkte  gehende 
fif'rnde  zur  gemeinschaftlichen  Axe  hnUen,  ao  dai>.s  firr  'Mittel 
puiikt  der  einen  konischen  Fläche  ausserhalb,  und  der  der 
andern  ionerhftib  d«r  Kugel  liegt 

Hier  soll  von  derjenigen  konisrlion  Fläclie  .uisjo^ÄngeD  wer- 
den» welche  ihren  Mittelpunkt  aUvSi^erhalb  der  KujU'el  hat,  ond 
sogleich.  ^'>9''  angenommen  sein.   Die  Eigenscbatten  der  andere 
Fläche  ergebeo  sich  später  sogleich  aus  denen  der  ersten,  wean 
'       negativ  genommeD  wird. 

Aus  jener  Verbiuduiti»  des  konischen  Raumes  mit  der  Kugel 
entstehen : 

1,    zwei  Kegel  C,  C"  mit  den  sphäriscli  ?re krümm 
ten  Grundflächen  G' ,  G",    deren  Axeu  sich   uui  dea 
KugelduFchmesser  nnteraebelden , 

*2.  und  ein  Kegelst umnfC  mit  den  lieidon  sphäri- 
schen Grundflächen  G'  und  G",  ^velcher  den  Kugd- 
durchmesser  zur  Axe  hat  und  dem  Unterschiede  jeoflf 
beiden  Kegel  gleich  ist. 
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3.  Der  Halbmesser,  lUe  Obortldie,  der  lobalt  dm  Kugel 
eoU  immer  mit 

r,      IT,.  A 

■ 

bezeichnet  werdeo. 

4.  Legt  man  durch  die  l^eiipherieo  der  Kugelkreiae  C,  G** 
Ebenen,  so  sind  die  HSben  der  xugehSrigen  Kvgelabecbnitte  ü'» 
21''  gleiob 

r(I  — c»)««^'),  ir(l— coe^'O; 

folglicb  iet 

Hieraui  erbsllntn  die  Kngelkesel,  nrelebe  G  und  G^'  sn  Grand- 
Hieben  und  den  Mittelpunkt  der  Kugel  wnx  Spitae  beben,  gleich 


und 


4 


Wer(!en  f!ie!^c  am  die  zu<;eh()rlgen  Kegel  mit  ebenen  Grund' 
fl&chen  vermindert,  so  erhält  laau; 

5.  Die  Kugelabecbnltte 

1 

1 

Aein^^sl'-^coe^,  se  tet 

=:(ifC08j)(l-€©e^)», 


folglieb  aueh 


1 


eder 
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a  =  sinjp*  (2 -f  cos^) .  Ä . 

6.  Der  Kegetstumpf  mit  den  ebenen  Grundflachen  f?i, 
Gii  .  deren  Peripherien  mit  deneii  von  G'  und  G"  zusammenial- 
len,  ist»  wie  man  sich  aUbaid  überzeugt» 

Wird  dieser  um  die  beiden  Kagelaheelmilte  TL*,  vermehrt, 
so  entetebt  unser  Kngelkegelstanipf  C  nod  man  crh8lt  nach 

Division  mit  ^  nr' : 

^ .  <C^(coe9'-H(»8«'0(iAn^4'Sine'8in("-|-s'o^'^ 

-|-4sinji('*-«in«'^osp' + 4s{q  V*~8in9"^089'% 

und ,  nachdem  man  das  Product  entivicicelt  und  das  Cianse  Ter- 
einfacht  hat, 

3 

jjj  .C=sin(^'+^")  (8ln<?'+8in^")+4»ini^'2+4sioi^"» 

=28iD;(p+^'0oosy(^'+r)/2sinM^'+^'0cosi(^'--^^^ 
+4sm4^-Mshi4^'*. 

Da 


•    .        I    •   y   ^it      t—COSQ*  .    I—  COSO" 


1  •  1 

so  ist,  wenn  die  Gleichung  durch  4  dividirt  worden,  weil 
4 

^Är»=Ä  ist» 
Es  ist  demnach 
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«I.  i.  Der  Inhalt  einea  KugelkegeietuBipfa  wird  ee- 
funden,  weoi  man  die  dritte  Potenz  dea  Coaioiu  der 

halben  Summe  der  Rndien  beificr  (irnndflh'rhf-n  mit  dem 
Cot»inu(i  des  halben  Uoterscbiedi»  dertielben  multipUcirt 
und  dieaem  vea  ]  aabtrabirteo  Prodacte  die  sugenOrige 
Kugel  lur  Etobelt  giebt 

Denkt  man  sich  bliesen  Stumpf  aus  der  Ku^el  berausgeschnit- 
tea»  ao  bleibt  ein  tob  einer  Kugel*  und  einer  ^gel-Zone  oegrena* 
tea  Zireiflach  fibrig,  deaaen  loball 

* 

cos  |(^'+^»eos,j  (p'-e^OÄ 

durch  eine  aebr  einfache  Formel  gegeben  iat> 

7.  Um  den  zu  denselben  Grundflächen  gebürigea  Kegelstompf  zu 
finden,  deaaen  Seitenlcanten  einander  up verlängert  achoeiden, 
aetie  man  ^"  negati?,  wodurch  nian 

Ä-<C==coa|(^'  +  ^'Ocoa  jfr'-p")».Ä 

erhält 

I)«MiiTinch  ist  fVir  diesen  Fall  das  Prodiirt  aus  dem  Co- 
siiiuü  der  halben  Summe  der  Radien  In  die  drifte  Potenz 
des  Cosinus  ihres  halben  Unterschieds  der  Coetlicient 
der  KugeL 

8.  Wird  in  (ti)  p'  =  p''=^  gesetzt,  ho  erhält  man  einen 
Kugele)' linder,  dessen  Aj^e  durch  den  Kegelniittelpunkt  geht, 
und  ea  wird' 

C  =  (l— cos^*).Ä* 

Der  Kogelcylinder  lat  daher  gleich  der  Kugel  roultipU* 
cirt  Tnlt  r](T  Ergänzung  der  dritt«!  Potenz  des  Coainna 
vom  Grund  Üächenradius  zu  1. 

Wird  aus  der  Kugel  ein  KngelcyÜnder  heraaageachnitten, 

dessen  GnindflSchenradius  —  00*^  ist,  sr>  ist  die  ao  avagebOblte 
Kugel  acht  mal  so  klein  als  die  Kugel  selbst. 

0.  Macht  man  dagegen  in  (7)  fjt'=ia"  —^y  so  ent«iteht  ein 
Kif?ell<r<:cisttjmpf,  dessen  Seiten  einander  im  Mittelpunkte  der 
Kugel  balbiren  und  es  ist  denn 

co09)E=£28ini9*.2l. 

Die  auf  solche  Weise  ausgebshite  Kugel  lat  demnach 
der  mit  dem  Cos^inus  des  Grundflhchenbalbmeaaera  mnl- 
tiplicirten  Kugel  gleich.   Vergl.  (4.) 

Für  rind  alao  beide  kSiper  einander  gleicb. 


4M 

10.  Setzt  man  ^''=0,  so  entsteht  ein  Kugelkegel,  dessen 
Spitze  im  Ctegeopimwte  des  Mittttlpaakts  von  G'  Usgt  ffietnaieh 
wird 

<£  =  (1  —cos  ^     .  K  =  j  (1  — co«^)  (3-|-co8^).3l . 
Für  wild  C=        Ittr  wiid  R-Csj«r*. 

U.  Wenii  in  (6)  die  Seitenkaote  des  Kegelstampb  mll 
2t  besetciinet  wirdt  so  erglebt  sieb  leiehl»  dua 

4««=s9rS(l -f  cos(9' -I- 9'0)> 

oder 

fsrcss|>(^'-f  e'') 

ist. 

Die  Verbindung  dieser  Gl^idntng  mit 
glebt 

a~<C:s4cos  ^  fe' + €os^(^'— '^r,  n^. 

Es  ist  daher  der  ausgohnhfte  Körper  einem  Kcc^e!  oleicb, 
welcher  die  Seitenkante  des  iStumpfes  zum  CirtJtulÜächeD- 
durcbmesscr  und  dcQ  Kugelradius  zur  Ilühe  hat,  wenn 
man  diesen  Kegel  mit  dem  vierfachen  Producte  der  Co 
sinus  der  hallien  Summe  und  der  tislben  DiflereDS  der 
Grundflächeahalbmesser  muitipiicirt. 

Da 

1  1 
«cos      +  cosyCpWO^wwf'+cee*" 

nnd 

r  C08^'  "i*  ''COS^" 

gleicb  der  mit  a  zu  bezeichnenden  H5be  des  Kegelstampfs.  mit 
ebenen  GrandflSeben  Ist,  so  bat  man  «neb 
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Daroacb  ist  die  IcodIscIi  ausgehStilCe  Kugel  doppelt  so 
gross  aU  ein  gewübnlicher  Kegel,  Hek-hcr  uie  Sai- 
teokante  desSiunipfes  xiini  Dtircbmcsser  der  (iniiui fläche 
nnd  den  Abstand  beider  Kreisebeoei»  zu  Hübe  bat« 

t2.  Geht  der  Stumpf  in  einen  Kugelcylinder  Cber,  so  wird 
in  nod  ihm  erbllt 

« 

•  Die  cyliodriaich  aimi^eiiöhlte  Ku^cl  ist  also  einer  Kugel 
y:}('wU ,  welcbe  die  2&eitenkant€  des  Cylinder«  svm  Dnrah- 
inciiser  bat*  , 

13.  Es  bleiben  jetzt  nocb  die  beiden  ErgKn.zungskegel 
de«  Kugelkegcistumpfs  zu  betrachten ,  welche  entstehen ,  wenn 
der  Mantel  iiet*  letztern  bis  zum  Üurchscbuittfipuukte  erweitert 
wird,  und  von  denen  der  erste  C  den  convexeo  Kogelkreis  G\ 
der  andere  C"  den  concaireii  C*  rar  GrnndOScbe  hat 

Die   zucehr»rit^en  Ke'»ei  mit  ebenrn  (iriHulllScheii  6'i  , 
seien  (Li,    du   nud  iiire  Huben  Oi*  u^^ ,    r«>lgiidi  aj  —  a||=o. 
Vergl.  (U.). 

Daon  ist 

und  die  Halbmesser  von  Cr|»        =sniu(f',  rsin^"  und  man  erhält 

= ««^  -^for  •«!»*'=•»•'«'>«  iW'-in-r . 

Daher  sied  die  ebengrundflSehigeD  ErgSnzungskegel 
C|  =  j  «r^ui^'^ot  ^         ) , 

€u = 5^  «r«»m^''«cot  \  (^'-f 0 . 

Wird  <£}  um  den  Kugelabschnitt  2t'  vermehrt  und  Cn  und 
vermindert,  so  erbiilt  man  die  gesuchten  Kngelkegel  C»  (L"  and 

•8  ist,  «renn  man  (5)  benotst,  und  beiderseits  durch  ^«r^lvldirt; 

— i  (£'  =  .—  ; — 7, .  binß''  -f-  48in i  p'^— sins^oso' . 
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Wird  rechts  da^  dritte  Glied  auf  den  Nenner  des  ersten  ge* 
bnebt,  00  erhält  man 

und  dureb  «Ine  Mchte  Umformung  des  Coeffidsnten  von  sin^: 
Daber,  wenn  man  nocb  sio^'^  verwandelt: 

Wenn  man  den  Sinus  der  halben  Summo  dor  Grund- 
flächenhai bmesser  durch  den  »Sinus  ihres  halben  Unter 
schieds  dividirt,  so  erhält  man,  für  die  Kugel  aii»  Ein  j 
beit,   den  Inbalt  Jedes  der  beiden  Ergänzungskeeel,  ' 
wenn  man  jenen  Quotienten  mit  dem  Quadrate  des  Co-  1 
sinus  der  llälfte  des  znijfhnri^on  Fndins  multiplicirt  und  I 
dieses  um  1  vermehrte   oiUt  vcniiinderte  Produrt  mit 
dem  Quadrate   des  Sinus  der  üalite  des^eliicii  Kadius  | 
multipücirt 

14.  Wird  in  (13)  .  .  p"  ne'zatjv  genommen,  80  erhält  man 
das  andere  zu  denselben  Grundiiächcn  eehürige  Faar  von  Kusel- 
kegeln ,  wodnrcb  sieb  bier  bloss  der  Quotient  bäder  Sinus  nrnkewt 

15.  Da  nnrh  (4)  slnJo^  Ä  den  Inhalt  oines  Kugelke^els  rrieb^ 
.  welcher  q  zum  Grundflächenbalbmesser  und  den  iUittclpunkt  liir 
Kugel  zur  S|nt/.e  bat:   so  werden,  wenn  man  in  (13)  die  erste 
Eodgleichung  unisin^^'^.K  vermindert,  diesweite  aber  um  sin|^*&  1 
vermehrt,    zwei  Doppelkegel         ^"  entstehen,   doren  eemein- 
schaftlichc  Spitzen  der  Kegelmittelpunkt  und  die  spitze  derErgau-  , 
zungskegel  sind  und  welche  bezieiiungsweise  die  Peripherie  voo  j 
G*,  G"  zur  Randicante  beben. 

0er  Inbalt  derselben  ist 

1.  8ini(ß'4-^'0  .  I, 

4  8in4(^'— ^'0  ^ 
HIeraos  erbfilt  man  unmittelbar 
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Es  verhalten  sich  daher  diese  Dorinelkegel  wie  die  Qua- 
drate der  Sinus  der  sphärischen  Halbmesaer»  mit  deoeo 
ihre  Kanten  beschrieben  worden. 

Dm  lodm  Paar  tob  Oo|ipdkeg«lii  wird  cbao  so  behandelt. 

lü.  ErimDKeii  die  sphärischen  Halbmesser  ^"  der  Grund- 
IlScbeii  der  KngelkeMl  C'«  C"  einander  au  IW,  eo  wird  die 
äussere  koolache  Fläche  eine  Berdhrungsf lache  an  die 
Kugel,  und  man  erhalt  al^tdanOt  nadideiD  die  Eudglek 
(13)  durch  21  dividirt  vordeo, 

cos  ^Q' 

■'f        —  cos^ 

und  wenn  man  iu  Zahler  coa^'  durch  coa^^'^-^ein^^'^  ersetzt, 

eee^' 

In  diesem  Falle  mnaa  aein* 

17.  För  die  innern  Kegel  geht,  wenn  ß'-|-ü"  =  180®  wird, 
die  konische  Fläche  in  eine  Ebene  über  und  die  iCugelkegel  wer- 
den au  Kngeiabachoitteii«  deren  Summe  der  Kugel  gieicliiet 

18.  Werden  die  Azen  der  Ku^itegel  mit  a',  a" 
beaeicbnet«  eo  erli&lt  man  an«  (13)  und  0)  ftr  die  äaeeeornKeiiel: 

sin(p'4-p")  +sinp' — ^sinp" 
SS  : — *  ^    ti  • 

cot.;  g'siiijg" 
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11).    Ist  p  die  Sj^itse        iusBern  mid  q  die  dee  boern 

Kiigclke^^clpaarcs,  sowie  o  der  Mittelpunkt  der  Kugel,  ko  igt 
op=6  die  gemeinschattiicbe  Axe  der  Dom^flkecel  und 
num  liat  b=:a'^r=a"  i-r.  Dalier  ist  au«  (16;  uact)  eioer  leichteo 
UnfonBinig 


und  iiif  oq~t 


woraus  die  {^enmetrisclie  l^erlrntnn^;  der  \ü  (13)  lllld  (i5)  verkoin« 
fueadw  S^inusquotieoteu  hervorgeht« 


Atteln  folgt  »«genblicklieb  eoe  dieeen  beiden  GleichmgeD« 

deee  dae  Rechtedc  eue  den  Axee  op,  der  tieideo 
Doppelicegelpaare  gleicli  dem  Quadrate  dee  Kngelballi- 
meeeere  let 

90.  Endiieh  sind  nocli  die  Seiteoicanteii  2t',  2f"  der 
lnaeero  Ergänzunpsiregel  zu  bestimmeD.  Sie  ergeben  eich 
weBD  man  eich  ennuert,  daee  in  (II) 

I— rco«g^(^'  +  ^") 

war.  Man  erli&lt  nfimlicb  (äf  die 

ineeern  tneere 
ErgSnaoiigslLegel 


* 

ans  deren  Vprliinr^iiTm  sich  wiederum  die  in  (10)  Terfcoiemendeii 
8iouaguotienten  ergeben. 

Diese  eiiifaclien  Beziebunger»  /rwisriien  einem  konischen 
Räume  und  der  Kugel,  deren  Zahl  sich  leicht  vermehren  lieese, 
tHcdfirfen  zn  ihrer  Herleitung  bloss  der  Belcanntscbaft  mit  den  Ele- 
mmten^erStereemetric  und  der  Goniometrie  und  eignen  sieb  dadurdi 
zu  in  sieb  zusammenhängenden  Ueliungen,  ähnlich  den  in  df^n 
,,Oconietrischen  Au slänfern"  von  mir  zusanimenLestcllten.  Mit 
dieser  Bemerkung  möge  dm  Miilheiiuu^  dieser  Kleinigkeit  gerecht- 
fertigt nein. 


471 


Velber  die  Bestimmung  der  symmeUi- 
Mbeii  FuDktianeii  da*  Wwmlii  einer 

Gleieimiig. 

OKteh  Abel  Transon,  in  den  Nouvelles  Annale«  de  Ha- 
thömatiques.  Fävrier  et  Mars  1850.) 

Tob  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  poljrtoeliBMcbeii  Schule  ca  Ca rU ruhe. 


§.  1. . 

Selen  F(x),  w(a:)  ganze  FimbtiotieD  'von  w;  9$  c^,^  die 
(fi)  Wursela  der  Gleichoog 

F(ar)=0,  (I) 

■ 

80  iat  bekauatiicb 

P(:t)  l  t  1 

Muitiplicirt  man  nun  beiderseitig  mit  90(0;),  bo  erhält  man  ^ 

nenn  man  (iaik  diess  thunlich  ist),  (p{x)  duicli  x  —  a,  a: — 0  w.  s. 
dWidirt,  bei  irelcher  Divieioii  aie  Reste-  bekaoutlich  <p{a), 

q>(b)y       sind,  so  dass  f(x)  eine  ^anzc  Funktion  von  x  ist,  um 

eined  Grad  niedriger  als  9(;v>.  finngt  laao  die  zweite  Seite  asf 
eioerlei  Nenner,  so  ist  ^ 
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—j^j-      i-  — — •  (3) 

wenn  E  becieutet,  man  solle  die  OperatioD  aaf  sUe  Wvn^n  a» 
6......  ausdebnen,  also  s.  B. 

£gK«)= +       +      + .....  (4) 
ist  Daittos  folgt  offenbar,  daas  man  die  ayianietriacbe  FuofctioD 
(4)  erhält»  wenn  na«  JUIendeD  Petemen  vea  x  ent* 

Wiekelt  imd  den  KoefBaienteo  ilttJ^jdmmt 

t 

Da  man  lial 

fXar)=U,  (1) 

so  kann  man  hierdurch  :r''  ausdrilclcen  ▼endttelai  der 
Potenzen  von  x,  so  aiao  dass  etwa 

as«Ä— (5) 


ebenso  kann  man  a^^^,  ix^^^,,„,  ausdrucken  durch  Potenzen  von 
nlederar  ala  die  nte.  Z.  B.  ans  (5)  folgt 

aetal  man  hier  fOr  seioen  Wwtb  (5) ,  ao  erbilt  nao  den  ver- 
langten Auedmek  ven  a^K 

In  dieser  Weise  kaon  man  ubefhaupt  ▼orliufig  die  Grosse 
F*{x)tpix)  durch  niederere  Potenzen  von  »  auadrfieken,  als  die 
fite»  aed  man  irird  etwa  erhalten: 

•  F'(ae)9{a:) = Äjä«-»  +  h^-*  + . —  (iQ 

Hat  nan  dleeagethan,  ao  iet  in  (3)  offenbar /l«):^  und  man  hat: 

q>(a)  -f  tp(b)  +  tp(c)  + ...... sAi  •  (7) 

Vermittelst  der  gelehrten  Metboden  wird  man  also  immer  die  aym* 
metrische  Funktion 

9<a)+9(*)+9<0  +  -."  ß) 

der  Wurzelu  der  Gleichung  F(j:)  =  ü  uu^drücken  können. 


i  8. 

Gesetzt  nun,  es  handele  sich  um  die  syinmctrisi^o  Funktion 
zweier  Buchstaben 


^  kjui^  o  uy  Google 
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Sqijia,  6), 

die  man  durcb 

darstellen  kann,  wobei  heni<»rkt  werden  muss,  das»  S  bedeutet, 
y  sollten  alle  Wertke  aunehuien  (§.  1.),  oder  alle  V  erbindun* 
gen  dieser  Werthe  zu  zwei. 

Man  dividire  nun  zunächst  F{x)  durch  x — a,  und  sei  Fi{x) 
der  Quotient,  so  dass  b,  c,..,.l  die  (n — 1)  Wurzeln  der  Gleichung 
Fi{x)=zi^  sind.  Aus  §.  1.  folgt  onn,  dass  der  Koelfizioit  Ton 
1 

j-  in  der  Eotwickelung  von 

die  Samne  ' 

•b 

g)(a,  6)  +  9»(a,  c)  +  +  g)(a,  /) 

ist  Stellt  man  nan  diesen  Koeffisleoten  durch  ^(a)  dar,  eo  ist 

Zipix ,     =  i^(a)  +  ^(6)  +  ^(c) +  +  ^(l) . 

und  man  wird  die  verlangte  symmetrische  Funktion  durch  £nt' 
wickelooff  des  Ausdrucks  — wr^^  finden. 


1.3. 

Bfan  habe  die  ejnuMtriache  Funktion  dreier  BochetalieB 
so  wird  man  soerst  das  Polynom 

.  I 

blideo.  Snebt  maa  nm  den  Keefflaienten  Ten  -z        An  Ent- 

Wickelung  von 

F^'(x)ip(a,  6,  X) 

ee  let  derselbe  gleich 

9(0,  6,  e)+9(«*  ^»  d)-|-.M.9(a,  6,  O^s^n,  6), 
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* 

so  dass  man  die  symmetmcbe  Fuoktioo  £flf(y,  z)  zu  berecluieo 
bat*,  was  nach  {.  2.  gescbiehi 

Oasfl  mao  so  fortfahren  kann,  ist  klar. 

Dass  es  hinrefdiend  ist,  sanis  Fonktionen  m  betracbteo ,  ist 
lelübt  einzusehen»  da  eine  jede  nicht  ganze  rationale  Fanktioo 

(lor  Quotient  zweier  ganzen  ist,  imd  zuj^leich  aiirh  jede  rationale 
Fniiktioti  einer  oder  niplirerer  ^Vuizeln  einer  Gleichung  ersetzt 
werden  kann  durch  eine  ganze  Funktion  dieser  Wurzeln.  (S&rti, 
Cours  d'Alg^bre  superi^re  2me  lecon  pag.  19.  siliv.)* 


i.  4. 

Man  sieht  ieU  hi  aus  dem  Vorstehenden,  dass  jede  symme- 
trische ganze  Funktion  der  Wurzeln  einer  Gleichung  eine  ganze 
Funkttnn  der  KoetBsienten»  ohne  irgend  einen  nomenschen  Divi- 
sor ist;  80  wie  dass  man  sie  durch  algebraische  Divisionen  er* 
hält,  bei  denen  der  Kopffi/icnt  des  ersten  Gliedes  in  den  f>iri 
soren  immer  der  Einheil  gleich  ist.  Besonders  geht  die  erste 
Behauptung  klar  aus  der  zweiten  Methode  des  §,  I.  hervor. 


.  Sei 

die  £re«;ehenc  Gleichung  (F(a)  =  0),  afso  pi,  p^,        deren  Koef- 

iizienten  mit  den  Zeigern  1,  2,..m.  Denken  wir  uns  nun  irgend  eio 
Prodnkt  solcher  KoeSisienten»  so  beissen  frir  den  Zeiger  dessel* 
ben  die  Summe  der  einzelnen  Zeic^er,  indem  man  Sorge  trigt^ ' 
den  Zeif^er  eines  Buchstabens  so  viel  rnnl  zu  zhhlen^   n!s  dieser 
Buchstabe  vorkommts  ^o  ist  z,B.  der  Zeiger  desProdokts 

ssaLl-f4.2|f«<=16. 

Besteht  eine  Funktion  aus  mehrern  solcher  Produkte,  so  heisst 
der  hüch*$te  Zeiger  der  einzelnen  Glieder  der  Zeiger  der  FuuktioiL 
So  ist  also  Ton 

der  Zeiger  93. 

Man  habe  nun  eine  «ymmetrische  Funktion  einiT  oder  meh- 
rerer Wurzeln  der  Gleichung  (9) ,  sn  heisst  der  höchste  Grad  der- 
selben die  höchste  Snmme  der  Exponenten  der  einseinen  Glieder. 
Ist  diese  Funktion  nnn  durch  die  Koeffizienten  von  (9)  ansgedrfidd^ 

so  bat  sie  einen  ji^ewissen  Zeiger  und  man  kann  nun  nacriweisen, 
dass  der  Zeiger^eioer  symmetrischen  Funktion  ihrem  Grade  gleich  ist 
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In  Be/ui^  aul  dro  «symmetcischen  Funktionen  eiaes  BuchstA- 
bens  genügt  es,  den  Beweis  zu  liefern  flir  die  Fuaktioil  XA^^ 
wo  A  eine  Zahl  ist  Um  diefo  Fnnktioo  so  erfaaltoo,  innss  man 
dividiren  ($.  1.): 

Sei  der  Quotient 

Da  aber  <5ro  =  .4m,  also  den  Zeiger  0  hat,  so  hat  allgemein  den 
Zeiger  r,  So  demnach  hat  der  Kodllizieot  von  d.  i.  qn,  den 
Zeiger  n,  was  den  Sata  beweist. 

WSre  selbst  eine  ganze ,  ratioaale  Fiiiiktion  der  findistar 
ben  p,  so  hätte  q^  deoselben  Zeiger  vrie  A,  also  {AZsif^ 
den  Zeiger  n'-fsi. 

In  Bezug  anf  die  Fnnlctionen  zweier  Bnchstabeo  genflgt  es, 
die  Funktion  su  betraebteo. 

Heisst  man  die  zweite  Art»  in  $.  1.  aufgeführt,  die  durch 
Reduktion,  so  dass  wir  also  unter  RedokÜon  der  FaDkfioDF'(:r)9Qr) 
verstehen  die  Operation,  vermute  der  alle  Potenzen  yon  x  die 
lluber  al-^  dip  (71  — l)te  sind»  durch  niederere  ausgedrückt  werden, 
vermittelät  der  Gieichung  F(j-)=0,  so  erhält  man  -Sm«z«',  (§.2  ), 
wenn  man  zuerst  die  Reduktion  der  Funktion  a^x^'B\'{x)  vermit- 
telst der  Gleicbnng  F|(4?)=0  vornimmt.  Da  aber 


so  ist  klar,  dass  man  hierdurch  eine  Funktion  t^j^a)  erhalten  wird, 
so  dass  in  jedem  ihrer  Glieder  der  Grud  von  a  mit  dem  Zeiger 
des  Bucbstabens  0  die  Summe  it-f  n'  betrigt,  so  dass  die  Redok«; 
tion,  die  darauf  folgt,  nämlich  der  Grösse  -pt^x)  yermlttelst 
F(j;>=sO,  eine  Funktion  vom  Zeiger  n-fn'  giebt. 

So  kann  man  leicht  fortfahren. 

Wenn  man  eine  allgemeine  (ileichung  vom  niteu  Grade  mit 
zwei  Unhekanuten  jc  und  ^  hat,  &10  geben  die  Zeiger  der  Kool'ti- 
sienten  von  x  zugleich  den  Grad  derselben  in  y  an.  Oer  voran- 
gegangene Lehrsatz  lehrt  somit  den  Grad  in  y  einer  jeden  a^m«. 
metrischen  Funiction  der  Wurzeln  Xi,  a^,»^,aem  kennen. 


476 


Eben  •«  dl«Dt  die««  Satz  auch  zu  Abkfirzungen  der  i»  den 
enteil  Ptaignpbeii  aogegebeneo  Reebneiigeii* 


S. 

Sei  n  der  Grad  der  symmetrischen  Funktion,  m  der  vou/-(x>. 
Wenn  n<w»,  so  kann  man  in  F(x),  F^(x)  a.  e.  f.,  eben 

so  in  F'{a:) ,  Pi{x),   F^2(t)  "  ^'  Koeffizienten  weglassen, 

deren  Zeiger  hüber  als  n  ist,  was  uouittelbar  aus  dem  Torigeo 
Lehrsatze  folgt  * 

Ganz  ebeo  eo  wie  in  |.  1.  kaon  man  leicht  folgende  Silie 

beweiseo : 

Die  Snmme  der  Wertbe,  welche  die  eanze  Fanktion  091(6) 

erhält,  wenn  man  <larin  o  und  b  durch  alle  Wur/^eln  der  Gleichung 
F(.r)  =  0  ersetzt,  zu  je  zwei  auf  alle  müglicheo  Arten  verbuoden, 
ist  gleich  dem  mit  verkehrtem  Zeichen  genommenen  zweiten  Gliede 

des  Restes  in  der  Division  — '  i^esegleiclien  iet  £aö<p{c) 

gleich  dem  mit  verkehrtem  Zeichen  ^pnoramenen  rTritten  Gliede? 
£abcq>{d)  gleich  dem  eben  so  genommenen  vierten  Gliede  o.  s.  w«* 
was  aus  0)  unmittelbar  hervorgeht. 


{.  7. 

Man  verlange  die  Bestlmmong  von  £iab'^). 

Nach  S.  6*  i«t  hier  biete  eineDMeioDDOthwendig;  Sei  flt«-)a4l 
die  Gleicbiuig:- 

80  wird  man  nur  auf  die  vier  ersten  Glieder  achten  müssen.  (6.6. 

l 

erater  Sali.).  Ee  genügt  «lee«  den  Keefiiiientea  m  p  fai  der 
EntwicUang  von 

Fix) 

_  fmg— *  +  (m~  l)pix^^ -f  (m-2)/?  >.r ^  j  (m-^^je^\^ 
_  mg*-Km^l)Pia^4-(m-2)w?«-Km-3)ftjf 

zu  bestimmen 
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Demnach  ist  das  zweite  Glied  des  Kestes  —      -f-  Pil^i* 


Heber  dieSchwingiiiigsdauer  des  ein- 
fiicheii  und  des  KusammenseBelaEten 

Fendete. 

Vm  dm 

HflRii  ProfiMaar  Dr*  J*  Dienger 

an  der  poljtechnischen  Schale  sa  Carla rahe. 


Schwingt  ein  einfaeliea  Pandel  (Taf.lX.Fig.7.)Ton  der  Länge 
/=  CA,  ist  CB  eino  Vertikale,  CA  die  anfänglichü  La^c ,  von  der  ana 

da?  I'(  nf!pl  ohne  Aitfant^sireschu  intligkeit  ^oht ,  CM  die  Läse  am 
Ende  der  Zeit  t,  MLÜ^tp,  ACß=^a,  so  üudet  man  I  naä  der 
Formel : 

V  coe^*— COM 

(man  aehe  z.  fi.  Poisaon  Mechanik  $.  i^)» 

Setat  man  hier  cm^^l'^w,  eow^l^ß,  alao 

aa  ergiebt  sieh:  *  ~  *  ^ 

XVI.  39 


Uro  hieraiu  die  Zelt  T  zu  finden ,  w«ielie  der  K8rp«r  bfandt. 
um  nach  ifsn  kommen,  bat  man  bloes  9=0  xa  eetxen.  Demnach 


9 


■0  giebt  sie: 

und  trifft  somit  zasammen  mit  der  im  Arcbivt  Tbeil  IKin.  S, 
{.  15.  1.  aufgestellten  Formel,  ivcoo  dort 


iat  Da 


0» 


•  V3<t~3^)(l-^3^) 


flo  folgt  aw  jener  Foimel,  ilase 

also 


wtmi  üf  der  m  msdn^  gekSrige  Hodalarquadraot  ist  (Archiv. 
TM  JU.  &  400.  «.3.  (5)).  m  aaO  «d«  »sO  tat  M^l. 
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was  die  bekannte  Fotmei  fiir  die  Scbmagiuigeii  de»  eittlaclien 
Pendele  ist 

Ein  msainmeBgenetiten.  Pendel  schwingt  bekaaotlidi' 

genas  wie  ein  einfiufcee  Ton  der  Lbige  ^  >  wenn  K  das  Trfig- 

beitsmeniint  des  K8rpera,  S  dessen  Masse  und  jR  die  Entfernung 
des  Schwerpunlcts  ven  der  Anfbängaze  ist  Die  Schwingcngs- 
daner  T  Ist  eise 

»•=*V^  mg-  (»i 

Hier  ista  der  anßnglichn  VVrnko! ,  den  die  Linie  Rm\i  der  Ver- 
tikalen nachte.  Es  durfte  vielleicht  nicht  ohne  Interesse  sein, 
diesen  letztern  Satz  auf  elementare  Weise  abzoleiten. 

Es  stelle  PQ  (Taf.  IX.  Fig. 8.) ein  zasammcngesptztes  Pendel  vor, 
das  sich  um  eine  horizontale  Axe^i/ dreht.  G  sei  sein  ächwerpunkt, 
P  sein  Gemüht  Die  Senltfeehte  GC  auf  AB  beisse  R,  Man 
wird  sich  nnn  das  Gesammtgewicht  des  Körpers  in  G  vereinic^ 
denken  künnen,  so  dass  in  C  die  vertikale  Kraft  P  angreiit. 
Diest»  /erlebe  man  in  zwei,  eine  nach  G(\  «lie  andere  senkrecht 
aul  (m  C  gerichtet.  Die  erstere  trägt  zur  Umdrehung  des  Pendels 
Nichts  bei;  die  letztere  ist  Psintp,  wenn  q>  der  Winkel  ist,  den 
R  mit  der  Vertikalen  macht.  Die  Unidrehuni^  um  die  Axe  AB 
geschieht  folglich  durch  ein  wirksames  Krfiftepaar  ,  dessen  Moment 

PlSsin^  (6) 

ist. 

Sei  nun  a  irgend  ein  Element  (Atom,  Punkt)  des  Körpers, 
dessen  Gewicht  »  ist;  sei  ferner,  in  der  wirklich  stattfindenden 
Lage,  y  die  Winkeigescbwindigkeit  des  Pendels  nm  AB\  t^'ihre 
Besebiennigune ,  8o  sind  ry,  die  Geschwindigkeit  nnd  ihreße- 
Kchleunigunj»  rar  den  Punkt  n  ,  wenn  dessen  (senkrechte)  Entfer- 
nung von  der  Axe  AB  gleicD  r  ist.  Hat  aber  p  die  Beschleuni- 
gung n/;,  so  wirict  anf  dieses  Element,  in  der  Richtung  der  Be- 
wegung, also  senkrecht  auf  r,  die  Kraft  ^^*)»  ^* 
lieades  Paar,  dessen  Moment 

9  '  Sf 


*)    Diese  Formel       immer  leicht  abzuleiten.    Denn  wirkt  ttui  diu 

Ott 

Gewicht  P  die  beataadige  Kraft  so  ist  die  Betchlennigung  x=^^ 
nacb  der  Ponael  Ptg^QiX,  Bier  ist  /'ss^,  »=r^,  alte 


Ut.  Da  alle  Punkte,  Cibef  oder  unter  der  Axe,  lo  gleidMr  Rkh* 
fang  drohen,  so  kann  man  alle  diwe  Paare»  die  ia  panüelea, 
vLui  AB  seiiLrechfen  EbeBan  wirkea»  Iii  ein  elnaigea  aoaammeo- 
aetMD«  deaseo  Moaeot 

wenn  Sipr^)  bedeutet,  dass  die  Grösaeo  pr^,  aut  alle  Punkte  des 
Körpers  liezogen.  addirt  werden  aollen,  and  irelehea  Paar  in 
einer  anf  AB  aennreeliCen  Ebene  wirkt  Dieae«  letzte  Paar  muae 
vorhanden  sein,  wenn  die  BescMeunisjung  statt  haben  soll. 
Wirklich  vorhanden  ist  das  Paar  (Ö),  das  in  einer  auf  AB  seok- 
rechten^jEbene  wirkt.    Dacau^i  folgt,   dass      so  bescbaffifii  aeia 

PRsmip 

Denken  jvir  uns  nun ,  der  Kurper  PQ  stelle  ein  einCuhea  Pendel 
van  der  Länge  /  and  dem  Cbwlcbte  Q  dar,  ae  iat  offeabar  ia  (8): 

sa  aetsen,  and  die  entsprechende  Beacbleaalgang  ^  findet  sich : 

▼        ai^  =^  "TT  •  (V) 


I 

Sollen  nun  das  einfache  und  das  zusamraennfesctrte  Pondel  in 
dieser  ( rp  entsiir(  choudeo)  Lage  gleiche  Bewegung  babeo,  ao 
mwm  '^='^',  J.  b. 

äeia«  Da  Uer  (p  nlcbt  mehr  verhemmt,  so  gflt  ee  anahhangt?  von 
9>,  d.  b.  das  einfache  Pendel  von  der  Länge  p^  '  hat  genau  die« 
selbe  Bewegung,  wie  das  zaaammengeaetste.  Bekanntlich  beiaat 
^  dieMaaae  den  Kdrpera;  iataie  ae  ist  P=s;S^,aBd  wenn 
M  da«  TrSgheit^menient,  ao  iat  S(pr'^)=gK,  also 

Heisst  K'  daa  Trisheitsmoment  de»  Pendels  in  Hczug  auf  eine 
durch  den  Sclifrcrpuiikt  gehende,  mit  AB  parallele  Aze,  ao  iat, 
wie  leicht  absnleiten: 
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also 


rVach  dem  Vorj^aag  vou  Coriolis  (BerechnuDff  des  Ef* 
fekts  d«r  Maschinell)  wire  es  zweckmSssiger,  die  ~ 


eifaiiiaiiieiit  a  sq  baaeiduieo«  ao  daaa 
dann 


(U) 


Iss^+U.  (13) 

Weitere  Ciit\\ickelungen  hicn'on  zu  geben,  Weei  jetzt  nicht  hi 
meiuer  Abbicbt;  ühueüin  ist  uiclit  schwer,  die  Theorie  d«s 
Reversionapendela  ans  der  letiteii  Crleichung  abinleitMi»  wtm 
eanz  elementar  geschehen  kann,  wie  ich  dies«  anch  imneT  beim 
Uoterricbt  tbve.  Die  Foimel  (S)  ia|  aomit,  onter  der  leisten 
Annähmet 

worin  also  T  die  Zeit  bedeutet,  die  verflicsst,  während  die  Linio 
GQfi)  TOD  ihrer  änsaersteo  L^e»  wo  sie  den  Winkel  a  mit  der 
Vertikalen  aMdite,  mr  veitlkaGm  Lage  geht  Was  den  Werth 
Ten  M  betiUR»  so  ist  für! 


«=0,  Jf:; 

0=2«,  M= 

ess6^,  M= 

0=101»,  Jir= 

a  12«,  ilf  ^ 
«=140, 

«=16».  ilf=: 

«=18«,  ilf= 


:  1,57001. 
1,57127. 
:  1.57187. 

:1,S7370. 

a,57511. 
:  1,57667. 
1,57848. 
:  1,58054. 


u^W,  Jfsst,S86a9. 


«=240,  ßj, 

a=-M  41;= 

«=2&>,  Mz 

a»30»i  JV= 

«=380,  ^. 

a=36«  3/:= 

«=38»,  i»i  = 


r  1,38819. 
;14ttl9B. 

:  1,60197. 

=  1,60608. 
11,61045 . 


d.  a.  w. 
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Vebmig^saufi^alien  fiir  Schfiler. 


Aufgaben  von  dem  Herrn  ProfeMor  l>r.  J.  Dienger  aa  der  poljtedim- 


Sei  O  (Taf.  IX.  Fig.  9.)  die  SpiUe  einer  Parabel,  OC  dert» 
Aze  und  Ihre  Gleichuog': 

Man  maebe  OC=0D=^  ,  siehe  an  irgend  einen  PüAtC  der fo* 

rabel  die  Linien  DE,  CE,  so  i«t 

DE*-i^^=CE(pi^CE). 
Wäre  allgemeiner  OC—ÜD=.€y  so  hätte  luau; 

2. 

Sei  in  Taf.  IX.  Fig.  10.  OA  =  Oß=e,  man  mache  0/>=W 
(worin  6  willltührüch ,  s;aD2  oder  £;ebrochen),  zicho  um  D  mit  dem 
(beliebigen)  Halbmesiier  r  eineo  Kreis;  an  eineu  l^unkt  F  in  des- 
sen Ümiang  ziehe  man  die  Idnien  AP  und  BP,  an  ist: 

eder  wenn  man  Heher  will; 

(1  <|-f)J#^+  (1— OÄ^^älr^  +  rHl-«*)]- 
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Fflr  «srO  yt  Dln  O,  and  daan 


welchw  Sati  bctonden  lelcbt  ansgMprociieD  werdeo  kaoB. 
Für  «sl  ist  ü  ia  ^9  nod  dann: 


Bezeichnen  a,  b,  r  die  drei  Selten  eines  spbäriacben  Drei« 
eck«  und  e  deaaea  spbiixiücheD  Ezcesa»  ao  iat  immer 

1  -f-  G0B2a    coa26  4*  cua2c    32coa^a^  coa  ^  6*  cos  ^  c^ain  ^ 
SB  eo8(a + Ä + c)  +  cos(a  +  6— c)  +  eo8(a  +  c — ä)  +  co8(6  -|-  c— a). 

Diesen  Satz  hat  Herr  Armand  Hue,    Professeur  d*Hy- 

ärographie  ä  Bayoone,   ia  den  Nouveiles  Anoales  de 
lathdmatiqttea.    Tome  X.  1851.  p.  25.  auf  folgende  Art 
beirieaao. 

fiakaontlich  iat.  wenp  A,  B,  C  wie  gewQhnlicli  dia  Winkel 
daa  «pliiriaeben  Dreiacka  twaatchaan» 


wia  natdriiift. 


niscellen* 


•sÄ^  +  ^-f  C— IbO^ 


alao 


Binäe=--cosa(^+jB+C) . 


* 


Eatirickelt  nan 


mittaiat  dar  bekanntaii  Formalo 


aiii^(J+B)s= 


coa|(a— 6), 
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l  sin  I C  j 

coi^iA-IrB)  =s  — Y —  CO*  j(a + 6) ; 

C08ü  C 


80  kommt 


j         811^  CC08  2  C 

sin     =  ^ 

COSäC 


jcos  ^  (iir-6)—  C08  ^  (a+  6)j  , 


also 


folglich 


.  1       1  .  1    .  l.  .  ^ 

sin  2«  C08  ^  €smü  I  a«iB^68ioC , 


•in  I    cos^  c^sb^a*siD  |a*sIiiC*. 


Drückt  man  mm  «mC*  in  den  ^Selten  dss  IMedw  mw,  «rWl 
nan 

_  (l-->ca»a^(l«"cm^)^co«c»^co8qVtfa^«  -f-  ^toPgcMito^r 

sioa^iod* 

1 -f-2cosaco6Äco«c — cosö^ — cos6'— »COSC*  ' 

deo8iico85cose— cosSo— eoS26--«os3c — 1 

»-  p  1  1  1  

Fahrt  man  diesen  Ausdruck  voo  smC*  in  die  Gleichung 

sin^  ^  cos  I  c*=sin  ^  <^in  ^MnC* 
ein,  so  erhält  man  nach  geburiger  Reduction: 

1  +  co82a  +  C0826 + cos2c + 32<;os  ja^cos^  6^os  ^  c*  sin  je* 

=4essacosdco8e82eo8(a-|-6)cosc  i-  ScosCa  — 6)cose 
=BCos(a+6+c)  +  co8(fl+6— c)  +  €os(ö+<?— 6)  +  cos(6+c— «), 

welchM  der  n  beweisende  3ats  ivur* 
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Aiiterarteclier  Bericlit. 


Geometrie« 

Der  Jahresbericht  für  die  Mitglieder  der  Hambar* 

gi^ch  en  m  a  t  h  e  niatischen  Cesellsch  af  t  lü  r  t  H,")0  «Mithältaus- 
ser  deoNotken  über  die  Schicksaleder  GeselUchaft  einen  recht  interes- 
santen Aufsatz  voo  Herrn  Confereozrath  8  c  h  u  mach  er  in  Altona: 
„Ueber  die  geometrische  Trisection  des  Winkels*', 
näherungsweise  durch  fortgesetztes  Hallüren.  Selbtst  für  rk-n  Ge- 
brauch als  Uebung  bei  dem  geoine^ri^«  lien ,  und,  «  eil  uiieiicltlrhe 
Reiben  dabei  in  Anwendung  kommen,  auch  bei  dem  uritbmeli^cfieu 
Unterrichte  suf  Sdiulen,  niüchten  vrir  diesen  Aufsatz  Lehrern  der 
>l;ilheniatik  zur  Mim  ü(  ksichtigung  anempfehlen.  Die  beigegebene 
.sanliei c /eii  [inuni:  ist  von  der  bekannten  hiicbst  iciUMtgeÜbten 
Uuud  üurrn  Augabt  liepsold's  verfertigt 


iLStronomie. 

Aus  C  1>.  von  Littrow's  Kalender  fflr  alle  Stände. 
ISril.,  der  bekaniillicb  immer  viel  Lebm-icbes  enthfilt,  und  zur 
ueiterei*  Verbreitung  nützlicher  Keuntuioüu  sich  «iehr  geeignet  er- 
%f«iset,  ist  ein  Icleines  sehr  hübsches  Kärtchen  über  die  Erscbei* 
nungen  der  am  :JHst<Mi  Juli  1S5I.  eintretenden  lirossen  Sorincnfin- 
nteriiiss,  welche  in  Kuropa,  Ajiicn  und  Amerika  «»icbtbar  sein  wird, 
nebüt  eiuer  Ziveckmäsibigen  Erläuterung  i»einej»  Gebrauchs»,  beson^ 
ders  abcedmckt  erschienen.  Wir  machen  alle  Liebhaber  der  Astro- 
mie  auf  diesem  Kärtchen  aufmerksam,  da  jeder  Beobachter  der  in  Rede 
stehenden  merkwürdigen  Erscheinung,  der  nicht  "gerade  genaue 
ivechnungea  selbst  anzustellen  Willens  ist,  von  diesem  Kärtchen 
neiist  seiner  Erlftntemng  gewine  ▼ortheilhaften  Gebraveh  mache« 
wird.  Die  Linie  der  centralen  Verflnsterun^  geht,  um  nur  ein 
Paar  grossere  Städte  zu  er^vfihnen.  nach  diesem  Kfirfch^n  über 
Ostroienka,  zwidchen  Eibiug  in  Westpreussen  und  Brauns- 
berg in  Ot^enssen  bindarch,  avob  nicht  weit  tob  DaBnig  und 
Gothenburg  in  Schweden  vorb^  KSnigsherff  liegt  noch  in 
der  Zone  der  totalen  Verlinsterung.  nicht  weit  von  deren  fnirdficher 
Gränze»  so  wie  auch  Warschau  noch  innerhalb  der  ^one  der 
totalen  Verfinsterung  ninht  weit  von  deren  südlicher  Grinse  liegt» 
Gerade  auf  der  nofdlieheB  Grinse  der  totalen  VerfineteiBng  11^ 
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clien  Gränzc  (  ler  totalen  Verfinsterung  liegen  z.  B.  Tarnopol, 


Zone  der  totalen  Verünsterung,  aber  doch  nicht  «reit  tob  deren 
•fldlicher  Grftnze,  liegen  Tborn  in  WestpreiMsen,  Bromb^rg 
im  Grosshcrzogtbuin  Posen,  Coeslin  in HiBterpomilieiii,  Tstadt 

und  Maliiioe  in  Schweden,  Kopenhagen;  etnas  weiter  rcNi 
dieser  (jlriin/e  Odessa  und  Lenil^örg.  Fflr  (ireif«walJ  wird 
noch  ein  sicbeltürnüget»  Stück  der  Sonne,  dessen  gröübte  Ureit« 
etwa  y,«  des  Durnbmflssers  de»  8Mm  betrügt,  erieoebl«!  bMlMa, 
oder  (lic  Verlin6lerung  wird  hier  etwa  !t*/3  =  ll,7  Zoll  betragen. 
Der  AnCiHi«;  der  Finsterniss  wird  hier  in  (ireifswald  etwa  iini 
3^.  4"' mittlerer  Zeit  eintreten;  iürVVien  ist  die  Üauer  der  Finster- 
nis« 2  Stunden  3  Minuten,  und  nimmt  man  nun  den  Lingenimtar^ 
schied  zwischen  Greifswald  und  Wien  fiach  der  Connain* 
«ance  des  tetnps.  18  HO.  'i'/^  t«r;i(!  an,  so  ist,  da  Greif»*"  ri!d 
westlich  von  Wien  liei-t,  für  orslorcn  Ort  dio  Dauer  df;r  Finster- 
niss 2  Stunden  3  Minuten  plus  2Vj.  ^/^  Minuten  =  2  Stunden  3  Mi- 
nuten  +IV2  Min.  =2  8t.  4%  Min.,  so  daan  also  das  Euile  der 
Finsternis»  in  <•  reifswald  etwa  um  5*  8«,  5  mittlerer  Zeit  stlill- 
finden  wird.  Man  ^\^ht  nns  diesem  Heis^piele ,  wi*»  letrht  mri« 
mittelst  dieöi'S  Kärtchen»  die  UauptumsL'iiide  der  Finsterni^^s  lur 
Wohri<M1  \m  Vemne  bestimmen  bann,  wenigstens  mit  etoer 
I9en.ini^keit,  die  zur  gehOtigen  VoriieMftftng  auf  die  lieobarhiim- 
fr^u  ?rniri'ir!i<^n(!  i-^t.  Jlrrr  von  T.ittfoir  verdirnt  daher  fiir  flie 
Vcri»öentrKliuii«4  «1u\m<  !«  hulisrhen Kartcbi-rt«?,  au I  das  wir  nocbmals 
alk  LieldiHber  der  A.Htnmoniie  aufmerkbani  uiacbeu,  deii  wäroiJSteu 
Denk,  und  wird  doreb  daeeelbe  der  am  28.  JttK  nicbsteii  Jahres 
MM  erwartenden  merkwürdigen  Eracheinuntr  gewiss  viele  Beoback- 
ter,  die  wenigstens  mit  einer  gnten  Tasobenulir  vereehen  mtäm 
müssen,  gewinnen. 


Un  ter  richti«anstolt  cn  von  Dr.  (jl.  K  ars  ten  ,  Professor  der 
P h y  s i  Ii  an  der  IJ 1» i v e r  k i t n  t  und  an  «ler  iVi a r i  n  e « ch u I e 
XU  kiel,  tlrnto  Abthciiuug.  Aligemeine  Physik.  Mit 
6  Kupfertareln.   Kiei.  1651.8. 

Wenn  auch  dieses  Ijehrbuch  (Vir  höhere  (Jnterrichtsanstaiten 
uherhaupt  bestimmt  ist,  ist  sein  nhchster  Zueck  doch  der.  nuf 
der  oeugei^ründeten  Seckadcttenschule  in  Kiel  dem  physikallücheu 
•  Unterrichte  als  (irundlage  zu  dienen.  Deshalb  hat  der  Uerr  Vf. 
■liA  voUem  flechte  in  ßezug  auf  Statik,  Mechanik  und  MnechiBe» 
lehre  den  Kreis  dieses  Werkes  hed«  uti  nd  weiter  pezogen,  als 
dies  sonst  in  physikalischen  iichrbtichero  zu  geschehen  pfle^. 
Ueno  es  enthalt  diese«  Buch  nicht  bloss  die  Lehre  von  den  so. 

Knanntea  eihfiMlien  Maecbinen  oder  meclianim'iien  PeteBun  tleai. 
h  volietändbi»  eoodern  es  siud  auch  alle  übrigen  Maschinen, 
welche  auf  ScniflTen  und  bei'm  Schiffbau  Anwendun;;  finden  moch- 
ten, mit  einer  für  den  vorliegenden  Zweck  ausreichenden  Voll- 
etfindigkeit  betrachtet  worden,  ohne  mehr  mathematische  Kennt- 
niete»  «In  die  gewübnllebsteft  EleoieDtariebren  der  reinen  Mathe- 
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matik  vorauszusetzen.    Wenn  uir  aber  auch   in  der  MecbaDlk 
fester  Körper  das  Buch  fiir  hinreichend  vollständig  halten,  so 
acheint  uns  ia  der  Hydrostatik  und  Hydrodynamik  zu  wenig  gege- 
befi  tu  ian.  Denn  w««  \u  §,  ISO.  Aber  die  Lehr«  ^om  Metacentruoi, 
welche  ja  (Tir  dea  Schiffbau  r(lcksi6litl!ch  der  Bestimmung  der  HtM- 
litat  oder  Steife  der  ISchiffc  so  tltitndlich  wichtig  ist,  gesagt  tvör- 
don  ist,  haltet!  wir  In  lie/.ug  auf  den  Haiiprzwfeck  des  ßuchs  doch 
iA  dör  That  fltr  zu  wenii^  und  zu  ungenägend;   und  ^ben  das- 
selbe gilt  voo  §,  147.,   wu  der  Herr  Vf.  von  den  li^defstaiide 
fhissiger  Körpereecren  in  ihnen  bewegte  fest« Korper  handelt,  von  der 
ja  auch  eine  Alen^v  der  wichtiirntvo  nautischen  Hauptlehren,  z.  jß. 
die  Lehre  von  der  Abdriflt,   die  Lehre  von  der  vortbeilbatteateu 
Stellttng  der  Seeget,  die  Lehre- velnSeegelpiNikte  n.  e.  w.  ii.ft. 
lediglich  abhängen.  Geben  wir  auch  gern  zu,  dass  sich  riicksichtlifeb 
des  Widerstandes  der  Moir  Vf.  in  einiger  Verlegenheit  befunden 
haben  mag,  da  di«ise  ijehre  allerdin^  noch  aul  sehr  unsicheren 
Otntdligen  betiihM,  so  duHto  «r  dodi  diejenigeo  SStM  «iefat 
evwibnt  laeeen,  die  von  den  renotnniirtesten  Lehrern  der  SehUb» 
baokünst,  z.  B.  i^ou  (  hapmtin.    Du  ha  niei  de  Mo  nee  au,  u. 
e.  vv.   aUgemein   recipirt,    und   in   der    That   keine  audereti 
sM«   als  die,  voe   deeeA   ecben  Jofaatto   Bernoulli  fo 
der  sehr  eekfinca  Schrift:  „Essai  d'une  nOBTelle  theorie 
de  Ia  manoeuvre  des  vaisseaux.  (0|}era  orania.  Tom.  II. 
pag.  lOl)  ausging»  und  die  aaeh  später  Leonhard  Euler. sowohl 
m  der  j)eielitia  novalls,   als  aüch  In  der  Thdorie  de  U 
coiistraction  et  de  Ia  manoeuvre  des  vaisseaux  tmf 
Grundlage  seiner  Untorsiuhungen  inachte.    Auch  hatte  wohl  hier- 
bei des  in  der  Geschichte  des  Schiffbaus  raerkivürdigen  Streits 
twischen  Henau  und  Huygens  (zugleich  mit  liesiehung  auf 
den  ftiteaten  gründlicheren  Schriftsfoiler  über  Schifliiau  ,  den  ratw 
Paul  Hoste,  Prof.  de  Math,  a  Toiilon,  dessen  Theorie  de 
Ia  construction  des  vaisseaux  (697  in  Fol.  erschien),  in 
welchem  Johann  Bernoulli  zum  Schiedsrichter  angerufen  wurde» 
mM  einigen  Worten  gedacht  werden  kOnnen.   Die  für  die  Lebre 
von  der  Steife  der  Schiffe  so  wichtige  Lehre  vom  Metacentrum 
beruht  <lngegen  auf  ganz  sicheren  theoretischen  Grundlagen,  und 
bedurfte   iiirer  grossen  liedeutang  wegen  auch  selbst  in  einem 
physHislisebeb  liehrbnebe»  das  für  Schifffahrtsscbulen  befltiiiinit 
ist,  jedenfalls  einer  etwas  weiteren  Ausführung,  als  ihr  hier  ge« 
geben  worden  ist.    Seihst  rücksichtlich  der  Bestimmung  des  De- 
placements enthalt  die  Hydrostatik  zu  wenig,  und  über  die  Scbiffs- 
Aidioiig  (Jaugoape)  vermissen  wir  aüch  Genfigeodes.  Aber  ab^e- 
sehen  hiervon,  ist  bei  der  jetzigen  Sachlage  immer  schon  viel 
gewonnen,  wenn  ein  Buch,  wie  das  vorlict;cnde ,  dem  physikali- 
schen  Unterrichte   auf  einer   deutschen  Schifffahrtsschule  zum 
Grande  gelegt  wird,  weshalb  wir  dasselbe  berzlieb  wiltkommen 
beissen,  und  dem  Herrn  Verf.  (flr  seine  Heransgabe  zu  Dank  ver- 
pflichtet sind.    Vielleicht  wird,  was   wir  nicht  wissen,   nnf  der 
Marineschule  in  Kiel  noch  besonderer  Unterricht  in  der  Mechanik 
fester  und  flassi<;er  Körper  ertbeltt,  wodurch  die  oben  gerügte 
nur   ganz  obcrilächliche  Bcriihrung  mehrerer   für  den  Scoiffbau 
höchst  wichtiger  Lehren  in  diesem  der  Physik  im  Allgemeinen 
gewidmeten  Lehrbuche  vollständig  gerechtfertigt  erscheinen  würde. 
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H  «  «  1 1  k. 

Anleitung  zum  Schiffbaii  von  G.  L.  U^gfa,  kunigli' 
chciD  Constructeur.  Aus  dem  Schwedischen  äbersetzf 
und  vermehrt  mit  einem  Anhange,  mehreren  Tabelleo 
and  vier  T^Teln  Zeichnungen  von  Julius  PrOmniel# 
Scbtffd- ArehitccteD  (xn  Hnmburg).  Hamburg*  1850« 
8^>.  3  Thir, 

Der  Inhalt  dieses  Bacbs  ist,  sagt  der  Herr  Vf.,  in  cfer  Haupt- 
sache ein  AusKug  aus  dem  Tractat  über  den  Schiffbau,  mit 
Eriauterungen  zur  Arobttactura  navalis  mercatorta  vo  d 
F.  a  von  Ctrapmnn.  Stoekhaln.  1775««)  Da  das  Werk  voo 
Chapman  sehr  deutlich,  ohne  grossen  Aufwand  matheniartiscb« 
Kenntnisse  rerfasst,  nnd  ans  langjh'hrrger  vielseitiger  Praxi«*  her- 
vorgegangen ist  (Chapman  gilt  in  «Schweden  immer  noch  für 
den  grusaten  Conatmcteur,  md  Schweden  bat  sieb  bekaanffich 
iouner  durch  den  Bau  seiner  Schiffe  aneceBeiehnet)»  so  beben  sicJi 
sowohl  der  Herr  Verfasser  durch  die  nerausgabe,  als  auch  der 
Herr  üebersetzer  durch  die  Uehertr^ung  dieses  Werkes  auf 
devtachen  Boden,  oai  Jeden«  der  eiek  nr  den  praktlaebeK  tikbiff- 
bau  interessirt,  jedenfalla  ein  Verdienst  erworben*  Der  Inhalt  ist 
folgender:  Erkinrung  der  verschiedenen  Risse  zu  einem  Schiffe 
(Seiten  Riss.  Plauten-Uiss.  Spanten-iiiss  u.  s.  ».).  —  (snmdsätze 
des  Scbiflianes.  —  Ueber  die  Laee  des  UravitäCs-GentranM  de» 
Schiffen»  dessen  Lnfgierigkeit  una  Steife  nebst  Beret-bnaeg  dn» 
Deplacements,  dps  (»ravitats-rentrTjms  und  des  Mctarenfrunif. — 
üelier  das  ^>egel-Areal ,  den  Wirkiingspunkt  des  Segeltiyütenia 
und  die  Verbfutnisae  des  Rundholzes.  —  Leber  die  Stauung  und 
Belastung.  —  Deber  den  Areal  des  Roders  und  dessen  Breite.— 
Technische  Benennungen  der  verscIiieJern  n  Hauptstücke,  worau» 
ein  Schiff  zusamroengeeeti^t  ist,  und  ihre  Verbindung  unter  ein- 
ander (in  zweckmiisjiiger  Kürze  sehr  belehrend,  auch  für  Laien). 
—  Ueber  das  Rundholz.  Der  von  dem  Herrn  üebersetzer 
gecebrrc  Anhang  \st  vorzüglich  durch  die  rirlen  vollständig  aus- 
gehihrten  numerischen  Hpisuiele  sehr  itm(rii<  tiv.  IHloge  dieset* 
Werk  zur  allgeraetnen  Vernreitur^  richtiger  tbeoretist  her  und 
praktischer  C«riindHfitze  tilier  den  &biilbaii  unter  den  dentScbUB 
Scbiffbaumeistero  krfttUget  beitragen! 


(Vergl.  aaeb  irorber  Pbyeik.) 


*)  wir  heilierlirn,  dait>  von  iUt  fnuizcMiiMclien  LJelierautzung^  dieaca 
Werk«:  Trslti  de  la  cn  nstructio  n  de«  vaiasenax  etr.  par  P« 
H.  de  Cha]>inRn.  Tradnit  du  Siii'dwiii  par  M.  Via!  du  Clair- 
bot«  im  Jahre  1839  eiae  mit  einem  neuen  Titel  vrnehane  neti«  Ana- 
gnbe  venuMtsIteC  worden  tat*  Diera  fransötlarlie  Uaiierüeteang  steint 
uns  vor/ii^'lirti  tin|)fehtf'n«wertli.  Ein«  deutacb«  Ueberaetsaag  iatt 
viel  wir  wisMcn,  nicüt  er4chieaeQ. 
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T)\f^  Vorstellungen  der  alten  Griechen  und  Rumer 
über  die  trde  als  Himmelskörper.  Von  Dr.  Ludw. 
Oettioger,  Grossb.  Bad.  Hofrathe  und  Prof.  der  Mathe- 
matik tu  Freiburg  i.  B.  frejburg.    1850.  A. 

Diene  116  Seiten  starke  Abhandluns:  enthält  eine  «ehr  inter- 
essante Zasammenstellang  der  Vorstellungen  der  Alten  über,  die 
£rde  als  Hhnmelslcorper »  die  wir  den  Lesern  des  Archivs  zur 
Beachtung  recht  sehr  empfehlen.  Die  Geschichte  von  der  GestaR 
der  Erde  ist  bis  in  die  neueste  Zeit  forti^eh'ihrt.  Dem  AHerthum 
gebührt  da?  Verdienst,  die  Lehre  von  der  Kugelgestnit  festge- 
stellt zu  haben.  AU  eine  Cigenthumlichkcit  ist  zu  bemerken,  d^ss 
von  d«ii  MMeren  SchrttlMellerB  fCleomedes  iiiid  rtole- 
mSns  an  den  Orten,  tvo  sie  die  fCamelgestaK  behandeln)  niellt 
mehr  -»die  rnnde  Gestalt  des  Erdschattens  bei  MondGnsterni^^^en, 
welche  Arist  o  tele«  aufführte,  er^iahnt  wird.  —  Ort  und  Bevre- 
guog  der  Lriie  sind  im  Altertbum  zwei  zusammengehörige  Be- 
tfrine.  Nur  wenige»  «veiter  eehende  MAnner  imateii  ele  tu  «en- 
dem.  Aus  den  gegebenen  Mittheilun^en  geht  aber  gmu  onztrei- 
deotig  hervor,  dans  im  Alterthum  die  GrnndzQi^e  des  copernica- 
nischen  Systems  ausgesprochen  v\areM.  —  Auch  die  schiefe 
Stellung  der  Erdaxe  gegen  die  Sphäre  hatte  man  im  Alifilhum 
ericauat,  abev  aieüt  gegen  die  Er<lbahn,  alao  aleM  io  der  Weiae 
uie  8ie  sregenwSrtigerrauDt  ist  —  Die  Gradmessungea  des  Alterthums 
sind  zwar  nur  als  Versuche  für  die  GrSssenbestimmnng  der  Erde 
zu  betrachten,  haben  aber  eine  geschichtliche  Bedeutung,  denn 
di«^' ^  AHartlHim  aufgefundenen  Metbeden  bilden  nocb^jeti^t  die 
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Grundlagen  für  die  dritssenbestiunnung  der  Erde  durch  Grad- 
messungen. —  Durch  die  in  dieser  AhHandlung  gegebenen  Nack- 
Weisungen  dGrfte  nun  die  Beliauptung  gerechtfertigt  sein ,  das* 
diejenii^en  Unrecht  thon,  welche  die  Verdienste  der  Alten  in  Be- 
gröndunq:  der  Astronomie  als  Wls«P!?sf  liaft  zu  entwertbon  si»  h 
bemühen.  —  Ptotomäus  schioss  dii'  Ixeihe  der  bedeuteudereo 
Astronomen  des  Alterthunw.  Er  scheint  mehr  mit  beobachleii- 
dem,  als  mit  schopferiscbem  Talente  begabt  gewesen  ku  seio»  nod 
CS  soll  sofort  Jjelneiri  Verdienste  «lirlit  zu  nahe  fretreff  n  werden, 
lier  fJo<!  Ulke  nfier  liei»t  sehr  nahe,  dass  er  t/operiiicus  Stelle 
hätte  einnehmen  kunnen»  ueuii  er  mit  sehupferischem  Gei«!ite  aiie 
die  Itfittel  erfasst  hätte,  welche  ihm ,  ivie  wir  aus  seinen  Werk« 
sehen,  seine  Vorgänger  als  Vermächtnis.««  hlnterlicssen,  and  wenn 
er  girh  von  den  Sinneneindrücken  hätte  losreissen  Iconn^Mi  .  von 
denen  sich  diesellien  schnti  losgerissen  hatten.  Denn  gerade  er 
war  es,  welcher  (Alm.  Lib.  i.)  die  Waiirhcit  der  ^linneoeindrucik• 
den  richtigem  Ansichteo  anderer  gegenfiber  zu  begrfinden  suchte.^ 

Dies  sind  etwa  die  von  dem  Herrn  Vf.  .«selbst  in  der  Vorrede 
namhaft  gemachten  Hauptpunkte,  welche  in  dieser  interessanten 
nod  lebrreicheD  Sdirift  weifer  ausgeföhrt  werden. 


Oeometrie. 

Geometrische  Anulysis.  Eine  systematische  An- 
leitung zur  AvflGaang  ven  Aufgaben  aue  der  ebeaee 

Geometrie  auf  rein  seemetrischem  Wege,  für  die 
böherrt  Klassen  der  ttyninaalen  und  Realschalen  Ton 
Dr.  (  hristian  Heinrich  i^agel,  Rector  der  Healanstatt 

au  Ulm.    Ulm.    1850.  8. 

Wir  bci^rü^sen  diese  Anleitung  tut  jjeometrischen  .Analysts 
mit  crosser  I  reude,  in  welcher  der  Herr  Vf.  den  Anfängern  aof 
dem    von    den   griechischen   Geometern.  uns  vorgezeicbnetea 
trelUicbeD  Wege,  ^  der  denn  doch  nun  einmal  der  dnsig 
richtige  und  wahre  Weg  bei  dem  <re»mdtriaehen  Unterrichte  bleibt, 
—  eine  sehr  «rute  nietbodische  Anli'itiin'j  7iir  Auflösung  geometri- 
scher Aufgaben  giebt.    Alle  n?idagogischcn  Kunststücke^  die  man 
jeti^t  hin  und  wieder  nanientitcb  bei  dem  geometrischen  Elementar- 
unterrichte machen'  sieht,  taugen,  —  Insofern  sie  nicht  bloss  eise 
anz  oberflächliche  geometrische  Bildung  bezwecken,  die  aUef^ 
ings    auch  für -manche  Individuen  ihren  Nutzen  halten  kann,  — 
nach  unserer  innigsten  Ueberzeuijnng  gar  nichts,  und  man  wird 
durch  dieselben  nie  einen  Knaben  zum  Geoiueter  ntacben ,  ja  mb 
werden  auch  nicht  einmal  an  Irgend  einem  praktischen  Bcra,  der 
bauptsäcbiicb  in  einer  matbevatischeb  Gnindlage  wonwlft«  tOchllg 
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heran  bilden.  Nur  wenn  man  bei  dem  geometrischen  Unterrichte 
zur  strengen  Methode  der  Alten  zurückkehrt,  wobei  sirh  jedoch, 
wüs  schon  ülter  von  uns  bemerkt  ivordeu  ist,    iniiuer   noch  ein 

{(e«ns«er  Mitteliv'eg  inoe  bal^  ISs8t*)»  wird  man  wahrhaft  glüclr- 
icbe  Erfolge  erreichen.  Am  allermeisten  gilt  dies  aber  von  der 
Aaflnsnnii  «jeometiischer  Aufgaben,  wo  jede  nirht  nach  der  stren- 
geo  Methode  der  Alten  versuchte  Auflösung  zu  btosüem  Uerum- 
a|>peii  ODd  Beroiiunicbeii  flifart,  ohne  alle  ehceotliehe  Methode; 
ml  wird  dann  zufällig  eine  Auflösung  gefunden,  so  ist  dies  meJ« 
Atens  nur  die  Frucht  eines  glücklichen  Znfhüs  ,  der  fiir  das  geo- 
metrische Talent  dessen,  der  diesen  glücklichen  Fund  zufällig 
tbat,  eigentlich  gmr  niehts  beweiset.  Wir  frefien  uns  daber  oocb* 
inals  sehr  fiber  das  Erscheinen  der  vorliegenden  AoldtUD^,  die 
einem  wahren  Bedfirfnisse  abhilft,  und  heissen  dieselbe 
im  Interesse  des  wahrhaft  Frucht  trugeiideo  geometrischen 
Elementarunterrichts  herzlich  w  illkommen.  Mit  dem  vidlsten  Rechte 
hat  der  Herr  V  f.  sich  ganz  an  die  strenge  Methode  der  Alten 
Sfehalten,  und  liftrrnll  Analysis.  Syiitbesis,  Deterininntion  und 
Beweis  von  einander  streng  unterschieden ,  und  durüber  überall 
sehr  fasslicbe  Erläuterungen  gegeben;  äein  Buch  is^t  keineswegs 
ein  gelehrtes,  aber  dagegen  eio  recht  praictisebes  Buch  su  nen- 
nen, wa!4  vorgerückteren  Schülern  und  Lehrern,  die  In  die^^en 
Diniren  noch  zu  lernen  fjuben  und  fernen  wollen,  ein  treffliches 
HüÜtimittel  darbieten  kann  und  wird,  und  die  Anzahl  der  2ur  Er  ' 
llntening  gebrauchten  Beispiele,  bei  denen  der  Herr  Vert  mit 
Recht  weit  weniger  auf  Neues  als  auf  Zweckmässiges  ausgegan* 

fcn  ist  ist  für  den  Zweck,  welchen  der  Herr  Vf.  zu  erreichen 
eabisichtigte,  gross  genug.  Schon  ein  blosser  Blick  in  dieses  Buch 
tbet  einem  in  der  strengen  Schule  der  Alten  erzogenen  Lehrer  der 
Geometrie  wahrhaft  %vohl,  gegenflber  dem  meistens  sehr  seichten 
und  nichts  sa«rendenGeschwStz.  "  rm  man  jetzt  namentlich  inpridago- 
gischen  Zeitschfiften  häutig  über  den  ni:i thematischen  Unterricht  an- 
trifft Wir  haben  in  diesem  Buche  in  dem  Herrn  Vf.  freudigst  den 
,,Wflrteni berger'*  erkannt:  denn  wer  die  Gesebiebte  der  Ma* 
thematik  und  des  mathematischen  Unterrichts  kennt,  weiss  sehr 
wohlund  erinnertsich  mitdem  würmstenDankedassWürtemberi,'  lan|;o 
Zeit  die  eigentliche  Ptlanzstätte  der  strengen  Ocometrie  in  Deutschland 
war.  Was  er  Über  Pfleiderer  antS.  V.  der  Vorrede  sagt,  nntersclirei* 
ben  wir  volllcommen;  er  hätte  aber  neben  demselben  auch  noch  viele 
andere  seiner  T.andHieute  mit  eben  demselben  Rechte  nennen  kön- 
nen, und  wir  werden  ihn  nicht  erst  an  Johann  Friedrich  und 
Wilhelm  Pfaff,  an  Havbe^  (den  Commenfator  des  Eulclides 
vnd  Herausgeber  archimedischer  Schriften),  an  Schwab  (den 
HerauRiieher  der  Data  des  Pnklides  iia<;h  Robert  Shnson), 
an  Camcrer  (den  trefQichen  Herausgeber  der  Schritten  des  ApoU 
lonius),  an  Bobnenberger  (dessen  Astronomie  ein  wahres  Mu- 
•tef  geemetriscber  Strenge  im  Geiste  der  Alten  ist)  nod  noch 

« 

  ♦ 

*)  M*  •.  z.  B.  ioj  Litfrar.  Der.  Nr.  LIV.  S.  T61.  die  Anzeige  von 
Seblönlleb's  smgeieii^hneter  Gromettrie  de«  MasMO« ,  die,  wem  svdl 
sieht  nach  der  Methode  des  Kiiklidet,  aber  doch  in  demselben  «tren- 
«M  Geiste,  welcher  lianptoächUeh  die  Geometrie  der  Alien  chsnilite- 
fitirt,  abgefaMt  i«t. 


viele  andere  Würteinberfier  zu  «»rinnern  brauchen;  ja  auch  der 

treffliche  L'Hiiilier,  der  t^o  virlc«^  Atisir^'/f'uhnete  .nuch  nof  dem 
Gebiete  der  reinen  Geometrie  geiti>tLl  hat,  und  sich  iaoge  4»« 
Pfleiderer  in  Tübingeu  aufhielt  (er  «agt  in  der  Voirmle  mm 
gebier  Principioroui  ealciili  differential is  et  inteirralis 
expositio  eleraentaris.  Tiihingae.  1795.  p.  II.:  „AmicoF 
roeus.  Du.  Pfloi'lprer,  Pbys.  et  Math.  Prof.  in  Universitate  Tuiiro- 
genai,  refui^iuin  mihi  secum  ohtulit:  ubi  studiia  ad  levaodos  dolo- 
ffUp  Intentus,  quae  ad  novam  IKmertationis  meae  «dltienein,  thidMi 
neeeMarlam  visain,  eparsim  praeparaveram ,  in  Ofdinem  rcdegi»  «t 
cum  amico  cf nimiinicavi,  ipsiusquc  ubservMtionOK  coiinuIiiI  :  <}uo 
factum  esse  sporo.  iit,  quod  prihlico  nunc  oflero.  »cri|)tiim  utile 
mi  oec  ejasattotitioneindignum")  kann  mit  hierher  gerechnet  m  erden. 
Aber  solche  Namen  keimen  Milch  tmeere  Püdagot^en  jetzt  nickt 
mehr;  wie  kConte  das  wbw  auch  anders  «ein,  da  sie  den  Eokli* 
des  Dicht  mehr  fpson .  Hessen  mftigpt  8ledluiii  ihnen  jedocb 
wiss  sehr  anzuratbeo  wäre! 

Einzelnes  anK  dem  Buche  de«  UeiTO  Rectoe  Nagel  anzufuii- 
rer» ,  verbietet  »n.s  leider  der  Kaum ;  um  a^nr  zn  7011:^11,  wie  ."«elir. 
bei  aller  praktischen  Brauchbarkeit  dessi-llx'n .  olme  allen  ge- 
lehrten Flitterstaat,  der  hier  sehr  leicht  anzubringen  ffewesen 
wite,  lind  lelehtea  VerstSndlichkeit  seines  MhaltSt  darin  der  Geist 
der  Alten  treht,  können  wir  uns  nicht  versagen»  som  ScUnns  in 
der  Kflrae  noch  seinen  Inhalt  ansttgebens 

Entei  Buch,  CJeber  die  Natur  und  aber  die  Tbeile 
einer  Aufgabe.    Die  Natnr  der  Aufgabe.    Von  den  Usopl- 

bestaiidthcilen  einer  Aufgabe.  Von  der  Aufgabe  im  miiern  ^iinne. 
Von  der  Construction  Von  dem  Beweise.  Von  der  DeteriaiDa- 
tion. —  Zweitet  Buch,  Ueber  fii«  geometrische  Ana- 
iysis.  Wesen  der  geonietrisebee  Aualysis.  AuflSsimg  einiger 
geometrischen  AufgaMn  durch  Anwendung  der  geonietriscnen 
Analysis.  Der  Znsaramenhang  der  geometrischen  Analysis  mit 
der  Construction  und  dem  Beweise.  —  Dritte  $  BuvL  l>ie 
verschiedenen  Uauptwegc,  um  zur  Auflösung  geome* 
trlsciier  Aufgaben  zn  gelangen.  Allgemeine  Bemerkungen 
über  diese  Wege.  Die  Auflösung  der  Aufgaben  durch  Analogie^ 
Die  Auflösung  der  Aufgaben  durch  Reduction.  Die  Au<!t»surig  der 
Aufgaben  durch  Lehrsätze.  Die  .\unösuug  der  Aufgaben  durch 
Data  (rauchte  man  doch  die  ..Dedomena*'  oder  „Data**  des 
Eukliden,  dieses  kostliche  Ueberbleibsel  aus  dem  grieehiecken 
Alterthume,  wieder  eÜrigst  studirenf).  Die  Auflosung  der  Aufga- 
ben durch  gpnmetrische  Oerter  —  Viertes  Buch.  T^ehro  von 
den  geometrischen  Oertern.   Anhang,  iSamnduiig  von  Auigabeo. 


Astronomie. 

Storia  Celeste  del  U.  Osservatoria  di  Palermo  dal 
1702  al  1813.  Part«  seconda  I8a3--]813.  Temo  neae 
1811  —  1813.  Viennn.  1849.  4.  Auch  unter  dem  Titel: 
Annalen  der  k.  k.  Stern %varte  io  Wien.  Nach  drm  Be- 
fehle »Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten  her* 
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aiisgegebett  von  0«  L.  vod  LiltrcKT»  Diff^et4»r  d«r  Stern- 

u-arte  und  o.  5.  Professor  der  Astronomie  an  der  k.  k. 
Universität  zu  Wien  u.  s.  w.  und  F.  Scbaub,  Adjnnct 
der  :$terowarte.  32.  Tbeil.  ü^euer  Folge  12r  Baad.  £nt- 
baltdod  Piftshrs  Beobachtungen  in  den  Jabren  1611 
bis  1813.  Wien.  1849.4.  (M.  ¥6rgL  Litetar.  Bar.ifr,LVia 

MM  diesem  Bande  Ist  die  bocbst  verdlenstUcbe  Herausgabe 
der  Piassi'acben  Beobacbtungen  nun  TolleAdet,  wozu  wir  dea 

HeiTpn  Hprrius^fhern  von  H«»rzen  Glöck  wflnschen.  Die  eifrige 
Beuutzung  dieses  uu^gezeichneteu  uüd  schwierigen  Werkes  wird 
der  Astronomie  gewiss  noch  weit  mehr  schone  Früchte  tragen, 
als  dies  bereits  geschehen  ht,  wie  s.  B.  In  der  Abhandlung  voo 
C.  A.  F*  Peters:  üebcr  die  eigene  Bewci^unu-  des  Sirius,  in 
der  neuesten  Kummer  der  astronooiiscbeo  ^chricbteii.  (r^r.  745.) 

Sitzungsbericht»»  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.       Liter. Her.  iNr. LVi. jS. 773.) 

JalirgaDji;  1850.   Erste  Abth.  rMärz).  S.  233.  Pohls 

Auszue  aus  seiner  Alibandlun);  „Uehcr  aie  Siedepunkte  mehrerer 
alkoholhaltiger  Flüssigkeiten  und  die  darauf  gegründeten  Verfah- 
ren den  Alkoholgehalt  derselben  zu  chemisch-technischen  Zwe- 
eken  sa  bestimmeo".  —  Ausserdem  befiodeo  sich  iu  diesem  Heilte 
eine  grössere  Anzahl  höchst  interessanter  Verhandlungen  über 
eine  Heise  um  dtc  Rrde,  weIrFio  von  der  k.  k.  Marine  unternom- 
men werden  soil,  und  die  Belheilijeups  der  k.  k.  Akademie  der 
Wisseoecbaftea  bei  dieser  Reise.  Der  v.  It,  Viceadmiral  v.  Dahl- 
rup  bat  diese  Reise  zur  Hebung  der  IMannschaft  der  k.  k.  Ma- 
rine und  zur  Förderung  commercieller  Zwecke  hei  dem  k.  k. 
Kriegsmibisterium  beantragt  >  und  der  Autrag  bat  im  Ministerratbe 
allea  den  Aaklang  gefunden,  dea  er  verdient  Die  Reise  soll  mit 
einem  k.  k.  Kriegsschiffe  in  das  atlantische  und  das  sf'Ile  Meer  unter- 
nommen werden,  und  das  Schiff  soll,  statt  vom  stillen  Meere  auf  dem 
Wege  über  das  Cap  Uoru  wieder  zurückzukehren,  seine  Fahrt 
nach  Westen  fortsetzen  und  China,  Siam,  Singapure,  Ceylon, 
Bombay,  das  Cap  und  die  Westküste  Afrikas  beröbren.  Der 
Minister  für  Handel,  Gewerbe  und  öffentliche  Hauten,  Herr  v.Bruck, 
fordert  die  Akaflemie  auf,  diese  Kpi<;e  um  die  Erde  zur  Förderung 
ihrer  Zwecke  zu  benutzen,  und  da^is  die  Akademie  diese  Auffor- 
deraeg  eifriipst  errreifen  wflrde,  lieas  sieb  bei  dem  allgemein  lie- 
Icannten  grossen  Gifer  uad  Erfolg,  vromit  die  k.  k.  Akademie  sich 
der  Forderung  der  Wissenschaften  nach  allen  Richtunc^en  hin  wid- 
met« nicht  anders  erwarten,  und  wird  durch  die  in  diesem  Hefte 
laitgetheUten  ioteressantea  Verhandlungen ,  welche  ia  der  Akade- 
mie über  diesen  G^seaataad  Statt  gefunden  haben  >  genii|^sam 

'  Jahrgang  1850.  Erste  Abtb.  April.  Mathematische  und 
pfcyaikaliache  Abhandbinuen,  im  eigentlichen  Siaae,  enthSlt  die* 
aea  Heft  'awar  nicht;  dagegen  aber  viele  interessante  Aufsätze  aus 
andaten  -Gebieten  dar  mturwisseaacbaflsa,  a.  B.  der  Gedlegie 
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und  Krystallographie.  Wir  erwähnen  davon  nur  die  folgenden: 
S.  369.  V.  Morlot:  (Jeher  die  Niveaus  des  älteren  Diluviums  und 
der  Miocen-Formation.  —  S.  3t>8.  Wedl  und  Müller;  Beiträge 
zur  Anatomie  des  zweibueklieen  Kameles  (Cameltis  bactrianus). 
—  S.  i2iL  Bou^:  Deber  die  l*aläo-,  Hydro-  uud  Urographie  der 
Erdoberfläche  oder  den  wahrscheiolicbeii  Platz  des  Hassers  uod 
des  Landes,  so  wie  über  die  wahrscheinliche  Tiefe  der  Meere 
und  die  absolute  Hübe  der  Lfinder  und  ihrer  Gebirge  während 
der  verschiedenen  geologischen  Perioden. 

Jahrgang  1850.  Erste  Abth.  (Mai.)  S.  504.  Anleitung 
zur  Ansfiihrung  von  Beobachtungen  über  die  an  eine  jahrliche 
Periode  gebundenen  Erscheinungen  im  Pflanzenreiche,  ^ach  den 
Ideen  von  Quetelet-,  Spring,  theilweise  nach  den  Ansichten 
und  Erfahrungen  von  F ritsch.  (Diese  ausfuhrliche  Abhandlung 
empfehlen  wir  allen  denen ,  die  sich  mit  solchen  Beobachtungen 
wie  die  in  Rede  stehenden  beschäftigen  wollen.).  —  542.  In 
mehrlacher  Beziehung  interessant  ist  auch  eine  Abhandlung  von 
Simon y  io  diesem  Hefte:  Üeber  die  Seen  des  Salzkammergutes. 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (Juni).  S.  ÜL  Wilhelm 
Wertbeim:  Hauptresultate  seiner  neuesten  Untersuchungen  über 
die  allgemeinen  Gesetze  des  Gleichgewichts  und  der  Bewe^ng 
der  flüssigen  Kiirper.  —  S.  3L  V.Ettingshausen:  Zur  INach- 
weiswng  der  Existenz  der  W^urzeln  algebraischer  Gleichungen. 
Betrifl"t  eine  neue  Einkleidung  des  dritten  Gauss'schen  Beweises 
des  bekannten  algebraischen  Hauptsatzes,  den  wir  der  Beachtung 
unserer  Leser  empfehlen.  —  S,  Ji.  Derselbe:  Beitrag  zur  Inte- 
gration irrationaler  Differentinl-Formeln.  Betrifft  eine  der  Berück- 
sichtigung sehr  werthe  Vereinrachung  der  in  den  Lehrbüchern 
gewübnlicben  Behandlung  der  Integrale  von  der  Form 


/ 
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—  S.  3Zi  Kreil:  Vortrag  über  das  Inductions-Inclinatoriura  an 
der  Prager  Sternwarte  uu^  ein  selbstre^istrirendes  Metallthermo- 
meter. —  S  4Öi  Pierre:  CJeber  eine  Methode  die  Spannkraft  der 
Dämpfe  io  der  Luft  direct  zu  messen.  —  S.  Ö2»  v.  Ettingshau- 
sen: Bericht  über  Spitzer's  Abhandlungen  über  die  nuberen 
Zahlengleichungen. 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (Juli.)  S.  US.  A.  v.  Et- 
tingshausen: Ueber  einige  Eigenschaften  der  Flächen,  welche 

zur  Construction  der  imaginSren  VVurzeln  der  Gleichungen  dienen. 

—  S.  150.  Koller;  Bericht  über  Böhm  s  Abhandlung:  „Beobach- 
tungen von  Sonnenflecken  und  Hestimniung  der  Kotations-Elemente 
der  Sonne.  Wir  führen  die  Hauptresultate  dieser  Abhandlung 
kurz  ao: 

Neigung  des  Soonenäquatnrs  gegen  die  Ekliptik  .  .  .  6^  §^  d 
Länge  des  aufsteigenden  Knotens  des  Sonnenüquators  76^  Ü 
Tropische  Umdrehungszeit  der  Sonne  25,821  Tage. 
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Die  voü  LaUode  und  Üelambre  geinaciiteiiBfistiioiutuig^ 
geben  im  Mittel  respective: 

7«  19';  78«  SCK;  25,021  Tage. 

Kein  einzip^er  der  heobachteten  Sonnenflerlcpn  berechtiijtp  tmt 
Annahme  einer  eigenen  Bewegung  der  Sonuentlecken.  Ausserdem 
lieferten  die  Beobachtungen  unsweifeihaft  die  Bestätigung: 

n)  dass  die  Smuienflecken  in  beiden  UemiephäreD  der  Sonne 
gleich  zahlreich  erscheinen  >  nod 

b)  dass  sie  in  der  Nähe  des  Sonnenäqoators  und  in  einer 
heliocentrischen  Breite  über  35"  hinauf?  nur  selten,  dagegen  in 
der  swischenliegeiiden  2oiie  am  häutigsten  vorlLommen*  — 

S.  154.  Doppler:  Einige  Mittheilungen  und  Bemetknn^en, 
■eine  Theorie  des  fari>igen  Lichts  der  Do])pelsterne  betreffend. 
Herr  Doppler  lo!>t  in  die.<er  Abhandlung  der  k.  k.  Akademie  die 
neueren  von  verschiedenen  Physikern  und  Astronomen  angestelt- 
ten  Forachungen  vor,  eiche  cur  fiealXtigung  der  Riebtiekeit  sei- 
ner Theorie  gedient  haben,  und  macht  dabei  hauptsächlich  auf 
zwei  Memoiren  lies  Herrn  Sestini.  Astronomen  am "floltegio  Ro- 
mano zu  Rom  aul'merkaam»  welche  folgende  Titel  haben: 

1)  Memoria  sopra  i  colori  delle  stelle  del  catalogo  di  Baiiy, 
oaaervati  dal  P.  Benedetto  Sestlni.  Roma  1845. 

2)  Memoria  secorifia  intorno  di  colori  delle  stelle  del  cata-* 
logo  di  Baily,  osservati  dal  V.  Benedetto  Sestioi.  Roma.  1847. 

Wir  halten  allerdings  die  Resultate,  zu  denen  Herr  Sestini 
durrfi  «spine  Beobachtungen  gelangt  ist,  für  so  bemcrkenswerth, 
dass  wjr  dieselben  nach  den  von  llerrn  Doppier  gemachten  An- 
führungen unseren  Leeem  hier  nictbeiien  woHens 

1.  Die  Farbe  des  Lichtes  der  Fixsterne»  welche  keine  Dop- 
pel- oder  mehrfache  Sterne  sind,  ist  ganz  gegen  die  biehcrige 
Meinung  der  Astronomen,  die  gemeinhin  M»ir  den  letzteren  farbi- 
ges Licht  zuerkannten,  nicht  bei  allen  die  weisse  und  eben  so 
wenig  die  gelbe,   sondern  es  finden  sich  unter  diesen  Sterne  in 

gar  nicht  unbeträchtlicher  Menge  von  oranger,  rother,  grüner, 
lauer  und  violetter  Farbe  mit  allen  möglieben  Nnancirungen  vor. 
Die  »Sterne  von  gelblichem  Liebte  mit  theilweise  schwarlifr  far- 
biger MuanciruD^  machen  beiiäuüg  die  Hälfte  von  allen  aus;  solche 
von  weissem  Lichte' betragen  ungefähr  V»  und  Jene  von  oranger 
Farbe  etwas  Ober  —  so  iflso,  dass  für  die  fibrigen  Farben  nur 
etwa  ein  schwaches  Vio  übrig  bleibt 

2.  Ganz  geeen  alles  Vermutben  finden  sich  ferner  diese  far- 
bigen Sterne  durchaus  nicht  über  das  ganze  sichtbare  Himmels- 
gewulbe  gleichförmig  und  noch  viel  weniger  bezüglich  der  eiosel> 
neu  Farben  in  gleichem  Verbältnisse  vertbeilt  vor,  sondern  es 
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hat  in  dieser  Beziehong  ein  auffallender  hffcbt<it  beachte iisnerther 
Uotwctchiml  statt  Eine  genaue  von  Herrn  Sestini  selber  ange- 
stellte Vergleichnng  seigt  ninilicb: 

a)  dass  diie  weissen  Storno  am  häufigsten  in  der  nördlichen 
HimnieUbälfte  und  zwar  beiläufig  zwiscbeo  60  —  UO^  uurdlicber 
Breite  sich  ToffMen»  dis  sldltemoGeg^ndett  dagegen  daras  makt 
arm  eindi 


b)  dass  die  bei  weitem  meisten  Sterne  mit  iarb^em  Lichte 
innerhalb  einer  Zone  liegen,  weltba  heilXufie  ven  3lr  nOrdficbar 
bis  SU  30»  sadllchsr  Breite  reicht 


zeugt,  dass  dieser  GOrtel  nichts  weniger  als  mit  dem  flimaiels^ 
Aequator  parallel  läuft 

c)  dass  ferner  auf  der  nurdiicheo  Hälfte  dieser  Zone  verhält- 
nissmSssig  die  meisten  htaoea  undvioietten,  indersfidücbea  hingegen 
die  meisten  orangen  und  reihen  Sterne  eich  vorlnden. 

d)  dass  es  weiter  von  allen  l^artien  des  gestirnten  Himmels 
keine  gibt,  an  welcher  im  Vergleiche  zu  den  daselbst  tiefindlielien 
anderen  Sternen  so  viele  blaue  und  violette  Sterne  vorkomment 
als  jene,  wo  sich  das  Sternbild  des  Herkules  befindet.  Nun  aber 
ist  es  bekannt,  dass  nach  Mersch  eis  und  Argelan  ders  Un- 
tersuchungen unser  Planetensystem  mit  der  Sonne  als  «»einem 
GentratbUriMr  tfu  der  sfidHohen  gegen  die  nSidliche  Hemfephfire 
und  Bwar  ungefähr  in  der  Richtung  vom  Flusse  Eridanus  gegen 
das  Sternbild  des  Herlcules  hin  sich  bewegt;  es  ersf  hfint  dem- 
nach nur  als  eine  nothneadice  Consequenz  meiner*)  aijti:o.<<teiiten 
Theurie,  dass  die  sädlicbe  iiimroelshälllte  verhältniss massig  mehr 
orsnge  and  rothe,  die  nSrdliehe  dagegen  mehr  blnne  mid  vteiette 
Sterne  zählen  ratoe,  so  wie  inshesendsfe  fai  der  Gegend  wo  sich 

beiläufig  Herkules  befindet,  von  allen  die  meisten  Manen  imd  vio- 
letten vorkommen  mfJssen.  Aus  gleichem  (irumle  muss  auch  die 
südliche  llimmelshäifte  bedeutend  ärmer  au  ^Sternen  geringerer 
Gr58se  sich  zeigen*  als  die  nordliehe.  Ich  habe  in  meinen  Mhe 
ren  Abhandlungen  des  letzteren  Umstandes  ausdrücklich,  des  vor* 
hergehenden  wenigstens  aiMleufungsweise  erwähnt,  und  die  Be- 
obachtung hat  meine,  wie  es  mir  schon  damals  schien «  gegrün- 
dete Vermuthung  nicht  zu  Schanden  werden  lassen. 

3.  Das  farbige  Lieht  der  einfnehen  oder  der  als  solche  gel- 
tenden Fixsterne  ist  ulcich  jenem  der  Doppel-  und  mehrfacben 
Sterne  höchst  wahrscheinlich  einer  Aenderung  unterworfen,  die 
Jedoch  TOS  viel  längerer  Daser  Ist  als  Jene  hei  den  mästen  Dep- 

Selsternen.  Filr  diese  Ansicht  sprechen,  wenn  auch  nur  wenig^ 
och  gut  coostatirte  Beobachtungen. 


")  (d»  h.  Herrn  ll»p|iler'a) 
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PJeb«t  der  bereiU  bekannten  auffallenden  Farbveränderuag  des 
Sirius  führt  Herr  Sestini  ueuerlichj>t  noch  den  «Stertf  U  in  den 
ZwillingeD  an,  welcher  Storn  im  Almaeest  als  roth  beceidioet 
wird,  während  Ihn  doch  beut  w  T^ge  jedefnanB  so  den' eot- 
schieden  weiaaea  rechnet 

4.  Endlich  hat  Herr  Seat  In  I  -durch  aeine  BeobaehiiinfteD 

▼erblinden  mit  einer  aorgOiltigen  Vergleichuflg  früherer  daraufbe» 

zügltfluMi  An?nhf'Ti,  f^io  Aii/.  ifil  Her  bereits  beknnnten  an  Fnrbe 
veränderlichen  Dop|>clst('rrie  noch  um  mehrere  \eriiiehrt,  wie  «liess 
aus  »einem  Memoire  v  on  1845  ,  pag.  11.,  uud  aut>  jenem  von  1847, 
pag.  10.  an  eraehea  tat 


Vermisehte  Schrifteii. 

Bntletina  de  l'AcaddnIe  Royal-e  dea  acieacea,  dea 
lettres  et  des  beaux  arts  de  ßelgique.  Tome  XVI. 
ITme  Partie.  1849.  Tome  XVIL  Ire  Paftie.  185^  (VergU 
jUiterar.  Bec.  liu  LI.  S.  714.)« 

Tome  XVL  Urne  Partie.  1849.  p.  t7.  Dea  pronortioos 
du  Corps  humain;  par  M.  A.  ^^uotelet.  Troislemc  article  (Voir 
le  deuxienip  artirle.  T.  XV.  lluie  Partie,  p.  Iti,).  Proporttons  de 
1  homnie  d  upres  ies  artistea  ilaliens  de  la  reoaissance,  —  p.  28. 
Sur  Teleotrlcit^  et  aur  lea  anomaliea  ipie  cel  tfldmeot  m^t^orolo» 

fiqae  a  pr^entees  dans  ces  derniers  temps,  par  M.  A.  Quete- 
et  —  p.  30.  Troisieme  note  sur  dp  notncllrs  applications  cu- 
Tio'ises  de  la  persistuncc  des  impressions  de  la  retirie;  par  J. 
Plateau.  —  p.  39.  Note  sur  la  polarisation  des  electrodes  du 
▼oitamitre;  par  M.  P.  Loyei  p.  251.  Mdthode  pardeuli^re 
poor  dilterminer  la  collimation  d*une  Innetle  meridienne,  k  Taide 
des  ohservations  astronomirpies ;  par  M.  le  capitaine  Liagre.  — 
p.  *254.  Quatrieme  note  sur  de  nouvelles  applications  curifuses 
de  la  uersistance  des  impressions  de  la  rötine;  par  J.  Plateau. 

p.  382.  Sur  r^lectricitö  de  Tair  pendant  les  neuf  premiera  moia 
de  Vaonde  1849;  i>ar  M.  Quetelet.  —  p.  343.  Notice  sur  une 
projectinri  e^o^aphiqne  nouvelle;  par  M.  M-  Donny.  —  p.  345. 
Memoire  sur  les  points  briilants  des  courbes  et  des  surfaces;  par 
M.  De  Boer.  —  p.  347.  Notice aor  la  döcomposition  electro-chimi- 

Sue  par  dea  Tolianietres  differeiifs;  par  M.  Maas.  —  p.  391. 
lotice  sur  nne  projection  ejeographique  nouvelle.  par  MM.  \  .V..  L. 
Oo!inv  et  F.  M.  L.  Donny  (8.  vorher.). —  p.  4t3.  Sur  la  de- 
compositiua  eiectro  -  chimique  par  des  voUametres  difl'ereuts;  par 
M.  Maas  (S.  vorher);  —  p.  2145.  Memoire  aar  la  thdorle  dea 
rdaidna  quadratiques  pav  M.  Sehaar.  H^pport  de  M.  T-Immer- 
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mau«.  —  p.  Sur  un  ph<inomöoe  m^t^rologique;  par  M.  Edm. 
«•  Selys>Loiigcliainpf.  — 

Tom«  XVn.  Ire  Partie.  18Sa  p.  a  Sur  iVlectricitö  atmo* 
«pb^riquo;  par  M.  A.  Quetelet.  —  p.  1^.  Sur  le  nain  Jean 
Hapneina,  dit  Tamiral  Tromp;  par  M.  A  Quetelet.  —  p.  134. 
Sur  les  puints  focaux  de  relUpse;  par  AL  le  capitaine  Liagre. 
In  diesem  Aufsatse  dbeotirt  aer  Herr  Vf.  den  foigendeii  Toa  ibm 
anfgestellteo  Sats: 

mU  eziste  snr  le  grand  axe  de  fellipse  an  nombre  in  flu  i  de 
poInt«,  sitnds  deox  a  denz  k  egale  dwtaoce  du  centre,  et  tels, 

3ue  les  rnvons  vecteuft«  mcnps  de  rhni|iic  cnuplo  a  im  ni^me  point 
e  ja  cnurlie^  sont  lies  eutre  eujL  par  une  relatioo  iadöpeodaote 
de  la  Position  de  ce  point.'*  » 

„Les  abscisaea  de  ces  points  focaux  aoat  de  la  lorm« 

—~2n-T~y   '®  nombre  n  pouvant  receroir  toutes  les  valears 

^nti^res  et  positives,  depais  K^ro  jusqu'a  l  inüni"  wo  unter  a  uod 
b  die  beiden  Ualbazen  der  Ellipse  Teritanden  werden.  En  eclielnl 
dieser  Gegenstand  nicht  uninteressant  tu  sein»  und  irohl  eine  nock 

weitere  Untersuchurg  zu  verdienen  als  die  von  dem  geehrten 
Herrn  Verf.  hier  mitc;ethei!te  im  (ianzen  nur  kurze  Betrachtung 

Jiebt.  —  p.  216.  Note  sur  les  trembleraents  de  terre,  resseotis  en 
849,  par  M.  Alexia  Perrey.  p.  225.  Supplement  anx  notes 
eur  les  treniblenients  de  terre  ressentis  en  1847  et  1848.  —  p.  328. 
Sur  les  variations  de  pression  atmosph^rique  et  de  temperature» 
k  la  fin  de  janvier  et  au  comraencement  de  f^vrier  1850.  Lettre 
de  M.  A.  Perrey.  ~  p.  344.  Sur  un  nain  beige.  Note  eommun- 
quee  par  M.  Qae<Celet.  Notice  nir  une  formule  ponr  caiculer 
lelasticite  de  la  vapeur  d'eau,  par  M.  Henri  Bruckner,  d'Aix- 
la  Chapelle.  l>ie  auf  diese  Weise  über^chriebene  Abhandlung 
enthilt  aber  auch  noch  verscbiedene  arithmetiscbe  Bemerkungen 
über  die  Ver\^  amlluTig  der  Wurseln  in  KettenMdie«  die  L«^- 
rithnen  uod  die  Keiheo.  Wenn  man 
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i)C2»t—  l)  (3iii— 1)  —  3ifi~l 

r    M^t-lX»»»— l)(3w-l)««-*_  7JE:0>ii-1) 
(m^t)(2iN+l)<3m-|-l)2r    -"Ö(3«  +  Jl)' 


U.     6.  W. 

Mtst,  SO  Urt  Mcb  dm  Herrn  VotT.: 


1  1 


6,  424.    Sur  les   variutions  annuelles  du  niagn^ti^iue  lerrestre  ä 
ruxelles;  par  M.  Queiciet.  —    p.  425.    JSiir  ie«  telegrapht^s 
^lectriques;  par  M.  Quetelet.  — 

Ausserdem  enthalten  diese  Ijcicien  Bände  norft  viele  andere 
ioteressaote  iVlittbeiluagi^u ,  fiaineutUch  meteoroluguchen  iiihalU. 


Snbscriptiims  •  Anieige. 

Bei  A.  C.  Kr oob erger,  BucbhSndler  In  Prag,  uod  J.  F, 
Gress,  Buchhändler  in  Wien,  wird  anf  folgendee  Werlr  Sub- 
ecriptieo  aogeuommeo: 

Tafel  siebenstelliger  Logaritbrneu  der  Sinns  und 

Tangenten  für  jede  Secunde  des  Quadranten.  Heraus« 
gegeben  von  Jakob  l'bU.  Kulik,  ordentlichem  ProTes- 
sor  der  hObern  Mathematik  zu  Prag.  Erste  aut  dem 
Cootinente  von  Europa  veranstaltete  Ansgabe. 

Welchem  Mathematiker  ist  es  unbekannt,  wie  lästii? ,  /eltrau- 
bend und  ungenau  die  Interpolationen  werden,  wenn  mittelst  der 
gewübnlieben  Tafeln,  welehe  nach  Minoten  forUanfeo,  die  einem 
gegebenen  Winkel  zugebltalge  trigonometrische  Function,  oder 
umgekehrt,  zu  dieser  der  correspondirende  Winkel,  oder  endlich, 
wenn  beim  Uebergange  von  einer  trigonometrischen  Function  zur 
andern ,  diese  mit  der  erferderlicbeo  Schärfe  bestimmt  werden  soll. 
Ein  anderer  Nachtheil  der  gewöhnlichen  Tafeln  ist  noch,  dass 


■  .  m 

die  natiirlicbtiii  Logarithmeu  der  Fuucüonen,  welche  aus  dem  log. 
eotix  helgeleitet  werden ,  sich  mittelst  derselheo  auf  heifie  be- 
ledigende Weise  berechnen  lastioii.  Allen  diesen  CnzuktJmm- 
lichkeiten  wird  aber  durch  füpsos  \Vt  rk ,  welches  sowohl  ffirjede 
fecund e  des  Quadranten  die  Logarithmen  der  ^>inlls  und  Tai^ 
genten,  aU  auch  in  den  ersten  18  Graden  die  Continus  in  mebr 
als  7  Decimalstelien  liefert*  abgeholfen. 

Bedingungen  der  Herausgabe. 
Dieses  aas  06  Druckbogen  bestehende  Werk  erscheint  nur»  wenn 
sich  eine  rege  Theiln.ihmc  nntt^r  den  deutscJien  Mathematikern 
dafür  ausspriclit.  Das  Ganze  w  ird  aus  0  Lieferungen  bestehen»  und 
der  Ladenpreis  jeder  einzelnen  Lieferung  bei  den  jetzigen  hohea 
Preisen  des  Pa^)ieres,  Satzes  und  Drucices  nur  auf  1  Thaler  ge- 
stellt werden;  hiedurch  orhalt  der  Ahufhnipr  Hns  Werk  um  6  Tna- 
ler  in  die  Hantle,  wahrend  die  S/tortrede  scheu  Tafeln  in  Edio- 
bure  hier  über  '<iO  Thaler  kosten,  und  dabei  mit  so  kleinen  Typen 

Sdhruckt  sind,  das«  «ie  unausbleiblich  auch  die  besten  Augen  an 
nnde  richten  mfissen. 

Sobald  der  erferderliche  Aufwand  zur  Herausgabe  des  Werkes 
durch  Subscription  gedeckt  sein  wird,  nimmt  der  Druck  seinen 
Anfang,  und  wird  ohne  Unterbrechung  durch  2  Jahre  tortgesetzt 
und  beendigt.  FOr  durchaus  reinen  correcten  Druck  mit  neuen 
Lettern  auf  ^utem  festen  Papier  wird  gesorgt.  Beim  Erscheinen 
der  ersten  Lieferung  wird  auch  die  letzte  berechnet,  unt)  es  wer- 
den ausser  den  bestellten  Kxemplaren  nur  so  viele  abgezogen,  als 
zur  Deckung  der  allenfalls  sicli  ergebenden  Defecte  erfordert  wer- 
den. Jede  Buchhandlung  Deutschlands  nimmt  Subscription  an. 
Dir  Namen  der  p.  t.  Herren  vSubscrihenten ,  welche  dieselben  deut- 
lich geschrieben  mittbeiien  wollen,  werden  dem  Werke  vorgedruckt. 


Nachschrif.t  des  Herausgebers. 

Ich  mache  auf  dit*se.Tafeln  alle  >?nthenia(iker  aufmerksam, 
und  die  grostse  Wichtigkeit  einer  durch  die  einzelnen  Secund^ 
des  Quadranten  fertschreitenden  Tafel  leuchtet  wobt  ven  selbst 
ein,  da  das  Interpoliren  doch  immer  eine  sehr  iSstige  Arbeit  ist 
und  die  Rechnungen  erschwert.  Ich  wünsche  dahf»r  sehr,  dass 
dieses  Unternehmen  des  geehrten,  durch  andere  äiiullche  Unter- 
nehmungen schon  hinreichend  bekannten  Herrn  Vfs.,  recht  rege 
Theilnahme  unter  den  Mathematikern  ftnden  mSge.  .  G. 
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liUerarteelier  Berielit* 


.  O  e  o  d  ä  s  i  e. 

Cours  de  Topographie  et  de  G^odtfsiefalt  a  I'^cole 

d'application  du  corps  d*^tat  major  Par  J.  F.  Salneuve, 
Chol  d'eticadruii  d'ätat  major,  ^econde  editiou.  Pa- 
ris. 1850.  Ii  Thlr.  10  Sgr.  8. 

^  Sind  v^  ir  auch  nicht  gerade  der  Meinoog,  dass  dieses  Werk 
besondere  Voreff^e  Tor  utioero  bobuinton  deat^cheB  Werken  der* 
selben  Gattung  hat,  so  gkuben  irir  doch  die  Leser  des  Archivs 

auf  dasselbe  aufmerksam  machen  zu  niifsspn ,  wr'W  es  in  Frank- 
reich sehr  beliebt  zu  sein  scheint,  und  allerdings  eine  ziemlich 
vollständige  Darstdlung  der  niedern  und  huhern  Geodäsie  liefert. 
Ausserdem  findet  man  in  demselbeii  auch  manche  in  Deutschland 
no«di  unbekannte  Instrumente  beschriebenf  z.  B*  einige  Distanz» 
messer,  die  uohl  einii^e  Beachtung  verdienen  dürften,  und  <:r«iss. 
tentheils  von  einem  geschickten  hohem  piemonte^sischen  Olliz.kr, 
ücrrn  Porro,  angegeben  worden  sind,  von  dem  der  Herr  Vf.  in 
der  Vorrede  sagt;  „qui,  ^  une  profoode  Instruction,  Joint  one  sa- 
gacitö  merveilleuse  dans  Tapplication  des  principes  d'optique. 

3u'il  possede  si  bien.  On  lira  surtout  avec  interet,  je  pense,  la 
escription  de  sa  lonette  anallatique,  de  sa  longae-vue 
coro  et,  et,  snrtout,  de  Tappareil  propre  a  .mesorer  les  bases" 
über  welchen  letzteren  eine  Commissiun  der  Alcademie  der  Wlg- 
senscliaftei)  in  Paris,  bcstehnirl  aus  den  Herren  Binet,  Faye 
und  T.  urgoteau,  einen  «ehr  günstigen  Bericht  erstattet  hat.  lier 
Inhali  der  einzelnen  Kauitel  dieses  allerdings  in  mancher  Bezie- 
hung zu  empfehlenden  Buchs  im  Allgemeinen  ist  folgendeir. 

Livre  i.  und  Licre  II.  Diese  zwei  ersten  l^ücber  enthal- 
ten eine  ziemlich  votlstlndige  Darstellung  der  ebenen  und  spbft- 
fischen  Trigonometrie r  selbst  auch  den  Binomi^rVien  Lehrsati, 
und  hatten  ganz  eirldeiben  sollen.  —  Livre  Itl.  Topogra- 
phie. Chap.  I.  Notions  generales.  Ch ap.  11.  Canevast()|lü^^a})hi• 
que.  Chap.  III.  Diffi^ens  modes  de  lever.  Instruments  propres 
a  mesurer  les  angles.  Chap.  IV.  Instruments  employes  ä  la 
mesure  des  distances.  Fhap.  V.  T.evofs  au  '.jnnionietre  et  a  la 
•  chaine.  Chap.  VI.  Lovees  h  la  Cbaine.  alignements,  transver- 
sales.   Chap.  VIL   Instruments  a  r^flezion.  Chap.  Vlll.  Eii- 
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teroble  des  operationt»  d  une  levee  relatives  a  la  planinieUie,  en 
Gonibioaut  tous  les  pfoc^^s  decriU  itKol^ment  Chap.  IX.  Nivel- 
lement  Chap.  X.  Nivellement  topographique  et  Ügtire  dn  tor- 
imin.  Chap.  aI.  Du  dessin  des  carte«  topographique».  rhap. 
XII.  Leveet»  luUitaires.  rtiap.  Xill.  Plans  cotes.  Chap.  XIV. 
Copie  et  r^duction  des  carte^  et  plan^f.  Chap.  XV.  Coinpai^  de 
propoittoD.  Chap.  XVi.  Emploi  de  la  bpossole  et  de  Tecli- 
metre  a  la  perspective.  —  Licre  W.  Optique.  Die*ics  Buch 
enthält  eine  für  ih  n  Z»eck  des  Werks  sehr  vollständij^e  Abhind- 
Jung  über  Optik  ,  ^orin  sifih  manches  Beiuerkensuertbe 
fiodet,  z.  B.  die  hinette  anallaliaiie  delkl.  Porro.  —  Livre  V. 
Gdodesie.  Chap.  I.  EnMinble  des  Operations  gtfodesiquea. 
Chap.  II.  Älesure.s  des  bas«««  (p.  350.  Appareil  nouveati  paar 
luesurer  ies  liases  geodesiques  pur  M.  Porro.  Chap.  lU.  Me- 
aurea  dea  anglea  et  deacTijptiau  des  instrumenta  qui  y  aont  con* 
aacrda.  Chup.  IV.  Caicttia  rehtifs  ä  la  rösolution  des  triangles. 
Chap.  V.  Calculs  des  coordonnees  des  points.  rhap.  VI  N'o- 
tions  de  Geometrie  aoalvtique,  indispensables  a  1  ifitelligence  des 
formules  de  latitude.  (Hätte  auch  wegbleiben  küiinen.)  Chap. 
VII.  Ezproaaion  analytique  de  nuelc^ues  lignes  reroarouablea  au 
spheroide  terrestre.  Chap.  VIII.  ^ormuIcs  de  latitnue,  longi- 
tude  et  azimut.  Chap.  lA.  INivellenient  geude.'^ique  et  baromi^* 
trique.  Chap.  X.  Projectious.  —  Livre  VI.  Obaervatioua 
et  calcals  aatroDomi quea.  Chap.  L  Notiona  |irdliiniaaires. 
Chap.  II.  Pr^cession,  uutation,  aberration,  parallaxe,  röfractioii. 
Chap.  in.  Marche  d'nne  pendule,  latitude  et  lonptude  d'un 
point;  azioiut  d'un  cote.  —  Suite  de  iatfleaux  P.  a  Vin- 
acriptioD  dea  ang^laa  obaervda  et  dea  dldnanta  de  rd- 
ductioo,  aiDsi  qu  aux  diffdreeta  calcttla  gdoddaiqaea; 
^  aus  calcola  aatronomiqaea. 


Schumachers  Tod. 

Ea  iat  dem  Hersen  dea  Bcrausgebera  dea  Arefalvs  Bedflrfnias, 
seinen  Laaern  das  Hinscheiden  eines  Mannes  anzuzeigen,  welchefli 
er,  so  lange  er  das  Glück  Tratte,  mit  ihm  in  wissenschatllichera 
Verkehr  zu  stehen,  die  hücbNte  Achtung  gezollt  hat,  eine  Achtung, 
die  nie  dnrch  etwas  getrQht  vrorden  ist,  und  auch  aber  das  Gr^ 
hinüber  danern  wird,  so  lange  das  Herz  des  Herausgebers  des 
Archivs  noch  »iclifa^jen  wird.  Heinrich  Chr i s  f  Inn  Schuma- 
cher ist  nicht  luehrl  Seine  Verdienste  uni  d\v  Wissenschaft 
2u  «vurdigen,  kann  hier  nicht  der  Ort  sein.  Üic  sind  der  Weit 
bekannt.  Aller  eine  kurze  Skizze  seiner  Uusseren  LebeBsamsUnde 
wird  und  muss  bei  so  hohem  Verdienst  den  Lesern  des  ArcUva 
lehrreich  und  interessant  sein.  Ich  stph  *  daher  nicht  nn.  «»inen 
solchen  kurzen  Abriss  dieses  tbätigen  und  erfolgreichen  Lebeiu» 
^aus  der  neneaten  Nnrnmer  von  Jabn'a  CJnterhaltnngen  für 
Dilettanten  und  Freande  der  Aatronomie,  iQeograpbie 
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und  Meteorologie.  1851.  Nr.  11.,  die  mir  vorliegt,  zu  fntneh- 
IH60»  deren  bistonsche  Richtigkeit  keinen  Zweifel  liest»  da  sie 
von  €Miipni  iNIanne  ,  Herrn  Doctor  Petersen  in  Altona,  herrührt, 
der  dem  Üahins^eacbiedenen  i»ehr  nahe  stand.  Herr  Doctor  Jahn 
bat  übrigen«»  schon  in  ISr,  3.  4,  5.  Iböl.  seiner  genannten  Zcit- 
eebrift  eme  aoefiibrlieheve  Daratelluiig  von  Schomacbers  Leben 
Beliefert,  die  zugleich  auch  die  wissenschaftlichen  Verdienste  des 
Verstorbenen  genauer  in's  Auge  fasst,  und  nnf  die  ich- daher  in 
dieser  Beziehung  die  Leser  verweise. 

6. 

Heinrich  Cfiristlan  Üchiunaclier*) 

ist  in  dem  Flecken  Bramstedt  in  Holstein  den  3.  Septbr.  1780 
gebaren.  Sein  Vater,  der  kBnigl.  «ttniache  Conferansratb  Andreas 

oehttmacher,  dessen  Voriltem  im  Itt.  Jahrhundert  ans  Westpha* 

len  nach  Drinemark  gekommen  waren,  und  von  welchen  der  be- 
rühmte Gritfenleldt  abstammte,  war  in  jiini;ern  Jahren  bei  der  dä- 
nischen Gesandtschaflt  in  St.  Petersburg  angestellt,  erhielt  später 
eine  Anstellung  tntfer  Köni^;  Christian  VlI.  in  Kopenhagen,  wurde 
hierauf  Kirchspiel  voiit  in  Bramstedt,  wo  H.  C.  »Schumacher  gebo- 
ren wurde,  und  /iilet/t  Ainttnaiin  in  Scgcljeri?,  >vo  ihm  ein  zweiter 
Sohn,  AndreasAutun  FriedricbiSchumacher  iniJabre;I782geboren  ward. 
Er  starb  hier»  den  S.  Januar  1790,  innigst  betranert  wegen  seines 
vortrefllichen  Charakters  und  seines  seltenen  V^erstandes,  V^nn  Allen, 
die  ihn  kannten.  Die  "Mtitfcr  unseres  Schuiiiachers  war  Sophie 
Hedwig  geb.  Weddy,  veru  ittwete  Hofrätbin  Büsching,  8chwäKe- 
rin  des  berfibmten  Geographen  Bfischine.  Sie  starb  am  30.  Oc- 
tober  IS22  in  Altona,  wo  auf  dem  Kirchhofe  sum  heiligeo  Geist 
Jetzt  der  Sohn  neben  ihr  in  Frieden  ruht. 

U.  C.  Schumacher  und  sein  Bruder,  die  'oinzii^nii  Kinder 
dieser  Ehe,  wurden,  so  lange  der  Vater  lebte,  unter  seiner  Lei- 
tung von  einem  Hauslehrer  unterrichtet.  Da  aber  die  schwächli* 
che  Cresundheit  des  Vatera  diesen  nicht  hoffen  liess,  seine  hoff* 
nungsvollen  Sühne  erwachsen  zu  sehen,  so  empfahl  er  sie  der 
Huld  des damalifren  Kronprinzen,  spätem  Königs  FriedrichVI.,der  ihn 
Uebte  und  schätzte,  hoffend,  sie  würden  einst  dem  Vaterlande 
Ehre  machen.  Wie  beide  diese  Hoffnune  erfüllt  haben,  ist  hin- 
länglich bekannt,  ancb  blieb  der  gutige  Monarch  ihnen  stets  nicht 
nur  Beschützer,  sondern  ancb  Freund. 

Als  der  Vater  starb,  war  der  nachfipripe  Pastor  in  Preetz, 
Dörfer,  rrihtniii-hst  bekannt  durch  seine  Topographie  von  Schles- 
wig und  Holstein,  der  Lehrer  der  beiden  Sühne,  mit.  welchen 
bald  daravf  -die  Mutter  nach  Altena  zog.  Hier  besuchten  Beide 
das  Gymnasium  und  genossen  zugleich  Dörfer s  Unterricht,  der 
inzwischen  Prediger  bei  der  heil.  Geist-Kirche  geworden  war, 
und  dessen  Andenken  ihnen  stets  in  dankbarer  Erinnerung  blieb. 


*)  Von  Horm  Dr.  Peteteen  in  Altnaa  an  un«  mit  der  Ritte  um 
Aufnahmf!  eingpHfndpi  Diesem  »r^chrffn  Hfrrn  Hafür  er^ebeost  dankend, 
benierkcD  wir,  da««  wir  aus  dieaca  «ehr  «chützbaren  Mittheilungen,  um 
WlcdsrbolosgeB  in  vstmeiileB,  niur  da«  weggehuMen  haben,  wa«  bereite 
9.  ir  ff«  veckeannt.  Die  Rad.  (der  aetroaom.  UaterbalMagep.) 
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ScboD  als  Knabe  zeigte  Schumacher  eine  besondere  Vor- 
liebe für  Metbematik;  er  verfertigte  sich  bfiizerne  Uhren  wmd 

Instrumente,  mit  denen  er  Beobachtungen  anstellte.  Da  er  al« 
Knabe  schwächlich  war  und  der  Arzt  es  für  höchst  nSthig  hielt» 
dass  er  einige  Zeit  seinen  Schulfleisa  eiosteUe  und  die  l^andWII 
geniesse,  so  broehte  seine  Mutter  Iba  nach  einem  ihr  befrat»- 
deten  Prediger  auf  dem  Lande,  wo  er  sehr  ^crn  war.  Naehden 
er  hier  einii^e  Woclien  froli  verlebt  hatte,  erhielt  er  die  Nachricht 
von  seiner  Mnttor,  dass  sie  das  so  sehr  i^'enünschte  Hik  Ii,  Wolfs 
Matbeuiutik,  lur  ihn  gekauft  habe,  und  nun  \ies&  er  ihr  keine 
Kahe  mehr,  bis  sie  ibm  erlaubte,  surficlc  au  seinen  Stadien  an 
kehren.  Durch  Hilfe  dieses  Buches  brachte  er  es  nun  bald  nehr 
weit  irt  der  !V!:ithematilv ,  so  wie  er  überhaupt  seinen  grossen 
Keichthuni  an  Kenntnissen,  au^^h  namentlirh  i^owohl  in  den  alten, 
als  in  vielen  der  neuem  Sprachen,  beinern  angestrengten  Fleisse 
und  dem  Mbststadiam  verdankte. 

« 

Er  studirte  in  Kiel  und  Güttingen  Jurisprudenz,  beschlfligte 
sich  aber  Mbenher  fleissi^  mit  Alatbematik.   Vo^  der  Universität 

brachte  er  die  niustcrhaltesten  Zeuj^nissc  d  r  Professoren  mit. 
die  «einen  Fleiss,  seine  Kenntnisse  und  seinen  reinen  Lebens- 
wandel rühmlichst  hervorhoben.  Im  Jahr  iöOü  proniovirte  er  iu 
GSttingen  zum  Doctor  der  Rechte.  Hieranf  verlebte  er  einige 
Jahre  in  Liefland  uls  Hauslehrer.  Von  dort  zurückgekehrt,  hatte 
er  das  Glück  dem  Curator  der  rn'iversitat  in  Kie!,  (irnfen  v.  Re- 
ventlow,  bekannt  zu  werden,  durch  dessen  Einfluss  es  ihm  niös;- 
licb  wurde,  ^ich  nun  ^llnz  der  Mathematik  und  Astronomie  zu 
widmen,  und  einige  Jabrc  bei  dem  berühmten  Gauss  in  GGttingen 
xuzubringcn,  der  bald  in  ihm  den  Geistesverwandten  erkannte,  und 
ihm  Freund  ward,  welches  B&ndniss  nur  der  Tod  für  diese 
^elt  leiste. 

Im  Jahre  1810  oder  1811  wurde  er  zum  ntiss-erordentüchen 
Professor  der  Astronomie  iu  Kopenhagen  ernannt,  aU  noch  der 
Conferenmth  Buege  daselbst  Director  der  Sternwarte  war,  folgte 
aber  1812  mit  Erlaubniss  seines  Königs  und  unter  der  Bedingung, 
nach  dem  etwaigen  Ableben  Hugge's  nach  Kojicnhagen  zurück 
EU  kehren,  einem  sehr  vortlieilhaRen  Rufe  als  Director  der  !\lann- 
beimer  älernwartc,  wozu  ihn  sowohl  der  Wunsch,  uliein  einer 
Sternwarte  vorzustehen,  bestimnite,  als  ancb  der  Rath  eines  boeh- 

festellten  Beschützers  und  Freundes,  mit  dem  er  bis  SU  dessen 
*ode  stets  in  freundschaftlichem  Briefwechsel  stand. 

So  trat  er  im  Herbste  1813  die  Stelle  als  Director  der  Stern- 
warte in  Mannheim  an,  verheirathete  sich  aber  vorher  mit  seiner 
jetzt  um  ihn  trauernden  Wittne,  Christine  Magdalene  üeb  \. 
8choon,  mit  welcher  er  in  «  iner  höchst  glücklichen  Ehe  lohte  und 
mit  7  Kindern,  4  Sühnen  und  '6  Töchtern^  gesegnet  wurde,  von 
welchen  ihm  der  jüni^ste  and  filteste  Sohn  bereits  in  die  Ew  ig- 
keit vorangegangen  waren.  Schon  VL  Jahr  hierauf  starb  Bug^ 
und  nachdem  er  im  Februar  1815  in  Wien  bei  dem  Künii^e  von 
Dänemark,  der  damals  des  Congresses  weisen  sich  dort  aulliielt 
fSchuniat-her  tral  dort  auch  seinen  geliebten  Bruder,  der  Adjutant 
des  Königs  war),  gewesen«  um  ihm  we$;en  seiner  suhQnftIgen  Stel- 
lung In  fltopenhagen  einen  Vertrag  au  machen»  trat  er  seine  Stelle 
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ab  ortieotKefaer  Prof.  der  Astronomie  und  Uirector  der  Stern- 
Wirte  dort  an.  £r  Meli  «eine  Vorlemmgeii  in  lateiniaelier  Spraoh«. 

Er  war  mit  allen  bedeutenden  Gelehrten  befreuDdet  und  mit 
den  meisten  auch  persönlich  bekattnt,  u  eiche  ßekanntschafleii 
er  theiU  zu  Hause  hei  sich,  theil.s  auf  seineu  ni^^senbchaftlicheo 
Rflsen  L'eniarht  hatte;  so  z.  B.  auf  ilcr  Reise  nach  Fraiiitreich 
und  Liinlaud  im  Jahre  1819.  Fernere  Keisen  uoternuhm  er  1826 
nach  Uiinebeii»  1834  nach  Berlin,  am  Beseel  und  Encke  m  be- 
suchen  Ausserdem  machte  er  jährlich  eine  Reise  nach'  Ko- 
penhagen nnd.  so  lange  Olbers  lebte,  auch  nach  Hreroen.  Unter  * 
seiner  Aulettuug  haben  sieb  fuc  die  Astronomte  und  Mathematik 
ganz  gebildet:  die  Herrn  Gnolaa,  Lehrer  auf  Island,  Nissen^ 
Deiiiigraf  in  Tondcrn,  Hofrath  Hansen,  Director  der  Sternwarte 
in  üotha,  Hofrath  Tlaussen,  Observatnr  der  Sternwarte  in  Dorpat, 
Dr.  Peters,  Prot',  der  Astronomie  in  Königsberg  und  Dr.  Peter- 
sen  seit  1827  sein  Gehilfe  bei  der  Sternwarte  in  Altona.  Ausser- 
dem haben  sich  kürzere  Zeit  in  Altona  aufgebalten,  um  sich  un- 
ter seiner  Aul'äicht  im  ßeotiachton  zu  lihcn,  die  Herren  Professo- 
ren und  jetzt  Directoreu  von  Sternwarten:  Olufsen  in  Kopenha- 
gen, Seiander  in  Stuckholm,  Svanberg  in  Upsala,  v.  Fuss  in 
Wilaa,  Agaardb  in  Lnnd,  Dr.  GouldTzu  Cambridge  in  Nord- 
auierika,  und  in  den  letzten  Jahren  sein  Sobn  Richard Schuma^iert 
Dr.Oide,  A.  Sonntag  und  A.  Quirling. 

Welche  Fähigkeiten  er  hierdurch  der  Astronfinile  zusfefilhrt 
hat|  ist  zu  bekannt,  als  dass  es  hier  näher  aus  einander  gesetzt 
zu  werden  brauchte;  eben  so  was  er  selbst  für  seine  Wissen- 

Schaft  gethan  Andere  bedeutende  Arbeiten»  welche  noch 

nicht  Ofior  nicht  vollständig  publlclrt  sind,  jetzt  aber  hoffentlich 
bald  der  Oeffentlichkeit  werden  übergeben  werden,  sind:  Die 
Arbeiten  an  der  dänischen  Gradmessung«  die  Bestimmung  der 
Länge  des  einlaehen  Pendeb  durch  Beenacbtungen  auf  Gmden- 
stein  1829  und  1830,  seine  Gewichtsbestiromungen ,  die  von  ihm 
veranstalteten  Chronometer -Reisen  zni«chen  Altona  und  Lübeck. 
Ausserdem  Hegen  viele  Reihen  von  astro|iomischeo  Beobachtus' 
gen  TOB  ihm  Tor. 

So  hoch  er  als  Gelehrter  stand ,  so  hoch  stand  er  auch  als 
Mensch.  Er  war  der  liebenswärdigste  und  nachsichtsvollste  Glitte 
und  Vater.  In  Ge.sellschaften  war  er  stets  heiter  und  munter, 
und  wo  er  nur  Jemandem  helfen  konnte,  scheute  er  keine  Mühe 
und  süibst  kein  Opfer  von  seiner  Seite,  vorzüglich,  wenn  er  sich 
4nvon  Brrolg  für  den»  den  er  beffini  wolite,  versprach.  Er  konnte 
Jliitder  griissten  Geduld  und  ohne  Miene  des  Missmuths  dabei 
zu  z»M<»en  ,  selbst  wenn  er  mit  Arbeiten  überhäuft  war,  die  unbe- 
deutendsten und  langweUijj^sten  Erörterungen  anbureu,  und  fand 
immer  nachher  Zeit,  das  Versäumte  nachzuholen.  Er  wurde  ven 
Allen,  die  Ihn  nAber  kannten^  verehrt  und  gelieht,  und  sein  An- 
denken ,tvlrd  Ihnen  atetf  unvergeeslicb  bleiben. 

Ueher  die  niheren  Umstände  seines  Todes  giebt  uns  die  mit 
einem  schwarten  l??tnde  umgebene  Nr.  744.  der  astronomischen 
Machrichten  die  folgende  Nachricht: 

Am  288ien  December  1800,  Yermittags  Uy^  Uhr,  eateeblief 
sslift  und  mbigt  nnter  den  Erseheinungen  eteer  LangenllteBiaig» 
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Beinriek  CkrUHuu  S^kunmeher,  ra  ttkttm  tm  31« 

Septbr.  aogefongenen  7Uten  Lebemjalire.   Schon  ein  halbes  Jafcr 

vor  seinem  Ende  glaubte  er  eine  morklirhc  Abnahme  seiner 
Krfifte  zu  verspüren»  und  wiederholt  sagte  er  seinen  Tod  mit  dem 
Aasgange  des  Jahres  voraos.  Leberbeschwerden  bildeten  die  ob* 
jectiven  Manifestationen  seiner  kranken  Gefühle.  Sie  waren  ohne 
Zweifel,  nach  der  Ansicht  seines  vipljrihricren  befreundeten  Arztes, 
Folgen  seines  Stubenlebens,  aber  auch  nicht  ausser  Beziehung 
zu  den  Zeitverhältnis^eu.  In  den  letzten  Tagen  des  Novembers 
^  nabmeo  sie  einen  acuten  Verlaof,  konnten  dieses  Mal  nicht, 
wie«  es  in  den  letzten  Jahren  glücklicher  Welse  mehrfach  der 
Fall  ge^vescn  war,  durch  Ptnon ,  leider  zu  kurzen  und  nnvollstän- 
digen  Podagraanlail  hinlänglich  abgeleitet  werden,  und  führten 
nach  vielen  Scbmenen  ond  Besebvrerden,  welche  der  Leidende 
'  mit  unfibertroffener  Geduld  und  Fassoeg  ralilg  und  gelassen  er- 
trug,  den  tranrigeo  Ausgang  herbei. 

Er  wurde  wSbrend  seiner  schweren  Krankheit  mit  der  scKensteD 

Liebe  und  Sorgfalt  von  smner  nun  trauernden  Fran  and  ältesten 
Tochter,  Sophie,  i^epflegt  Sein  Geist  blieb  bis  zum  letzten  Au- 
genblicke rege  und  ungeschwächt,  und  noch  am  Abende  vor  sei- 
nem Sterbetage,  da  \w  wie  getrObnIieb  ibm  die  Zeitung  vorlas, 
machte  er  durcb  Zeichen  bemerkbar,  welche  Artikel  ihn  Vorzüge 
lieh  ansprachen,  (ferni  leider  wurde  ihm,  ^fahrend  der  letzten 
Hälfte  seines  Schmerzen&lagers,  das  Surechcn  sehr  schwer,  und 
machte  jede  directe  Unterhaltung  mit  inm  unmöglich. 

Es  wäre  eine  Verraessenheit,  wollte  ich  hier  auch  nur  ein 
Wort  6her  seine  grossen  Verdienste  ura  die  Wissensebaften  hin* 
mfilgen;  sein  Verlost  ist  unersetzlich,  diese  Nacbricbteo  ^nd 

«      sprechende  Thaten. 

Altona  1851.  Januar  5. 

A,  C.  P§Urten, 

Abriss  der  praktischen  Astronomie,  vorziicrnch  in 
ihrer  Anwendung  auf  geographische  Ortsbestiiumong 
▼Ott  Dr.  A.  Sawitscb,  Professor  der  Astronomie  an  der 
kaiserl  leben  Universität  zu  St  Petersburg.  Aus  dem 
Russischen  übersetzt  von  ür.  \V.  C.  Gütze.  Mit  mehre- 
ren im  Original  werke  nicht  vorhandenen  vom  Herrn 
Verfasser  nachgelieferten  Zusätzen  und  Erweiteruo- 
gea.  Zweiter  Band.  Hambarg.  1861.  & 

Wir  freuen  ans  sebr,  schon  jetzt  den  sweHen  Band  dieses 
vortrefHicben  Werkes,  dessen  ersten  Band  wir  in  Nr.  LIX.  S. 

800.  angezeigt  haben,  den  Lesern  des  Archivs  wiederholt  zur  sor^- 
fältigsten  Beachtung  dringend  empfehlen  su  könneu.  Was  wir 
aber  den  ersten  Band  gesagt  haben,  gilt  ancb  gana  von  dem  tot* 
liegenden  zweiten  Bande,  and  Herr  Professor  Sawitscb  bat  skh 
durch  d\e  Ufransgabe  des  nun  in  seiner  Vollendung  vorlleirendcn 
Werkes  jedentalls  ein  grosses  Verdienst  erworben,  da  uns  kein 
anderes  Werk  bekannt  ist,  in  welchem  die  neuesten  Beobachtungs- 
und  Recbnungsroetboden  so  vollständig  und  deutlich  entwickelt 
Wiren  wie  in  dem  vorliegenden,  iimerhalh  des  Kreises  namllrb. 
den  «ch  das  Werk  selbst  geaotgen  liat,  indem  es  bauptaädilicb 


die  geographische  Ortsbestimniuiig  /uiu  Zncek  hat,  so  dast»  es 
also  E.  B.  flW  die  fiereebinniffrder  Pfcorateo-  und  CometeDbsbBMi 
niehto  enthalt,  was  auch  je^ofalU  seioen  Umfang  zu  sehr  ver- 

S'ossert  haben  würde.  Eben  so  freuHii^  wie  das  Verdienst  des 
errn  V  erfassers  erkeiiiien  «vir  aber  auch  wiederholt  das  V  erdieost 
de«  Herrn  UebenetsQ»  an,  was  sieh  defselbe  niolit  nur  dnreh 
die  sehr  gute  Uflbertr^^ng  dieses  Werks  aus  dem  Rnssischao 
in'«  Deutsche  um  unsere  vaterläiuiische  Literatur  insbesondere, 
sondern  auch  in  .til^eraeiti  wissen&chaitiieher  Beziehung  durch 
manche  eigene  Zusätze  zu  diesem  in  so  vieleo  Beziehungen  aoft* 
bezeichneten  Werke  erworben  hat  Wir  kOoDeii  nicht  umhin^  dem 
Herrn  \'('rfas-srr  nnd  deru  Herrn  Hehersetzer  aufrichtifrst  zu  der 
nuniuehrigen  Vcdlendun^  dieses  Werkes  Glück  zu  wünschen,  und 
wollen  nun  noch  den  Inhalt  des  zweiten  Theiis  iiu  Allgemeinen 
'  «agebeii»  00  weit  es  hier  der  Ramn  geslattet* 

S  I.  Fünfter  Ah  schnitt.  Von  den  verschiedenen 
Methoden  der  L au ge  ubesti m lu u n ^.  Dieser  Abschnitt  ^e- 
hlM.  Datärlich  an  den  wichtigsten  des  ganaeti  Werks,  und  ist 
auch  auf  eine  dieser  grossen  Wichtigkeit  [rtmz  cnt.«ytrrchpiide 
Weise  behandelt  worden.  1.  Längenbestimiuung  durch  Chrono- 
meteräbertraguDgeD  (Hier  aacb  z.  D-  von  8.  13.  —  16.  „Ueber 
eine  bemteme  Metkode  sur  Bestimmiing  der  sogeDannten  persdo« 
Beben  (lleichung,  welche  zwischen  verschiedenen  Beobachtern 
statttindL'u  kann'*).  —  II.  Bestininiung  des  Längenunterschiedes 
durch  besondere  momeotaoe  Signale,  und  awar  entweder  durch 
Pulversignale ,  oder  nitteist  eleetremau^netiscber  Telegraphen*  " 
III.  Allgemeine  astronomisehe  Methodte  zur  LängeoMstisiiDueg, 
Istens  Berechnung  der  Laniie  aus  Mondfinsternissen  und  aus  den 
Veriinsterungen  der  Juptterstrabanteti.  2tens.  Berechnung  der 
Lfinge  aus  den  Sonnenfinsternissen  und  aus  den  Bedeckungen  der 
Sterne  vnd  Planeten  durch  den  Mond.  Man  wird  hier  Alles  linden, 
was  über  diesen  wichtigen  Gegenstand  bis  jetzt  bekannt  und  wirk- 
lich praktisrli  anwendbar  ist.  Insbesondere  machen  wir  auch  auf 
die  vuu  ItiJ.  angegebene  Darstellung  der  „Gaussiscben  Methode, 
den  Vcrianf  eiser  ooneeofinstemlss  aaf  der  Erde  dherbaupt  zu 
berechnen"  aufmerfcssro,  welcher  der  Herr  Uebersetzer  zugleich 
einige  eigne  werthvolie  Zusätze  (Methf)de  des  Uebersetzers  zur 
Berechnung  des  Anfangs  und  des  Endes  der  Finsteroiss,  so  wie 
der  grOssten  Phase ,  mit  Hälfe  der  Ganseischen  Methode, 
Bcispiet  dazu )  beigegeben  hat  Ausserdem  bat  derselbe 
nach  dieser  Methode  die  totale  Snnnenfinstemiss  am  !2^sten 
Jsli  Iböl.  auf  8.  189.  ff.  berechnet,  und  dadurch  die  prak-» 
^che  Anwendbarkeit  derselben  in  ein  sehr  helles  Licht  ge- 
setzt.  Auf  S.  133.  wird  gesagt,  dass  diese  Gaussiscne 
Methode  zuerst  in  der  Dissertation  des  Herrn  G.  F.  l'rsin:  De 
eclipsi  soLiri  die  7.  S  1)  t  e  iii  I)  r  i  s  1820.  apparitura.  ilaf- 
niue  182Ü.  naher  ui läutert  wurden  sei.  Die  Methode  kann  mit 
dem  Namen  einer  Projectionsmethode  belegt  werden,  und  als 
Projectionsebene  wird  (S.  133.)  die  Ebene  angenommen,  welche 
senkrecht  auf  der  Linie  /wischen  dem  Mittelpunkte  der  Sonne 
.und  der  Erde  steht  und  in  der  Nähe  der  Conjunction  des  Monde« 
mit  der  Senne  doreb  den  Uitielpnnkt  des  Mendes  Bebt  Vielieidbi 
dOrflto  es  angemessen  sein»  bei  dieser  Gelegenheit,  an  eine  sehen 
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im  Jahre  1812.  erschienene  Ois6ertutiuo  des  Herrn  Profe^sor^ 
Gerling  in  Marbur|r  zu  erinneni,  welehe  den  Titel  hat:  M e- 
tbodi  projectionis  orthographicae  usum  ad  ealemio* 
p arallactico s  facilitandos  explicavit  simulqne  ecHp- 
sin  solarem  die  VII.  Septbr.  1820.  apparituram  hoc 
modo  tractataro  mappaqiie  geographica  illastratan 
tanauam  exempln'm  exposult  Christlaaua  Lodovicaa 
Gerfin(?.  Gottin£;ae.  t8l2.  4.  in  dieser  Dissertation  saijt 
der  Horr  Vf,  öber  die  augenoramene  l'rojectionsebene  aul"  p.  '2  : 
„Quunquam  rero  ipsa  haec  pröjeciioDis  metbodos  ab  aiiter 
ttaetetnr,  ut  poatea  videblnw»  tameD  hitar  omea  ooBvenlt  imaai 
idemque  planum  eligere,  ad  quod  omnia  pwicta  lo  hac  qnaestMM 
obvin  perpendiculisdemissis  reft'rniitiir ,  p!;innm  piifa.  In  lineani  re- 
ctam  üxae  occultae  vel  soi\»  eclipsin  aut  traosituni  paücntis  ct*fi- 
trum  cum  terrae  centro  juugeutero,  perpeiidiculare.  in  sequeutiiiud 
vero  patebit,  ez  lammeila  1I9  planis»  quae  hole  conditiooi  «atia* 
faciBOt,  optime  id  eligi,  qnod  iparnn  Insae  vel  plabeta«  solis  discinB 
transmtgrantis  centrum  transiens,  corporum  norum  orbitas  cürvi* 
liucas  ita  seqnatiir,  ut  seinper  sibi  ipsi  paralleiuni  moveatur**  — 
Die  Methode  der  Läogeobestimmans  durch  Mondseulminatioiieu 
bat  in  dieser  INr.  III  des  fliaAeo  Absciinilts  aacb  eine  Stdl«  ce- 
funden,  und  man  findet  hier  eine  sehr  deutliche  Darstdlun^i^  der 
betreffenden  Methoden  von  Nicolai,  Stnive,  «.s.w.  —  c^f  $  ( er 
Abschnitt.  Von  der  Herochnung  trigouometri  sc  ii  er 
Messunsen.  Ausser  den  gewöhnlicheren  Methoden  hauptsSch- 
Kch  dieMethedea  TÖn Beseel  und  Gauaa,  Redoetlon  des  ^ha- 
rischen  Exces«es,  kifrzcsto  Entfernung  zweier  Punkte  auf  derEtrde, 
deren  geographische  Lage  gegeben  ist.  u.  s.  w.  —  Erster  An- 
hang, Beschreibung  und  G  ehr  auch  des  Spigelsex  taa- 
ten.  Sehr  ansttthrlicb,  deatllch  und  praktisch.  Hierin  Teradiie* 
dene  Methoden  der  Breiten  -  und  Längenbestimraung,  betdflDesder 
Spiegelseitnrt  hnnjit-jrirhüch  AnwenduDi;  fhulpt.  CnrrespnrTdirfnde 
Hohen.    Circuninieridian- Höhen.    Zwei  aiisscriiall)  des  Aleridiafi« 

femessene  Höhen.  Gauüsiscbe  Methode  die  Poibube,  die 
IhrcorreetIeD  und  den  Fehler  dea  laetraMeiitef  ans  den  Zti%am 
abzuleiten,  wo  drei  verschiedene  Sterne  einerlei  H6he  errriclMBi. 
Knorre's  allgemeine  Auflösuni^  dieses  Problem»,  sowohl  Rlr  den 
Fall,  dass  nur  drei  8terne  beobachtet  wurden,  aU  auch  frir  jede 
beliebige  Anzahl  von  Sternen  (Herr  Professor  Ans  er  in  Da  »2  ig 
hat  in  den  Scbiiftea  der  dortigen  natarrorseheoiten  Geeettechaw 
auch  eine  Auflosung  dieses  Problems  gegeben,  wo,  so  viel  uns 
jetzt  erinnerlich  ist,  auch  schon  der  Fall  einer  crös«:eren  Anzahl 
von  Mteroen  ausführliche  Berücksichtigung  geiuudeu  hat).  Be- 
stimmung des  Azimuths  terrestrischer  GegenstSnde  mittelst  dea 
Spiegelsextanten.  Bestimmung  der  geographischen  Lin^  dorch 
Monddistanzen.  Horda's,  IJesseis  Metboden  u.  s.  w,  kirpiter 
Anhanff,  Von  der  Interpolation.  Alles  praktii^ch  Wichtige 
enthaltend. 

Man  vrird  mm  dieeer  Inhalteangahe,  In  welcher  der  Beechrlakt- 
heit  des  Raumes  wegen  bei  Weitem  nicht  alles  Wichtige  Phta 

finden  konnte,  t^rwiss  die  l^ni("hhalti!2krit  dieses  W^erks  erk<™nnen. 
und  unser  Urtheil  gerecbttertigt  linden,  dass  diese-^  Werk  in  dem 
Kreise,  welchen  es  sich  selbst  gezogen  hat,  die  vuits tändigste 
Beaiheitang  der  pnktiechen  Aetronomie  liefert,  urekhe  wir  hia 
Jetit  beeitiCD. 
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liUerarteclier  Jttericlit. 


M  e  eil  a  n  i  k. 

Der  Attractionscalciil.  Eine  Monographie  von  Dr. 
Oskar  Schlr>milcb,  Pr^f.  der  höheren  Matliematik  and 

der   a  Ti  ;i  1  \  t  i.sch  en    Mechanik  nn   der  K    S  ä  r  fi techn 
B  i  I  (!  \Mi  j^s  an  s  ta  1 1  zu  Dresden.    iMit  einer  K  i  i;  n  t  ♦*  ii  tu  1  el. 
Halle.    Druck  und  Verlag  von  H.W.  iScbmidt.  Ib5l.  — 
S8.  8.  in  Octav. 

(Angezeigt  vom  Uerro  Profesaor  Br.  Möbius  in  Leipzig.) 

Eine  mit  der  an  ihrem  VerfuMser  gev^ohntcn  Kfarheit  und 
Sebärie  geschriebene  Abhandlung,  äie  zer(alit  in  zehn  Paragra- 
phsB:  §.  1.  Allgemeine  Begriffe  und  Formeln;  2.  Anziehung 
sehr  weit  von  einander  entfernter  Massen ;  §.  •>  Anziehung  des 
ah<!estuinp(ten  Kegels;  $.  4.  Anziehung  der  Kugel  und  Kui^^elschaale. 
Der  übrige  Tiieil  der  Schrift  behandelt  das  so  vielseitig  schon 
in  Angriff  genommene  l'robleni  der  Attraction  eines  EUipsoids: 
§,  5.  Anziehung  des  homogenen  dreiachsigen  EllipNuids;  §.  O.  For> 
mein  tür  das  Kotatiousellipsoid;  v^.  7.  Das  Heductionstheoreni  von 
Ivory.  Der  in  diesen  §»J.  Vfun  Verf.  eiti^^f^srldairene  We^  Ist  deiiijc- 
nigen  hhtiUch,  welchen  Poisson  in  seinem  iraite  de  iMecani4|ue,  2. 
rat»  Tome  L  Seite  185.  und  fols.  genomioen ,  nur  dass  H.  Sehl, 
den  Gegenstand  auf  eine  fiQr  aen  Anfänger  fasslichere  Weiss 
darzustellen  und  4ie  jSchiüsse  hier  und  da  schärfer  zu  begrflndeo 
sucht« 

In  den  drei  noch  übrigen  6§.  (8.  9.  10.)  denkt  sich  der  Ver- 
fasser des  Ellij'snif!  (l-ircb  Fläcnen,  fi»«  s»>iner  OhcrflSche  ähu- 
lieh  und  mit  inr  conceotriscb  sind,  in  uiu  iKlIieb  dtinne  ^cbiobten 
serlegt,  und  ntinnit  an»  dass  die  Dichtigkeit,  weldie  im  Vorherge- 
henden für  alle  Punkte  des  Elliiisoids  dieselbe  war»  von  einer 
Schicht  /nr  ;n\(]fM<Mi  nach  eincin  neliebig  eejjelieiien  (^eset/o  vi^T- 
äuderlich  bci.  Vm  nun  auch  die  von  solch  einem  nicht  honiugc 
nen  ElUpsoid  auf  einen  in  seinem  Innern  oder  ausserhalb  liegen* 
den  Punkt  ausgeübte  Anjeiehung  zu  bestimmen,  beginnt  der  Ver- 
fasser den  Calcurganz  von  Neuem,  wobei  er  sieb  dee  von  IjS- 

•   Bsad  XVI.  64 
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jeunc  Dirichlet  erliindeiien  und  von  diesem  (wie  aus  Crelle's  Jour- 
nal für  Math.  XX.  Band,  Seite  27<>.  zu  erseliciO  heim  hemogenen 
EHij)sf»i(l  in  Aiiwcndung  echrachtcii  Kunstgriffs  heJient,  \velcher 
dann  hestcht,  dass  man,  um  den  >Vertli  v.'irms  hestininiten  Iiiteirrnls 
zu  Hu<ien,  ihi8i$elhc  mit  einer  discontitiuiriiehen,  gleicbfails  aU  be- 
stimmtes Integral  ausgedrflekten  Function  multipncirt,  welche  ia- 
nerbaib  der  Gren/.en  des  erstcren  lnt«^ratsr=  J ,  Aber  dieselben 
ilinau^i  aber  =0  ist.  Er  gelanijt  auf  solch «'  Weise  zu  einer  For- 
mel (no.  97.),  welche  die  Anziehung  de»  Pitiiktes  durch  eio  ein- 
fache« bestimmtes  Integral  ausdritcxt,  dessen  Grenaeo  durch  die 
Laf;e  des  I^lIlktes  ^eti^n  das  Elilpsoid  bedingt  werden.  Hieraus 
Initef  er  schlüs;slif  ft  i  mi  s<'})r  homerkcnswerthes  Theorem  ab.  wel- 
ches eine  Verallj^umt-Inoruiig  des  schönen  von  Legendre  zuerst 
nur  för  das  Rotationsellipsoid  und  später  Fon  Laplace  allgemein 
för  jedes  homogene  Ellipsoid  bewiesenen  Theorems  ist :  dass  die 
Anzichtiri2t  eines  äusseren  Punktes  von  einem  Fflip>^nif1  dioselbf 
Pichtung  hat,  wie  die  Anziehung  deüseibeii  Punktes  von  einoin 
zweiten  mit  dem  i^rsteren  confocalen  Ellipsoid,  dessen  Oberfläche 
durch  diesen  Punkt  geht,  und  dass  sich  unter  der  Voraussetzung, 
dass  beide  Ellipsoide  einerlei  Dichtigkeit  haben,  die  Anziehungen 
.selbst  wie  die  Volumina  der  beiden  Eilipsoide  verhalten.  Dieser 
iSatz  gilt  nämlich,  wie  U.  iSchl.  zeigt,  wörtlich  auch  dann,  wenn 
man  statt  die  swei  BIlipsoide  homogen  und  gleich  dicht  voraussa- 
setseii,  annimmt,  dass  —  wie  sieh  lief,  au-^^d rücken  möchte  —  bei 
dem  einet!,  wie  lu>i  dem  anderen  Ellinsoid  die  Diehtiijkeit  in  jedem 
Punkte  eine  und  dieselbe  Function  des  Verhältnisses  ist,  in  wel- 
chem der  vom  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  der  Ellipsoide  bis 
an  den  Punkt  gezogene  Hadius  zu  dem  über  den  Punkt  hinaus 
bis  an  die  Oherlljjcne  des  hctrefTenden  EHipsoids  verlängerten 
Radius  steht.  Nur  muss  Ref.  hierbei  nneb  bemerken,  dass  auf 
Seite  43  unten,  wo  in  drei  Zeilen  aul  das  in  der  Geschichte  dieser 
Untersuchungen  Epoche  machende  Legendre'scbe  Theorem,  als 
eine  einfache  I'olnernni:  ans  dem  alljjemeineren  Theorem  .  hinge- 
deutet wird,  der  ISame  Legendre's  mit  zu  nennen  gewesen  wäre, 
indem  ohne  solches  es  scheinen  muss,  als  ob  H.  i>chi.  jenes  Theo- 
rem als  schon  entdeckt  nicht  gekannt  habe. 

Die  Geschicklichkeit,  welche  H.  Schi,  bei  der  Entwii^elang 

seiner  Formeln  für  das  Tiirht  homogene  Ellipsoid  durch  raannin- 
lache  zum  Theil  sehr  Uun.streiehe  Transformationen  bestimmter 
integrale  beweist,  verdient  ruhmliche  Anerkennung.  Dass  aber 
dadurch  die  Theorie  der  Attraction  des  Elilpsoids  eine  wesentliche 
Bereicberun|i;  erhalten  habe,  w  ie  doch  der  Leser  nach  der  der  Schrift 
vorausgeschickten  kur/en  Einleitung  zu  erwarten  berechtigt  ist, 
muss  Kefereut  in  Abrede  stellen.  Denn  die  das  Endresultat  in 
sich  lassende  Formel  No.  97.  ist  nach  Weglassung  des  Integral- 
zeicbess  vollkommen  einerlei  mit  der  schon*  vor  iBngerer  Zeit  von 
Poisson  gegebenen  Formel  für  die  Attra<  tton  einer  unendlich  dün- 
nen von  zwei  concoutrischcn  und  einander  ähidichen  Ellipsoiden- 
fläcben  begränztcn  Schicht  auf  einen  äusseren  Punkt,  wenn  diese 
Formel  noch  mit  der  die  Dichtigkeit  der  Schiebt  ausdrflckenden 
Function  muUiplietrt  wird. 

Man  flndet  diese  Poisson'sclie  Formel  {ilioraus  einfach  lierge- 
leitet  in  einem  Autsatze  Plana's  in  Crelies  Journal,  XX.  Hand, 


835 

S«Ue  2i7.  und  218.  Sie  ersieht  s»ich  liieniucli ,  werm  man  /^U4»rst 
mit  HfiKe  des  Ivory 'sehen  Tlieureius  die  l'unael  itir  die  Aüiactioii 
eines  Elllpsoids  auf  einen  Süsseren  Pwikt  entnickelt  (Le^eiidre 
Traltt'  Ars  fonct.  elli^it.,  Tome  I.,  pag.  554.),  und  sodann  diese 
(das  l-.e^eiuire\<che  Iheorem  in  sich  schliessende)  Formel,  nach- 
dem sie  aut  passende  Weise  uineebiidet  nordeu,  nach  den  Di- 
meosioBeD  de»  Ellipeoids  aoter  oer  Hypothese  differeritiirt,  das» 
letzteres  sich  ähnhch  bleiben  soll.  —  Mit  Anwendung  dieses 
Verfahrens  würden  sich  die  zur  Schlusslfirmel  Nr.  97.  ii»»thi{;en 
Entwickelungen,  wozu  U.  Sehl,  den  tkaum  von  Seite  bis 
41.  ond  in  niDsugelugten  an  sich  sehr  schätzenswertben  Noten 
von  Seite  5L  bis  $8.  ▼envendet,  auf  etwa  vier  Seiten  haben  re- 
daciron  lassen.  M. 


Astronomie« 

Uranos.  Sy,nch  ro  n  isch  geordnete  Kphenieride 
aller  Iii  Illinois  erxrfi  ei  n  un  iL»  en  des  Jahres  1851,  erstes 
Semester.  Vom  Jahre  1840  an  herausgegeben  von  der 
Königlichen  Universitäts-Stcrn  warte  zu  Breslau. 
Sechster  Jahrgang.  Breslau.  1851. 

Zweck  und  Tendens  dieiter  sehr  empteblenswertben  Epheme- 
ride sind  aus  unseren  frflheren  ßcriehten  hinreichend  bekannt. 
Wir  machen  aber  darauf  anl'morksam.  dass  von  jetzt  an  die  irew  iss 
sehr  zweckmässige  Einrichtung  getroffen  worden  ist,  dass  die- 
Sjelhe  in  sechs  Monate  umfassenden  Heften  erseheint  Diese  Ein- 
richtung wird  der  weiteren  Verbreitung  dicker  Ephenieridc  gewiss 
sehr  fordorlit-h  sein»  da  die  einzelnen  Monate  nun  frtther  in  die 
Hände  der  iieobacbter  gelangen. 


Physik. 

Aufgaben  aus  der  Physik  nebst  Ihren  AuflSsungen. 
Zum  Uentauch  fär  Lehrer  und  Schiller  an  höheren  Ha* 
te  rri  rht9  nnstalten  und  besonders  beim  Selbstunter- 
ri(  lit  bearbeitet  von  Dr.  C.Fli edner,  Hauptlehrer  an  der 
Realschule  zu  Hanau.  Mit  91  Holzschnitteu.  Braun* 
schweig.  1851.8. 

Diese  Sammlung  von  vennigsweise  aus  dem  Gebiete  der  ma- 
thematischen Physik  entnommenen  Aufgaben  scheint  uns  ihrem 
Zwecke  recht  wohl  zu  entsprechen,  und  verdient  Lelirern  der 
Physik  zur  Beachtung  emplohlen  zu  werden.  Die  Aullösungen 
sind  beigefügt.  Die  Aufgaben  betreffen:  Bewegung  der  KOrper. 
Maass'der  ICräftc  und  ihrer  Leistungen.  Zusammensetsung  und 
Zerlegiins:  der  Kräftp  Sohwcr|nir)l:t  tum!  Trägheitsmoment.  Ein- 
lache iMusrhinen.  <  entritu<;al  -  nml  (  eiitrtpetalkrafl.  Wirkungen 
der  Schwerkraft  bei  Hewegungen  auf  vorgeschriebenem  Wege  (Pen- 
del). Stoss.  Reibung.  Festigkeit«  Gleichgo\^  i<:bt  und  Druck 
tropfbarer  Plflssigkelten  in  Gefiisaen.    Gleichgewicht  swischen 
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tropfbaren  flussigen  und  losten  Korjjem.  Spcrifisches  Ge%%  icht.  Be 
vvegang  des  Wägers.    Gleichgewicht  und  Druck  der  Ijuü.  ^vchaU. 
AiisdeEnuDje  der  Kßqier  darch      W&rme.   Wfirmecapacittt  mmi 
Aendcrunp:  des  AfB^gregitzastandes.    Dämpfe,  besonders  Wnifmar 
<!:>nij)re.    VerftronTiiinir  und  Heiztmi*.    GeTadlitiMj«^  Fortpflanzung 
des  Lichtf^.    k)eiivviiikei.   Schatten.   Geschvvuidi<;keit  ilvts  L*t€:hts. 
Photometrie.   ReÜexion.   Brechung.    Linsengläser.    Optische  In 
strnmenfe.  Magnetisams.  Eleetricitit 

Durch  'jjriissore  Heichbaltigkcit  und  theitvreicie  griMtserr 
Schwierigkeit  der  Aufgaben  scheint  diese  Sammlung  Vorzüge 
vor  dmt  wühtr  mehieöeMO  Sammlung  physikalischer  A«f' 
gaben  von  F.  Kries.  Jena  1843.  zu  haben. 


Termiselite  Sehriflen. 

The  Cambridge  and  Duiilin  mathcmaticai  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  M.  A.  F.k' S.  E.  Vergl.  Liter.  Bericht 
Nr.  LVL 

(l<eiiler  Ui  an«  Nr.  XXIV.  dieses  sosgsseidbneten  Journals»  srafci 

«chelulii-li  diir' Ii  ein  Venchen,  noch  nicht  sagegangeOt  onil  wird  ilahir 
•pstcr  noch  un^e/ci<rt  wnrdcu.) 

No.  XXV^  On  ccrtain  General  Properties  of  HnniorTf^neoos 
Functions.  By  J.  J.  Sylvester.  —  On  the  liitersections  of 
Two  Conics.  By  J.  J.  Sylvester.  —  On  certaiu  „Loci**  con- 
nected witb  the  Geodesic  Linea  of  Surfaces  of  the  Second  Order. 
By  John  Y.  Rutledee.  —    T«o  Arithmetical  Theorems.  By 

Henry  Wilbrabam  (Diese  Theoreme  sind  folgende:  L  Liet  ■ 

1 

any  nnmber  not  divisible  by  2  er     mmI  snppose  -  whea  ra> 

dnced  to  a  circnlating  declmal  fo  bare  a  reenrrin^  period  efp 
digits;  and  let  N  be  any  other  nomber,  in  nhicn  the  number 
of  dijit<5  is  greater  than  p:  if  N  bc  marked  oflF  into  pprior?<  of p 
digiU  each  (boginniiin  at  the  iinlts),  and  tht»se  »«everal  periods. 
^ch  considere«!  a  number  counibtiDg  of  digits,  be  added 
toi^ther,  and  the  snm  N  n;  then,  if  n  m  divisible  by  m,  ilT  niae 
will  be  divisible  thereby;  and  if  n  he  not  so  diviKÜilc*  the  remaia- 
der,  on  dividins;  n  by  m.  will  be  the  same  as  th;it  fnund  mm  di- 
viding  N  by  w;  or  in  j)tber  words,  n  will  be  ct)ni:ruou!«  fo  A  w'ith 
respect  to  tbc  niodulns  m.  —    II.  If  m  hu  a  priino  tiumlHT,  aud 

p  be  an  even  number,  iV  may  be  divided  into  periods  of  -^p  di* 

fits  each;  and  of  tbese*  periods,  if  tbr^  Ist,  3rd,  5tli.  otc.  be  ad* 
ed  together  and  aUo  the  2od,  4th  ,  <'>th.  etc.  and  tttc  latter  «^um 
attl»4racted  from  the  tbrmer,  and  the  difterence  be  caiied  n ;  tiieo, 
aa  in  the  fermer  theorem ,  «  will  yield  the  same  remaindsr  as  N 
QO  dWision  by  m.  If  n  iie  nes^ative  and  not  divisible  by  n».  tiie 
preper  reaiaMer  is  the  difference  hetween  n  aad  the  mnitifie  ef 
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m  »ext  aljove  it  numerically.)  —  Application  oi  Combinations 
to  the  Explanatiü«  of  Arbogaist  s  Method.  By  Professor  De  Mo r- 

&an.  —  Notes  on  Lagninges  Theorem.  By  Artbur  Cayley.— 
n  a  double  Infinite  iSeries.  By  Arthur  (.'ayley.  —  Laws  oo 
the  Klasticity  of  Noltd  Bü(ii**s.  I^y  W.  J.  ,Mac«juorn  Kakine.— 
Mathematical  i\ote»:  i.  A  i>ciu(iut»tration  ot  ravlor's  Theorem. 
By  Homerttbam  Cox.  II.  Demonstration 'ofib«  knovrn  Theoran» 
that  the  Arithmetic  Mean  between  any  namber  of  Positive  Qnan- 
tities  18  irreater  than  their  Geometrie  Meau.  ßy  A  Thacker. — 
On  the  Constructioii  oC  the  iMnth  Point  of  Intersection  of  Two 
Cnrves  of  the  Third  Degree,  wbeo  the  other  Eight  Points  are 

fiven.  By  Thomas  Weddln.  —  On  tbn  Tbeory  of  Linnsr 
'ransformatioDs.  By  George  Boele. 

(Tbe  Nest  Number  will  be  Publiabed  on  the  Ist  of  May.) 


Vcrha  n  d  jungen  d er  sch w cizer i s- eh e n  nat urforsche n- 
'den  Gesellschaft  bei    ihrer   Vert»aninilung   in  Aaran 
am  5.  6,  7  Aogost  1850.  SÖste  Vereamnilong.    Aarau  8. 

Von  den  (»rosscren  in  diesem  Holte  enthaltenen  Abbandliin> 
gen  uiacbeu  »vir  auf  die  folgenden  autiuericsaiD : 

Vortrag  des  Herrn  Leopold  von  Bach:  Ueber  einige 
Kitaenthiere  der  Vorwelt. 

Prof.  C.  F.  SchSnbein':  Üeber  den  Elnllass  dea  Lichtes 
a«f  die  chemiacbe  Tbitigfceit  den  Saneratoffa. 

Prot.  Mii Utuger:  Ueber  einen  UniversaUirkel. 

Prof.  Blon aa 0 n :  Ueber  die  Wbewell'achen  oder  Qnetelet scben 
Streifen. 

Ausserdem  findet  man  in  diesi  n  Vrrbandliinijen  S.  117.  — 
S.  Iö9.  eine  ifiteressante  Lebensbeschreibuni;  des  zu  Herrt  ver- 
storbenen vcrdienteu  i'rofessors  der  I\Iathematik  J  o Ii a n u  Frie- 
drich Trechsel  daaelbat,  ans  welcher  wir  die  folgenden  konen 
Notisen,  anaheben. 

.lohann  Frierfrich  Trechsii>l  wurde  am  4ten  März  1776 
in  flf^r  Harnischen  Municipalstaflt  f  1  ii  r  n  r  f  als  d;»««  juTi^rste  von 
/Unit  Kindern  geboren,  ^»chon  im  13tcn  Jahre  bezoi;  er  die  hö- 
here Lehranstalt  zu  Bern,  mit  dem  Vorsatze,  TheoTof^ie  zu  &tu- 
direo.  Später  tvandte  er  sich  auf  den  Rath  des  Prutessors  Ittb 
mehr  dem  Stndiiini  der  Mathenutik  zu,  in  welcber  Traües, 
uachheri<;cf!i  Mitglied  Vkadeniie  der  Wis^tensebaften  in  lier- 

iiu,  sein  Lehrer  war.  iiu  Jabre  iHOa  erhielt  er  diu  i^rote«:«inr  der 
llatbeioatik  an  der  am  ^ten  November  des  genannten  Jahres  *er- 
riebteten  (im  Jahre  18^14  zu  eifier  l'ni\ er>it.'it  erhobenen)  Berni^dien 
Akademie,  und  im  J:ihre  IS]2auch  noch  die  der  Physik.  Trech- 
mel  hcsas8  ein  ausgezeichnetes  Lehrtalent,  und  hat  sicli  sowohl 
als  Lehrer,  ala  ancb  naroentticb  durch  die  trigonometrische  Auf« 
nähme  den  Kantons  Bern  um  i^ein  Vaterland  sehr  verdient  gemachtt 
fia  er  auch  stets  den  lebhaftesten  Anlheii  an  deaaen  politiacheo 
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Schicksalen  imUm ,  und  neben  »einem  Lehrauite  ul't  noch  uATeotlicbe 
bGrgerliche  Aemter  bekleidete.  Sein  Cbarakter  wird  in  dieses 
Nekrolog  als  ein  bOch^t  liebensuurdit^er,  in  jeder  Beziehoos; 
höchst  ehrenwerfhor  f?esfhil(1f»r(.  Die  Treue  in  jeder  Fve^ieban; 
galt  ihm  für  dat»  Uüciitste  im  Leben,  und  er  bat  t»ie  geübt  wie 
Wenige,  sagt  sein  Biograph.  Mit  vielen  der  berühmteste«  Ge- 
lehrten des  In-  und  Auslandee  stand  er  in  lebhaftem  wisseo- 
schaftlichcn  N'erkehr.  Seine  sonst  felsenfeste  Gesundheit  wurde 
späteriiin  theils  durch  die  Anstreuj^uneen  bei  seirtfii  s^eod fit i Richen 
Arbeiten,  theiis  durch  mancherlei  erlittene  Kränkungen  und  ihn 
betroffene  UnglOdeefillle  gescbwücbt  Er  starb  an  mte»  Noven* 
ber  1840  früb  am  7  Uhr  im  74sten  Lehensjahre  nach  kurzem 
Krankenlager.  l>or  Rediit?r  an  seinem  (Jrabe  schlos^^  mit  dem 
mit  vollem  Kechte  auf  ifit»  ainvendbaren  liilx^luortc:  ,,Seiii  L*ebeo 
ist  köstlich  gewesen,  denn  es  ist  lauter  Mübe  und  Arbeit  ge- 
wesen." 


Jahretbetieht  der  FüTMilieh  Jablonowski^seketi  Gt- 
Melhchafi.  Lcijitig,  im  Mätt  1861.  (Soweit  der«eli»e  die 
Mathematik  betrilR;). 

I.  Berieht  fiber  die  im  Jabre  1850  eingugangeaea 
Preisbewerbnogsscbriften. 

Ueber  die  zuerst  im  Jahre  iÖ4U  gestellte,  und  daraut  im  Jahre 
1850  wiederholte  Preisaufgabe: 

^,Uuter  den  von  den  Alten  erwäbuteii  ^»onnea-  und  Mondiui- 
,,stemissen  die  beachtenswerthesten  vonNeuem  zu  prfi» 
„feil,  und  nach  den  Principien  der  Wahrscheinlichk^turecfc* 

,,nung  «ti  eTitsehpidf'f»,  o!)  jirMi  ^vclf  hpn  Kinfluss  eine  n!i«rcmej?- 
„sene  Berücksichtigung  dersclf>cn  aiil  die  Bestimiuung  der 
„Mondeleniente,  insbesondere  der  Knoten,  haben  würde** 

ist  der  Geseilschatt  nur  eine  einzige  Bewerbungsechritt  unter  dem 
Titel: 

^»Astronomische  Untersuchungen  über  die  Muiidünsteraisse 
,>des  Abnagest** 

und  mit  dem  Motto 

^^MtiiUfurmi  luna  amöage  im  sit  ingenia  coHiemplaulium  et  proximum 
,^dus  ignorart  maxtme  imtt0umiium,  (PHn.  H.  N.  II»  9,y* 

zugesendet  worden.    Der  Verfasser  dieser  Abbandinng  bat  nun 

zwar  die  gestellte  Frage  nur  theilweise  beantwortet,  indem  er 

Sonnenfinsternisse  cjar  nicht.  \mi\  von  den  !VTnnf?finst<MMis.sen  hios 
die  11*  im  Ahnagest  verzeichneten  bcrüoksirhtiiite.  Da  sii  h  jeduch 
seine  Schritt  bei  genauerer  Prüfung  in  ihren  Angaben  als  sehr  zu- 
irerlissig  erwies»  da  sie  den  Gegenstand  mit  Gewandtheit  und 
richtigem  Tacte  behandelt  hat,  und  die  darin  enthaltenen,  mittelst 
der  M«^th()de  der  klflnston  Quarlrnte  mifuiidtMicn  Correctioncn  der 
mittleren  Bewegungen  des  Älondes  und  seiner  Knoten  von  nii  hf 
unerheblichem  Interesse  erscheinen,  so  fand  sich  die  Gesellschait 
bewogen»  dem  Verfasser  zwei  Drittel  des  ansgesetzten  Pfeiecs 
als  Accessit  znziierlrennen. 
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Hei  Eriiffnuiig  des  versiegelten  2U>Uel6  ergab  sich  als  der 
\  crfasser  dieser  Abhuiidluug 

Julius  Zech, 
Dr.  pbil.  in  Stottgart 

II.  Preisfrage  für  das  Jahr  1852. 

Ans  der  Astronomie.  Für  das  Jahr  1852. 

Der    Vertajsscr    der    von    unsrer    Gesellschaft    in  diesem 
Jahre   mit    dem   Accessit   ausgezeiehneteD  Abhandlung  ,,uber- 
die  Mondfinsternisse  des  Almagest",  Herr  Dr.  Zech  in  Stntt« 
gart,    hat    durch   lierechnunsj;   clieser  Finsternisse    mittelst  der 
Dan}oiseau  sehen    i^londtafeln     als     ziemlich     sichros  R^^suitAt 

fefundeu ,  das«»  in  genannten  Tafeln  die  iiundertjahrige 
Inotenbewegung  des  Moodes  nm  etwa  1\7  zu  vermindern,  also 
s=tM^dftSrtü  setzen,  und  die  hundertjährige  mittlere Bewc^riin«^ 
des  Mondes  um  etwa  ü',5  zn  vermehren,  also  —  :?0T"  53'  VI'' 
auzuiit'liiuofi  sei.  Da  mit  Amvetidung  dieser  Correctionen,  welche 
den  bekaittiteii  Aiiy'schen  nalie  kommen,  es  Herrn  Zech  gelungen 
ist,  die  19  Finsternisse  des  Almagest  im  Gänsen  sehr  befriedigend 
durch  Rechnung  darzustellen,  so  findet  sich  die  Gesellschaft  ver- 
ilolasst,  folgenae  neue  Preisau%abe  vorzulegen: 


,.die  unten  verzeichncteu ,  auf  zuverlässigen  Angaben  von 
Schriftstellern  des  cldssisebeu  Allertliums  beruhenden  Finster- 
nisse nach  den  Damoiseau'schen  Mondtafcin,  mit  Hinzufll- 
cung  der  vorbemerkten  zwei  Correctionen  zu  berechnen,  da- 
fern  ji'doch  die  Resultate  der  Kechnuni;  ui<'ht  eine  zureichende 
Ueber»Mii.stimmung  mit  den  Angaben  der  Schriftsteller  zeigen 
siollten,  zu  untersuchen,  ob  und  welche  mit  der  historischen 
Chronologie  vereinlNire  Abinderungen  der  för  iene  Finster- 
nisse seither  angenommenen  Jahre  etwa  xn  befriedigenderon 
Ergebnissen  führen  möchten.'^ 


Verzeichniss  der  zu  bereehnenden  Finsternisse. 

1.  0  F.  zn  Sardes,  im  zettigen  Frühjahr,  Ol.  74, 4, 

Herod  7,  37.  (Schol.  Aristid  |k  '222)  480(?)  vorChr. 

2.  0  F.  zu  Athen,  nach  Mittag,  im  6ommer 

01.87,2.  Thuk.  2,  28.  3.Aug.43l     „  „ 

3.  0  F.  zn  Athen,  im  Anfange  des  Frflhjahrs , 

Ol.  88,  4.  Thuk.  4,  52.  20.Mirz424  „ 

4.  3)  F.  zuSyrakus,imSnätj5ommerOI.dl,4. 

Thuk.  7,  50.  Plut.  Mk.  -23,  28.  27.Aug.413 
ö.  3>  F.  zu  Athen,  Abends,  Ol.  93,  3.  Xen. 

Hell.  1,  6,  1.  15.AprU406 
ft.  0  F.  zo  Athen  Ol.  94. 1.Xen.HelI.  2,3,4.  %  Sept.404 
7.  0  F.inßootien,  imSoramer  Ol9d;,3.jS[en. 

Hell.  4,  3,  10  iaAng..304    ^  „ 
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8.  3>  F.  m  Arbela, am  15.  BoedronioB  Ol.  112, 

2.  Villi.  Alex.  31.  Aman.  Anal).  3,  7,  6 
u.  15,  7.  Vn\.  Ptolem.  Geogr.  1,  4.  PUo. 
bist,  nat  2.  70.  2U.äept.331 

9.  0  F.  zwischen  iiiciiien  unti  Airicji  Ol. 

117«  3.  Diod.  90,  6.  Jost  22,  6.  t4.ADg.310  „ 

10.  2)  P.  in  Makedonien,  am  3.  i  üin  .8eptl>r.  586 

u.  c.  Cic.  d.  rep.  1,  15.  Plin.  2.  12.  Plut 

Aem.  Paul.  17.Liv.44,37.  21. Juni  168     „  „ 

11.  J)  F.  in  Paunonien.  Tac.  Ann.  1,28.  üio 

Ca88. 67,  4.       '  26.Se|it14DachClu. 

12.  0  F.  zu  Rom. Tac.  Ann.  14, 12.Plin.  h.  d. 

2.  70.  l)u>  Cms.  61,  16. 

13.  3)  F.  zu  Rom  i  ttit    LI  *      »  a  «4  -  '* 

14.  0  F.  da«elbat  i  "'^  "»•'  *  ^    19.  Mk»  - 

15.  0  F.  in  Sicilieii,  um  Mittag,  Firmic.  Mat. 

a8tr.l.2.  17.  Juliaai  „ 

16.  0  F.  inMesopotamien,  beiSonDeBaufgailg. 

Ammian.  Marc.  20,  a  27.Aag.360  „ 


30.  April  59  „ 
4.  März  71  „ 


Die  Prei^bewerbung^schrtlteu  sind  in  deutscher,  latei- 
niscber  oder  französischer  Sprache  zu  verfassen,  müssen 
deutlich  geschrieben  und  pairinirt,  ferner  mit  einem  Motto 
verKcheii  und  von  einem  vcrsioixelttMi  Zettel  hoi^lcit«  t  .sein,  der 
auiiwendii»;  da.sseibe  Motto  trai^t,  iiiweiidin  den  Naiiu-n  und  \Vohn- 
ort  des  Verfassers  an<^iebt.  Die  Zeit  der  Cins»endtnig  endet  lur 
das  Jahr  der  Preisfrage  mit  dem  Monat  NoTember;  die 
Adresse  Ist  an  den  jedesniali.*»en  Secretair  der  Ge^ellscliafl  (för 
diiA  J.  18dl  an  den  ordentl.  Prof.  der  Mineralogie  und  Geugno^ie 
an  der  Universität  zu  Leipzig^ C.  F.  Naumann)  zu  richten.  Der 
aasgesetzte  Preis  betritgt  (Qt  die  Aufgabe  ans  der  Astronomie  24 
Dacaten. 


Druckfehler. 

Fn  der  Uober.schriff  des  Aiifsat/.e.s  Nr.  XXXVII.  tnThl.AVI. 
Helt  4.  S.  424.  s.  m.  „iSchelTier"  statt  „Sehe Hier»«. 
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